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Équilibre  et  mouvement  des  milieux  continus,  r  vol.  in-8°,  558  pages. 
Paris,  Gauthier-Yillars,  igoS. 


I.  Le  troisième  et  dernier  Volume  du  Traité  de  Mécanique 
de  M.  A.ppeU  est  le  couronnement  d'une  œuvre  magistrale  qui 
marque  une  époque  dans  le  développement  des  théories  fonda- 
mentales de  la  Mécanique  et  dans  l'enseignement  de  cette  science. 
Il  traite  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  milieux  continus;  il 
ne  le  cède  en  rien  aux  deux  premiers  volumes  sous  le  rapport  de 
la  précision  et  de  la  clarté  dans  l'exposition  et  l'enchaînement 
des  théories;  ce  sont  là  des  qualités  auxquelles  M.  Appell  nous  a 
habitués  depuis  longtemps  dans  ses  Ouvrages  et  dans  son  ensei- 
gnement, et  il  est  superflu  d'en  faire  l'éloge  une  fois  de  [)lus.  Ce 
livre  est  en  même  temps  d'une  grande  richesse  de  renseignements 
et  d'indications  bibliographiques,  et  il  sera  lu  par  tous  ceux  qui 
veulent  se  tenir  au  courant  des  nouvelles  tliéorics  relatives  aux 
sciences  appliquées. 

Les  matières  qui  font   l'objet  de  ce  troisième  Volume  étaient 
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pour  la  plupart  cparses  dans  les  Mémoires  originaux  ou  dans  les 
livres  de  Physique  mathématique;  en  voyant  plusieurs  d'entre 
elles  exposées  exclusivement  dans  ces  derniers  ouvrages,  on  ne  se 
fût  pas  douté  qu'elles  font  partie  intégrante  de  la  Mécanique,  et 
que  les  théories  de  Cauchy  et  de  Helmhoitz  sur  les  tourbillons, 
les  recherches  de  Cauchy,  de  Lamé  et  autres  mathématiciens  sur 
l'élasticité,  recherches  dirigées  en  ces  derniers  temps  dans  une 
nouvelle  voie  par  MM.  Cosserat,  forment  des  Chapitres  de  cette 
Science  au  même  titre  que  l'étude  du  mouvement  des  systèmes 
rigides. 

Le  livre^de  M.  Appell  vient  nous  le  rappeler;  les  ingénieurs 
désireux  d'approfondir  au  point  de  vue  théorique  les  questions 
relatives  à  l'équilibre  et  au  mouvement  des  fluides,  ceux  qui 
cherchent  Texplication  des  phénomènes  remarquables  qui  accom- 
pagnent les  déformations  permanentes  des  corps  élastiques,  tous 
ceux  qui  estiment  avec  juste  raison  que  les  sciences  appliquées  ne 
font  de  sérieux  progrès  que  si  elles  s'appuient  sur  des  raisonne- 
ments rigoureux,  y  trouveront  matière  à  apprendre  et  à  penser;  il 
leur  ouvre  des  voies  nouvelles  et  leur  indique  de  nouveaux  sujets 
de  recherches.  Les  physiciens  sauront  gré  également  à  M.  Âppell 
d'avoir  réuni  et  coordonné  les  théories  mécaniques  dont  ils  ont 
besoin,  et  d*avoir  indiqué  les  liens  qui  rattachent  ces  théories  à 
celles  de  l'Électricité  et  du  Magnétisme. 

I[.  Les  théorèmes  relatifs  aux  intégrales  définies  étendues  aux 
éléments  d'une  ligne,  d'une  surface  ou  d'un  volume,  et  les 
transformations  de  ces  intégrales  les  unes  dans  les  autres,  consti- 
tuent une  théorie  fondamentale  non  seulement  en  Analyse,  mais 
encore  dans  toutes  les  branches  des  sciences  appliquées  :  l'attrac- 
tion, la  mécanique  des  fluides,  l'Électrodynamique,  etc.  M.  Appell 
réunit  en  un  Chapitre,  au  début  de  son  Ouvrage  (Chap.XXVlII), 
les  éléments  de  cette  théorie,  et  les  présente  en  employant  la  ter- 
minologie usitée  en  Mécanique.  Toute  portion  de  l'espace  dans 
laquelle  on  donne  trois  fonctions  P,  Q,  R  des  coordonnées  x,  y^  z 
constitue  un  champ  de  vecteurs,  chaque  vecteur  ayant  pour  origine 
un  point  du  champ,  et  pour  composantes  les  valeurs  des  trois 
fonctions  P,  Q,  R  en  ce  point;  le  produit  d'un  élément  de  surface 
par  la  composante  normale  du  vecteur  issu  de  son  centre  est  le 
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flai  élémenlaîre  à  travers  cet  élément  ;  enfin  les  fonctions 

dy       dx       ds       dx       dx       ôy 

défioissent  en  chaque  point  un  nouveau  vecteur  qui  est  dit  le 
tourbilion  du  premier. 

Chaque  théorème  est  dès  lors  susceptible  d'une  interprétation 
géométrique;  le  théorème  de  Green  transforme  une  intégrale  de 
volume  en  un  flux  à  travers  la  surface  qui  limite  le  champ  d'inté- 
gration, et  celui  de  Slokes  transforme  le  travail  d'un  vecteur  le 
loDgd*uQ  contour  fermé  en  un  flux  de  tourbillon  à  travers  une 
surface  continue  limitée  à  ce  contour.  Ces  interprétations  peuvent 
servir  à  justifier  les  appellations  de  flux  et  de  tourbillons 
emplojées  dans  la  théorie  des  vecteurs  ;  elles  s'introduisent  natu- 
rellement plus  loin  dans  la  dynamique  des  fluides. 

Daos  le  Chapitre  suivant  (Chap.  XXIX),  M.  Âppell  traite  les 
qoeslions  fondamentales  de  la  théorie  de  l'attraction  et  du  poten- 
tiel ;  en  Analyse,  elles  sont  la  base  de  l'étude  des  fonctions  harmo- 
•iqoes  et  de  là  solution  du  problème  de  Dirichlet  ;  en  Mécanique 
céleste,  elles  conduisent  à  la  détermination  de  la  forme  et  du 
mouvement  des  corps  célestes;  enfin,  en  Physique,  elles  sont 
indispensables  dans  l'étude  de  l'Électricité  et  du  Magnétisme.  Ces 
diverses  manières  d'envisager  le  potentiel  amènent  quelquefois  des 
confusions  lorsqu'on  les  applique  à  la  recherche  des  composantes 
de  Tattraction  ;  l'auteur  insiste  avec  raison  sur  le  signe  qu'il  faut 
donner  à  ces  dernières,  ainsi  qu'aux  coefficients,  dans  le  cas  de 
l'attraction  newtonienne  et  dans  celui  des  actions  électriques  ou 
magnétiques.  Il  donne  à  propos  de  chaque  notion  ou  de  chaque 
théorème  son  interprétation  la  plus  simple  ;  les  raisonnements 
qui  se  rapportent  au  flux  de  force  et  aux  tubes  de  force  deviennent 
de  cette  façon  intuitifs  si  l'on  compare  les  forces  aux  vitesses  des 
molécules  d*un  liquide  en  mouvement  permanent. 

Les  questions  relatives  aux  masses  isolées  d'abord,  puis  aux 
masses  réparties  sur  des  lignes,  des  surfaces  ou  des  volumes,  sont 
présentées  le  plus  simplement  possible,  et  souvent  par  d'élégantes 
méthodes  géométriques.  Les  résultats  qui  se  rapportent  aux  dis- 
continuités des  dérivées  premières  du  potentiel  des  surfaces,  où  à 
celles  des  dérivées  secondes  du  potentiel  des  volumes  sont  net- 
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tement  indiqués;  la  rigueur  absolue  dans  la  démonstration  de  ces 
résultats  ne  peut  être  atteinte  qu'après  des  raisonnements  fort 
longs  et  fastidieux  qui  trouvent  leur  place  dans  les  Ouvrages  de 
Mathématiques  pures  plutôt  que  dans  un  Traité  de  Mécanique  ; 
c'est  pourquoi  M.  Appell  préfère  avec  raison  suivre  la  voie  la  plus 
directe,  tout  en  restant  absolument  précis,  et  renvoie  pour  des 
démonstrations  complètes  aux  Ouvrages  de  Riemann,  de  M.  Picard 
et  de  M.  Poincaré. 

A  l'étude  de  potentiel  se  rattache,  dans  ce  Chapitre,  celle  des 
fonctions  harmoniques,  satisfaisant  à  l'équation  de  LaplaceAV=o; 
elles  se  rencontrent  non  seulement  dans  les  théories  de  l'Attraction 
et  de  l'Électricité,  mais  encore  dans  celles  de  la  Chaleur  et  de 
rHjdrodjnamique.  M.  Appell  montre  nettement  que  les  propriétés 
de  ces  fonctions  deviennent  intuitives  lorsqu'on  les  interprète 
dans  l'une  ou  Tautre  de  ces  tlicories;  il  donne  les  indications 
les  plus  complètes  sur  le  problème  de  DIrichlet,  et  le  résout  dans 
le  cas  de  la  sphère  au  moyen  de  la  fonction  de  Green.  Remar- 
quons que  la  fonction  introduite  ici  est  celle  qui  reste  partout  finie 
et  prend  sur  la  surface  limitant  le  volume  donné  les  mêmes  valeurs 

que  -;  elle  diffère  par  le  terme  -  de  la  fonction  envisagée  par  Rie- 
mann, par  M.  Poincaré  et  par  M.  Appell  dans  son  intéressant 
Mémoire  inséré  dans  les  Acia  Mathematica,  Tome  VIII  ;  celle-ci 

estnulle  sur  la  surface  et  devient  infinie  comme  -  en  un  point  parti- 
culier ;  les  deux  fonctions  précédentes  conduisent  aux  mêmes 
résultats  dans  les  applications. 

Le  Chapitre  se  termine  par  le  calcul  du  potentiel  d'un  ellipsoïde 
homogène  d'après  Dirichlet,  et  par  celui  du  potentiel  d'un 
cylindre  indéfini,  qui  conduit  au  potentiel  logarithmique. 

III.  L'étude  des  milieux  continus  à  l'état  de  repos  ou  de  mou- 
vement constitue  une  science  générale  de  l'étendue  matérielle  ;  la 
géométrie  élémentaire  et  la  mécanique  des  systèmes  rigides  n'en 
sont  que  des  cas  particuliers.  On  peut  diviser  cette  étude  en  plu- 
sieurs branches  : 

i"  Une  partie  géométrique,  où  Ton  considère  les  déformations 
d'un  milieu  qui  reste  continu,  indépendamment  du  temps; 
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2*  Une  partie  cinématique,  011  l'on  détermine  les  vitesses  et 
les  accélérations  des  éléments  du  milieu  qui  se  déforme  ; 

3"  Une  partie  dynamique  où  interviennent  les  forces  appli- 
quées à  ces  éléments  ; 

4*^  Comme  cas  particulier,  la  Statique  ou  l'élude  de  l'équi- 
libre des  forces  appliquées  au  milieu. 

La  partie  la  plus  simple  est  la  dernière;  la  précédente  s'en 
déduit  du  reste  en  appliquant  le  principe  de  d'Alembert.  M.  Appell 
étudie  d'abord  (Chap.  XXX)  par  la  méthode  de  Gaucliy  les  com- 
posantes de  l'effort  qui  s'exerce  par  unité  de  surface  sur  un  élément 
superficiel  limitant  le  milieu  ou  placé  dans  son  intérieur,  ainsi  que 
la  variation  de  cet  effort  lorsque  Ton  change  l'orientation  de 
Félémenl  autour  d'un  de  ses  points.  On  peut  représenter  géomé- 
triquement cette  variation  à  l'aide  d'une  quadrique  directrice  qui 
joue  le  même  rôle  que  l'indicatrice  de  Dupin,  ou  bien  à  l'aide  d'un 
ellipsoïde  des  efforts  ou  ellipsoïde  d'élasticité,  qui  est  le  lieu  des 
extrémités  des  vecteurs  représentatifs  des  efforts  autour  d'un 
point.  Remarquons  à  ce  propos  que  le  théorème  de  Green  relatif 
à  la  transformation  d'intégrales  doubles  en  intégrales  triples  est 
couramment  employé  par  l'auteur  pour  rendre  les  riiisonnemenls 
plus  simples  et  plus  rigoureux. 

Le  Chapitre  XXXI  est  consacré  à  l'étude  de  l'équilibre  des 
tluides  ;  M.  Appell  commence  par  préciser  la  notion  de  viscosité,  il 
considère  ensuite  les  fluides  pesants,  et  continue  par  la  recherche 
des  formes  d'équilibre  relatif  d'une  masse  fluide  lioinogrue  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  ;  il  expose  à  ce  sujet  les 
résultats  de  Mac  Laurin,  de  Jacobi  et  de  M.  Poincaré,  cl  donne 
des  indications  sur  les  reuiarquables  recherches  de  ce  dernier 
relatives  aux  figures  possibles  d'équilibre  et  aux  conditions  de 
stabilité.  Le  Chapitre  se  termine  par  l'élude  de  l'oqullibre  des 
corps  flottants,  qui,  due  à  Dupin,  a  été  faite  d'une  manière  à  la 
fois  élémentaire  et  rigoureuse  par  M.  Guvou,  et  complétée  par 
MM.  Greenhill,  Duhem  et  par  l'auteur.  On  peut  citer  comme 
modèle  de  clarté  cl  d'élégance  l'exposé  qu'a  fait  M.  Appell  des 
belles  méthodes  géoniétri(|ues  qui  conduisent  à  la  solution  du 
problème,  cl  du  parti  que  M.  Guyou  a  su  tirer  du  principe  de 
Dirichlcl  pour  l'élude  de  la  slabililé  de  Téquilibre. 
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IV.  Le  Chapitre  XXXII  reoferme  l'étude  géomélrîque  des 
déformations  d*un  milieu  continu  ;  MM.  Cosserat  l'ont  considéra- 
blement perfectionnée  dans  ces  derniers  temps,  et  ont  montré 
que  les  six  fonctions  caractéristiques  de  la  déformation  autour 
d'un  point  s'introduisent  naturellement  lorsqu'on  étudie  les  varia- 
tions du  carré  de  l'élément  linéaire  ds^.  L'auteur  expose  ces  belles 
théories,  donne  l'interprétation  des  six  fonctions,  et  on  en  déduit 
l'ellipsoïde  des  dilatations  autour  d'un  point  ;  il  étudie  le  cas 
simple  de  la  déformation  homogène,  dans  laquelle  les  six  fonc- 
tions caractéristiques  ont  la  même  valeur  en  tous  les  points  ;  il  la 
ramène  à  une  translation,  suivie  d'une  rotation  et  d'une  déforma- 
tion pure,  cette  dernière  consistant  en  trois  dilatations  dans  trois 
directions  rectangulaires;  il  applique  ces  résultats  à  une  déforma- 
tion infiniment  petite. 

Dans  le  Chapitre  XXXIIl  est  exposée  la  cinématique  des 
milieux  continus,  avec  les  deux  sj'stèmes  classiques  de  variables 
qui  portent  les  noms  de  Lagrange  et  d'Ëuler;  si  le  premier  se 
prête  avec  facilitée  l'établissement  des  équations  delà  Dynamique, 
par  contre,  le  second  est  plus  avantageux  en  Cinématique,  car  il 
permet  d'appliquer  simplement  aux  déformations  du  milieu  les 
considérations  du  Chapitre  précédent  et  d'appliquer  à  l'étude  des 
vitesses  les  théories  du  premier  Chapitre  relatives  aux  champs  de 
vecteurs,  au  flux  h  travers  une  surface  et  aux  lignes  de  courant. 
On  aperçoit  immédiatement  le  lien  qui  rattache  le  vecteur  tour- 
billon de  vitesses,  tel  qu'il  est  défini  au  début  de  l'Ouvrage,  à  la 
rotation  qui  intervient  dans  la  déformation  d'un  élément  ;  ce  vec- 
teur, qui  joue  un  rôle  essentiel,  a  été  introduit  par  Cauchy  sous  le 
nom  de  rotation  moyenne  et  étudié  par  Helmholtz  sous  le  nom 
de  tourbillon. 

Le  Chapitre  se  termine  par  un  exposé  des  belles  recherches 
commencées  par  Hugoniot  et  continuées  par  M.  Hadamard  sur  la 
propagation  des  ondes  dans  le  mouvement  d'un  milieu  continu; 
une  onde  dite  à'ordre  n  est  une  surface  fluide  au  passage  de 
laquelle  les  dérivées  d'ordre  n  des  variables  de  Lagrange  éprouvent 
des  discontinuités.  M.  Hadamard  a  levé  les  difficultés  qui  se  pré- 
sentent lorsqu'on  cherche  les  conditions  de  possibilité  de  la  pro- 
pagation d'une  (elle  surface,  et  il  a  donné  une  interprétation 
éométrique  sim])le  des  résullals  qu'il  a  obtenus. 


f? 
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V.  Le  Chapilre  XXXIV  est  consacré  à  la  d jnamique  des  fluides 
donl  la  viscosité  est  nulle  ou,  comme  on  dit,  des  fluides  parfaits. 
Le  théorème  fondamental  de  cette  partie  de  la  Dynamique  est 
celai  de  Lagrange,  relatif  à  Tindestructibilité  des  tourbillons  des 
TÎlesses  dans  un  milieu,  lorsque  la  densité  ne  dépend  que  de  la 
pression   et   que  les  forces  données    dérivent   d*un    potentiel. 
Gaachy  Ta  démontré  en  formant  trois  intégrales  intermédiaires  des 
équations  du  mouvement  écrites  avec  les  variables  de  Lagrange; 
ces  intégrales  contiennent  en  germe  toutes  les  découvertes  ulté- 
rieures, en  particulier  celles  de  Helmholtz.  M.  Appell  donne  les 
équations  de  Cauchy,  celles  de  Weber  qui  ramènent  le  problème 
à  l'intégration  de  quatre  équations  du  premier  ordre,  enfîn  celles 
que  Helmholtz  a  indiquées  avec  les  variables  d'Euler,  et  qui  sont 
équivalentes  à  celles  de  Cauchy.  11  montre  ensuite  comment  les 
équations  de  l'Hydrodynamique,  avec  l'un  ou  l'autre  système  de 
variables,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  des  équations  canoniques 
classiques  de  Lagrange;  il  expose,  en  partant  des  recherches  de 
U.  Hadamard«  les  résultats  remarquablement  simples  obtenus  par 
Hugoniot  relativement  à  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes 
et  à  la  vitesse  du  son.  Après  l'étude  classique  du  mouvement  per- 
mnent  des  liquides  et  des  gaz,  il  considère  en  détail  le  cas  du 
fflouvement  irrotationnel  d'un  liquide;  les  vitesses  dérivent  alors 
d*un  potentiel  qui  satisfait  à  Féquation  de  Laplace,  et  la  théorie 
des  fonctions  harmoniques  trouve  ici  de  nombreuses  et  intéres- 
santes applications. 

Dans  le  Chapitre  XXXV  se  trouve  exposée  la  belle  théorie  des 
tourbillons,  qui  marque  le  plus  grand  progrès  fait  en  Hydrodyna- 
mique depuis  Cauchy,  et  qui  est  due  à  Helmholtz.  Cauchy  avait  tiré 
de  ses  équations,  comme  nous  l'avons  vu,  le  théorème  de  Lagrange 
sur  l'indestructibilité  des  rotations  moyennes  ou  tourbillons  dans 
le  cas  où  les  accélérations  dérivent  d'une  fonction;   on  conçoit 
donc  qu'il  doit  alors  exister  un  invariant  attaché  à  cette  pro- 
priété; Helmholtz  Ta  mis  en  lumière  sous  une  forme  suggestive 
qui  a  le  caractère  à  la  fois  simple  et  général  des  grandes  décou- 
vertes.   Cet    invariant    est    la    circulation    le    long    d'une   ligne 
fermée,  c'est-à-dire  le  travail  du  vecteur  vitesse  le  long  de  cette 
ligne;  il   est  égal  au  flux  du  vecteur  tourbillon  à  travers  toute 
surface  passant  par  la  ligne,  et  il  se  conserve  |)cnclant  les  dcfor- 
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malions  de  la  ligne  fluide  considérée.  Les  tubes  de  tourbillon 
possèdent  dans  le  fluide  leur  individualité  propre  et  y  conservent 
leur  intensité  tout  en  se  déplaçant  et  se  déformant  ;  la  recherche 
de  leurs  mouvements,  ainsi  que  de  leurs  actions  les  uns  sur  les 
autres  et  sur  les  parties  non  tourbillonnaires  du  fluide  constitue 
un  problème  très  difflcile  qui  n^a  pu  être  résolu  que  dans  des  cas 
particulièrement  simples.  M.  Âppell  montre  clairement  le  rôle 
capital  joué  dans  cette  question  par  Tordre  de  connexion  du  vase 
dans  lequel  est  renfermé  le  fluide.  Dans  le  cas  d^un  liquide  indéfini, 
il  met  en  lumière  les  liens  qui  rattachent  la  recherche  des  vitesses, 
lorsqu'on  connaît  les  tourbillons,  à  la  théorie  du  potentiel  et  à 
rËlectrodjnamique  ;  Faction  d'un  anneau  de  tourbillon  sur  un 
élément  du  fluide  est  en  efl'et  identique  à  celle  d'un  conducteur 
parcouru  par  un  courant  électrique  sur  un  pôle  magnétique;  cette 
analogie  permet  de  simplifier  l'exposition  des  résultats. 

L*auteur  nous  fait  connaitre  les  beaux  résultats  obtenus  par 
plusieurs  mathématiciens  et  physiciens,  en  particulier  par  Basset, 
à  Taide  d'une  fonction  particulière  appelée  fonction  de  Stokes,  et 
il  en  simplifie  l'exposition;  il  rattache  le  cas  d'un  liquide  non 
indéfini  aux  cas  précédents  par  la  méthode  des  images,  généra- 
lisée par  M.  Poincaré. 

Lorsque  les  mouvements  ont  lieu  parallèlement  à  un  plan  fixe, 
les  équations  ne  dépendent  plus  que  de  deux  variables;  leur  étude 
forme  le  Chapitre  XXXVl.  Si  le  mouvement  est  irrotationnel,  la 
solution  dépend  de  l'équation  de  Laplace  à  deux  variables,  et  se 
rattache  par  conséquent  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  ;  s'il  existe  des  tubes  de  tourbillon,  elle  se  rattache  à  la 
théorie  du  potentiel  logarithmique.  La  recherche  des  vitesses 
lorsqu'il  existe  des  tubes  tourbillonnaires  rectilignes  et  parallèles 
est  ramenée  par  l'auteur  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
avant  la  forme  canonique  de  celles  de  Ilamilton;  les  résultats 
obtenus  présentent  avec  les  phénomènes  de  Tattraction  des  ana- 
loj;ics  frappantes,  qui  ont  été  étudiées  par  Lord  Kelvin. 

La  formation  et  le  déplacement  dos  petites  ondes  parallèles  dans 
un  liquide  pesant  et  Tétudo  de  la  houle  sont  exposés  par  l'auteur, 
et  accompagnés  d'Indications  bibliographiques  sur  ces  questions 
(pli  ont  été  approfondie>  par  MM,  Guyou  et  Boussinesq  en  parti- 
culier. 
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Les  considérations  dans  lesquelles  est  entré  M.  Appell  dans  ces 
trois  Chapitres  forment  une  introduction  naturelle  à  la  lecture  des 
travaux  qui  se  rattachent  au  mouvement  d*un  solide  dans  un 
fluide;  cette  question,  traitée  d'abord  par  Poisson  et  Green,  puis 
par  Clebsch  et  Kirchhoff,  a  été  le  point  de  départ  de  recherches 
analytiques  dues  à  Weber,  Caspary,  Rotter  et  Stekloff. 

VI.  Le  Chapitre  XXXVII  est  consacré  à  la  théorie  de  l'élasti- 
cité; Fauteur  donne  des  indications  sur  les  travaux  modernes  de 
MM.  Boussinesq,  Brillouin,  Duhem  et  Cosserat,  et  traite  en  détail 
le  cas  des  déformations  infiniment  petites.  Par  une  méthode 
simple  et  élégante,  il  relie  entre  elles  la  quadrique  directrice 
étudiée  au  Chapitre  XXX  à  propos  de  la  répartition  des  efTorls  et 
l'ellipsoïde  des  déformations  étudié  au  Chapitre  XXXII  ;  il 
montre  que  dans  un  milieu  homogène  et  isotrope  ces  surfaces  ont 
mêmes  plans  de  sections  circulaires,  et  que  les  coefficients  de 
l'une  dépendent  linéairement  de  ceux  de  l'autre  avec  deux  coeffi- 
cients arbitraires  X  et  [x;  ce  sont  ces  coefficients  ou  plutôt  leur 
rapport  qui  jouent  un  rôle  capital  dans  la  question  et  caractérisent 
le  milieu. 

M.  Appell  considère  plus  particulièrement  l'équilibre  d'un 
milieu  élastique  et  discute  les  conditions  aux  limites  ;  le  problème 
est  ramené  à  l'intégration  de  trois  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  ayant  une  forme  analogue  à  celle  de 
l'équation  de  Poisson  dans  la  théorie  du  potentiel  ;  MM.  Cosserat 
ont  discuté  les  conditions  pour  qu'elles  aient  une  solution  unique. 
x\près  avoir  donné  la  solution  dans  les  cas  classiques  où  elle  peut 
êlre  prévue,  et  donné  des  indications  sur  les  cas  plus  généraux, 
l'auteur  étudie  les  mouvements  intérieurs  d'un  milieu  élastique 
isotrope,  la  production  et  la  propagation  des  mouvements  vibra- 
toires. Dans  un  dernier  Chapitre,  il  montre  comment  le  mou- 
vement d'un  fluide  visqueux  peut  être  traité  par  les  mêmes 
méthodes  que  celui  d'un  milieu  élastique. 

On  voit  par  ce  qui  précède  quelle  richesse  de  documents  con- 
tient ce  troisième  volume,  et  comment  M.  Appell  a  magistralement 
résolu  le  difficile  problème  de  réunir  en  un  seul  Volume  plusieurs 
théories  qui  exigent  chacune  de  longs  développements.  11  a  su 
les  relier  les  unes  aux  autres  et  les  présenter  avec  la  clarté  et  la 
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précision  qui  sont  la  caracléristique  de  tons  ses  Ouvrages;  nous 
devons  le  remercier  de  nous  avoir  donné  un  Trailé  complet  de 
Mécanique  exposant  tontes  les  théories  modernes  et  donnant 
à  ceux  qui  le  lisent  le  goût  des  recherches  personnelles. 

H.  VOGT. 


HÂDAMARD  (Jacques).  —  Leçons  sur  la  propagation  des  ondes  et  les 
ÉQUATIONS  de  l'Hydrodtnamique.  I  vol.  grand  iD-8^  ;  xiv-SjS  pages. 
Paris,  1903. 

Un  publiciste  écrivait  naguère  :  n  La  France  est  un  pays  où 
chacun  souhaite  ardemment  que  le  (ils  de  son  voisin  aille  aux 
colonies.  »  Le  pays  des  géomètres  prêtei*ait  à  une  observation 
toute  semblable.  Depuis  bien  longtemps,  les  recherches  des 
mathématiciens  ont  surtout  pour  objet  Textension,  la  généralisa- 
tion, de  plus  en  plus  vaste  et  compréhensive,  de  problèmes  posés 
autrefois  par  les  sciences  d^applicalion,  par  la  Mécanique  et  la 
Physique  ;  ou  bien  l'analyse,  de  plus  en  plus  sévère  et  minutieuse, 
de  notions  aujourd'hui  bien  lointaines  des  intuitions  objectives 
qui  les  ont  fournies.  Beaucoup  s'inquiètent  à  la  vue  de  consé- 
quences, toujours  plus  nombreuses,  tirées  d'un  fonds  qui  ne  se 
renouvelle  pas;  ils  ont  peur  que  la  fécondité  de  ce  fonds  ne  finisse 
par  s'épuiser,  qu'il  n'engendre  plus  rien,  sinon  des  formes  vaines 
et  des  formules  creuses.  Ils  pensent  et  ils  disent  que  les  Mathéma- 
tiques auraient  grand  profita  venir  chercher  une  nouvelle  vitalité 
au  sein  des  Sciences  de  la  Nature,  où  elles  ont  pris  naissance  ; 
à  leur  demander  des  problèmes  vraiment  nouveaux  qui  suscite- 
raient sans  doute  des  théories  jeunes  et  vigoureuses.  Mais,  parmi 
ceux  qui  souhaitent  ce  rajeunissemeat  des  Mathématiques  par  la 
Philosophie  naturelle,  il  en  est  bien  peu,  trop  peu,  qui  consentent 
à  y  contribuer  par  leurs  propres  travaux  et  à  prêcher  d'exemple. 
La  plupart  se  laissent  effrayer  par  le  labeur  qu'il  est  nécessaire 
d'accomplir  pour  se  mettre  au  courant  des  théories  physiques. 

Si  M.  Hadamard  a  connu  cette  timidité,  il  a  eu  le  courage  de  la 
vaincre.  Suppléant  M.  Maurice  Lévy,  au  Collège  de  France,  dans 
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la  chaire  de  MécaDÎque  analytique  el  de  Mécanique  célesle,  il  a 
consacré  les  deuK  années  scolaires  1898- 1899  et  1899- 1900  à  un 
voyage  d'exploration  au  sein  des  régions,  bien  désertes  à  notre 
époque,  de  la  Mécanique  physique.  Aujourd'hui,  il  livre  à  la  publi- 
cité la  relation  de  ce  voyage. 

M.  Hadamard  n^a  pas  parcouru  en  son  entier  le  domaine  immense 

de  l'Hydrodynamique  et  de   l'Élasticité  ;  la  vie  d'un  homme  y 

suffirait  à  peine  ;  d'ailleurs,  dans  ce  domaine,  de  vastes  contrées, 

explorées  dès  longtemps,  sont  bien  connues  et  la  carte  en  est 

classique.  Il  a  fouillé  surtout,  et  nous  devons  lui  en  savoir  gré, 

quelques  provinces  récemment  découvertes  et  où  peu  de  voyageurs, 

avant  lui,  avaient  pénétré.  Aussi  a-t-il  eu  maintes  fois  à  faire  plus 

el  mieux  que  d'inventorier  et  de  classer  les  découvertes  de  ses 

devanciers;  maintes  fois,  il  y  joint  ses  propres  trouvailles;  ce  sont 

surtout  ces  trouvailles  que  nous  nous  proposons  de  signaler  aux 

lecteurs  du  Bulletin 


I. 


L'étude  des  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation  de  Laplacc,  des 
fondions  que  l'on  nomme  aujourd'hui  fonctions  harmoniques, 
en  vertu  d'une  convention  que  l'on  aurait  quelque  peine  à  justi- 
fier, est  le  fondement  indispensable  de  toute  physique  niathéma- 
tique.  L'étude  de  l'Electrostatique,  et  aussi  bon  nombre  de 
questions  concernant  l'équilibre  thermique  sur  un  corps  conduc- 
teur, conduisent  aux  problèmes  suivants  : 

Trouver  une  fonction  qui  soit  harmonique  soit  en  l'espace 
intérieur  à  une  surface  fermée,  soit  en  l^ espace  extérieur,  et 
giuprenne  sur  cette  surface  une  valeur  donnée. 

La  solution  de  ces  deux  problèmes  de  Lcj eune- Dirichlct 
(probirme  intérieur  et  problème  extérieur)  a  été  l'objet  d'elTorts 
innombrables  de  la  part  des  géomètres  les  |)lus  illustres  ;  ces 
cfforls  ont  rendu  peu  à  peu  cette  solution  de  plus  en  plus  géné- 
rale, de  plus  en  plus  compréhensive,  en  sorte  que  les  cas  011  nous 
ne  savons  pas  résoudre  les  problèmes  de  Lejeune-Dirichlel 
forment  aujourd'hui  des  catégories  très  restreintes. 
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Le  problème  le  plus  simple  que  Ton  puisse  se  poser  en  Hydro- 
dynamique ressemble  beaucoup  au  problème  de  Lejeune-Dîrichlel; 
si  l'on  cherche  à  déterminer  le  mouvement  pris  par  un  fluide  par- 
fait^ Incompressible,  exempt  de  mouvements  tourbillonnaires,  au 
moyen  des  vitesses  prises  par  les  divers  points  de  la  surface  qui  le 
renferme,  on  voit  que  \e  potentiel  des  vitesses  du  fluide  est  une 
fonction  o  harmonique  dans  tout  le  fluide  et  dont,  en   chaque 

point  de  la  paroi,  la  dérivée  normale  -^  a  une  valeur  donnée.  La 

détermination  d'une  telle  fonction  constitue  ce  que  M.  Hadamard 
nomme  \q problème  de  Cari  Neumann. 

Si  le  fluide,  d'une  profondeur  indéfinie,  est  limité  par  une  sur- 
face cylindrique,  le  problème  de  Neumann  ne  dépend  plus  que  de 
deux  variables  ;  ce  problème  se  ramène  alors  au  problème  de 
Lejeune-Dirichlet  ;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  trois 
variables  sont  indispensables  ;  la  méthode  qui,  dans  le  cas  de  deux 
variables,  était  d'un  usage  général,  ne  s'applique  plus  qu'à  l'es- 
pace limité  par  une  sphère  ou  par  deux  sphères  concentriques  ; 
pour  de  tels  espaces,  Gauss  a  résolu  le  problème  par  des  dévelop- 
pements en  fonctions  Y,|  de  Laplace,  et  Dini  par  des  intégrales 
définies;  cette  proposition  curieuse  est,  en  somme,  liée  à  cette 
autre:  la  seule  transformation  conforme  de  l'espace  est  la  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciproques.  C'est  une  remarque 
que  nous  avions  indiquée  naguère  (*),  et  que  M.  Hadamard 
a  retrouvée  dans  ses  Leçons, 

Dans  l'espace,  et  hors  le  cas  de  la  sphère,  le  problème  de  M.  Garl 
Neumann  doit  donc  être  traité  directement.  Et  d'abord  admet-il 
toujours  une  solution?  Lord  Kelvin  a  répondu  affirmativement 
à  cette  question  en  admettant  l'existence  d'un  minimum  pour  une 
certaine  intégrale  triple,  limitée  inférîeurement.  Son  raisonnement 
est  semblable  à  celui  que  l'on  emploie  pour  démontrer  Texistence 
d'une  solution  au  problème  de  Dirichlet,  raisonnement  que  l'on 
attribue  toujours  à  Riemann,  bien  que  Riemann  ait  pris  soin  de 
nous  avertir  qu'il  le  tenait  de  Lejeune-Dirichlet.  On  connaît  les 
graves  critiques   auxquelles  ce   raisonnement  prête  le  flanc.  Au 


(')  P.  DuHEM,  Leçons  sur  l'Électricité  et    le  Magnétisme,  t.  II,   i8(j8,  p.   G9 
et  suivantes. 
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niojen  d'exemples  ingénieusement  choisis,  M.  Hadamard  fait 
éclater  à  tous  les  yeux  le  bien  fondé  de  ces  critiques. 

Mais  un  important  théorème  nous  assure  que  le  problème  de 
Cari  Neumann  admet,  dans  des  cas  exlrêmement  étendus,  une 
solution  et,  en  même  temps,  il  nous  fournit  celte  solution  ;  en 
effet,  toutes  les  fois  que  l'on  sait,  pour  un  espace  donné,  résoudre 
le  problème  de  Lejcune-Dirichlet  par  la  méthode  de  récurrence 
que  M.  Garl  Neumann  a  nommée  méthode  de  la  moyenne  arith- 
métique,  on  peut,  de  cette  méthode  et  pour  cet  espace,  tirer  la 
solution  du  problème  de  M.  Cari  Neumann.  Malheureusement,  la 
seconde  solution  ne  présente  pas  tous  les  avantages  de  la  pre- 
mière; elle  ne  permet  pas  d'établir  des  inégalités  analogues 
à  celles  quî  justifient  les  méthodes  alternées^  par  lesquelles 
la  première  solution  est  susceptible  d'une  si  grande  exten- 
sion. 

On  sait  qne  la  solution  du  problème  de  Lejeune-Dirichlet  peut 
se  ramener  à  la  recherche  de  la  fonction  de  Green.  Franz  Emil 
Neumann  avait  ramené  à  la  recherche  d'une  fonction  analogue  la 
solution  du  problème  que  M.  Hadamard  nomme  problème  de 
Cari  Neumann.  La  fonction  proposée  par  F.-E.  Neumann  ne  se 
présente  pas,  au  premier  abord,  comme  douée  de  la  réciprocité 
qui  caractérise  la  fonction  de  Green  ;  aussi  M.  F.  Klein  avait-il  pro- 
posé remploi  d'une  autre  fonction,  douée  de  cette  réciprocité  ; 
M.  Hadamard  montre  que  cette  substitution  n'est  point  indispen- 
sable et  qu'en  complétant  convenablement  la  définition  de  la 
fonction  de  F.-E.  Neumann,  on  peut  lui  assurer  une  réciprocité 
semblable  à  celle  dont  jouit  la  fonction  de  (xreen. 

Lors  même  que  l'on  n'excède  point  les  bornes  de  cette  Hydrody- 
namique restreinte  où  l'on  ne  traite  que  des  fluides  parfaits,  incom- 
pressibles et  exempts  de  mouvements  tourbillonnaires,  le  problème 
de  Neumann  est  loin  de  représenter  le  problème  le  plus  général 
que  Ton  ait  à  résoudre.  Toujours  l'équation  de  Laplace  représente 
l'équation  indéfinie  du  problème,  mais,  le  long  de  la  surface 
limite,  la  forme  de  la  condition  imposée  au  potentiel  des  vitesses 
peut  varier;  de  là  divers  types  de  problèmes  au  sujet  desquels 
nous  sommes,  jusqu'aujourd'hui,  dans  une  ignorance  presque 
complète.  En  sorte  que  l'Hydrodynamique  la  plus  réduite,  telle- 
ment simplifiée  qu'elle  est  à  peu  près  incapable  de  représenter  les 

fiull.  dex  Sciences  niathém.^  :«•  série,  t.  XXVIII.  (Janvier  if»o'|.) 
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phénomènes  que  manifestent  les  mouvements  réels  des  fluides, 
nous  met  face  à  face  avec  des  problèmes  qui  excèdent  les  bornes 
de  Tanalyse  actuelle. 


II. 


Le  second  Chapitre  de  M.  Hadamard  est  consacré  à  la  cinéma- 
tique des  milieux  continus  et,  en  premier  lieu,  aux  propriétés  des 
déformations  et  des  vitesses  au  sein  de  ces  milieux.  Regrettons, 
en  passant,  que  la  bibliographie,  un  peu  sommaire  et  bornée  aux 
ouvrages  étrangers,  laisse  dans  l'ombre  les  noms  de  Lagrange  et 
de  Cauchy  auxquels  nous  devons  presque  tous  ces  théorèmes,  et 
ne  renvoie  pas  non  plus  le  lecteur  français  au  magistral  exposé 
que  MM.  E.  et  F.  Cosserat  en  ont  donné  dans  les  Annales  de 
Toulouse, 

Parmi  les  théorèmes  cinématiques  utilisés  en  Hydrodynamique, 
il  en  est  un,  àd  à  Clebsch,  sur  lequel  il  convient  d'insister  un 
instant.  Si  w,  v,  w  sont  trois  fonctions  de  x,  y,  z  (dans  les  appli- 
cations, les  trois  composantes  de  la  vitesse  en  un  point  de  l'espace), 
on  peut  trouver  trois  autres  fonctions  F,  ^^  y^  telles  que  Ton  ail 


(I) 


u 

dx 

■  dx 

V 

-  ôy 

w 

à? 

+  0-'^. 

ôz        ^  ôz 


Les  fonctions  F,  ^,  y^  qui  figurent  dans  ces  formules  dépendent 
de  l'intégration  de  certaines  équations  difl^érentielles  de  celles  qui 
définissent  les  lignes  de  flux  : 


dx  _  dy  __  dz 
u  V  w 


Or,  les  lignes  définies  par  des  équations  difTérentielles  peuvent, 
en  général,  présenter  des  formes  extrêmement  compliquées  ; 
chacune  d'elles  revient  une  infinité  de  fois  aussi  près  que  l'on 
veut  de  son  point  de  départ,  mais,  en  général,  sans  jamais  repasser 
par  cette  position. 
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Celle  remarque,  dont  la  méconnaissance  a  conduit  nolamnient 
à  de  fausses  conclusions  touchant  les  lignes-tourbillons  et  les 
filets-tourbillons  y  diminue  singulièrement  la  valeur  de  la  trans- 
formalion  de  Clebscli.  On  voit  bien,  en  effet,  que  l'on  peut 
donnera  w,  v^  w  la  forme  (i),  F,  <J^,  y  élant  uniformes  dans  une 
région  suffisamment  petite  du  milieu;  mais  il  est,  en  général, 
impossible  que  ces  fonctions  restent  bien  déterminées  dans  tout 
le  milieu.  L'emploi  de  la  transformation  de  Glebsch  nécessitera 
doncles  plus  minutieuses  précautions. 

A  Têtu  de  cinématique  des  déformations  et  des  vitesses  succède 
Télude  cinématique  des  ondes. 

En  général,  l'intégrale  d'un  problème  d'Hjdrodjnamique  ou 
d'Elaslicité  ne  sera  pas  formée  de  fonctions  continues  ou  analy- 
liques  dans  toute  l'étendue  du  milieu  ;  il  arrivera  que  chacune  de 
ces  fooclions  sera  discontinue  le  long  d'une  certaine  surface;  ou 
bien  que,  la  fonction  demeurant  continue  à  la  traversée  d'une 
telle  surface,  ses  dérivées  partielles  subiront  une  varialion 
brusque;  ou  bien  encore  que  la  discontinuité,  sans  atteindre  la 
fonclion  ni  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  frappera 
les  dérivées  partielles  du  second  ordre;  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
dire  que  l'étude  de  ces  ondes  de  dis>ers  ordres  est  la  première 
queslioa  à  examiner  lorsqu'on  aborde  un  problème  d'Hydrody- 
namique ou  d'Élaslicitè  ;  avant  d'en  rechercher  les  intégrales,  il 
importe  de  délimiter  les  domaines  au  sein  desquels  elles  sont 
continues  el  analjliques. 

Celle  élude  fut  abordée  en  18^^  par  M.  Christoffel  dans  d'im- 
porlanls  Mémoires  sur  les  pelils  mouvements  des  corps  élastiques, 
l^n  188-,  furent  publiés  des  Mémoires  poslhumes  d'Hugoniot  où 
celauicur,  sans  counaîlre  les  Mémoires  de  M.  Christoffel,  reprenait 
1  élude  des  ondes  au  même  point  de  vue,  établissait  des  ihéorèmes 
nouveaux,  cl  en  faisait  de  remarquables  applications  aux  équa- 
tions de  rHjdrodjnami(jue.  Celte  belle  méthode,  imaginée  par 
^"risiofTel  et  développée  par  Hugoniot,  demeura  longtem|)s 
inappréciée.  Pendant  une  dizaine  d'années,  nous  avons  été, 
crojons-nous,  seul  à  eu  faire  usage,  aussi  bien  dans  l'étude  de 
*  "}drodynamique  et  de  l'Élasticité  que  dans  la  théorie  de  la  pro- 
pagaiion  des  actions  électriques. 
-'I    Hadamard  a  entrepris  d'exposer  sous  une  forme  sjsléma- 
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lîqiie  et  de  complclcr  au  besoin,  les  propositions  découverles  par 
M.  Ghrisloffel  et  par  Hugoniot.  Reprenant  une  distinction  déjà 
marquée  par  M.  Ghristoffel,  il  a  nettement  séparé  les  théorèmes 
dynamiques,  qui  varient  selon  que  Ton  a  affaire  à  l'Hydrodyna- 
mique, à  rÉIasticîté,  etc.,  des  théorèmes  purement  cinéma- 
tiques,  qui  sont,  en  réalité,  des  lemmes  de  théorie  des  fonctions, 
et  qui  deviennent  vrais  dans  tous  les  domaines. 

Parmi  ces  théorèmes  cinématiques  eux-mêmes,  M.  Hadamard 
fait  un  départ  entre  ce  qu'il  nomme  les  conditions  identiques  et 
les  conditions  de  compatibilité.  Les  premières  s'obtiennent  en 
exprimant  qu'une  certaine  surface  S  est,  à  un  certain  instant  /, 
onde  d'un  certain  ordre  pour  la  fonction  U(j:, j^,  z^  t)\  les 
secondes,  en  exprimant  qu'à  l'instant  {t-\-dt)^  une  surface  S', 
infiniment  voisine  de  la  surface  S,  est  encore  onde  du  même  ordre 
pour  la  fonction  U(j7,jj',  s,  /).  La  distinction  est  peut-être  un 
peu  artificielle;  elle  s'évanouit  si  l'on  regarde  {x^y^  z^  t)  comme 
un  point  d'un  espace  à  quatre  dimensions. 

L'exposé  systématique  des  lemmes  de  Ghristoffel  et  d'Hugo- 
niol,  donné  par  M.  Hadamard,  facilite  grandement  l'application 
de  ces  lemmes  à  chaque  problème  particulier. 

Lorsque,  au  travers  de  la  surface  S,  la  fonction  U  est  continue 
tandis  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  éprouvent  des 
discontinuités,  soumises  au^  lois  découvertes  par  M.  Ghristoffel 
et  par  Hugoniot,  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  sont,  elles 
aussi,  discontinues-,  mais  leurs  variations  brusques  ne  sont  pas 
quelconques;  elles  sont  soumises  à  certaines  conditions  de  com- 
patibilité du  second  ordre.  Les  pages  que  M.  Hadamard  consacre 
à  l'étude  de  ces  conditions  de  compatibilité  d'ordre  supérieur 
montrent  combien  il  est,  en  général,  difficile  de  les  former  toutes  ; 
ajoutons  que,  dans  les  problèmes  posés  jusqu'ici,  on  n'a  point  eu 
à  en  faire  usage. 


m. 


Le  Ghapitre  consacré  à  la  mise  en  équations  du  problème  de 
l' Hydrodynamique  est  assez  court;  l'auteur  se  borne,  en  effet, 
à  TéUide  des  fluides  exempts  de  viscosité  ;  il  établit  les  équations 
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internes  de  leur  mouvement,  tirées  du  principe  de  d'AIcmbert,  et 
la  relation  supplémentaire  fournie  par  l'Hvdrodjnamique.  La 
considération  des  conditions  aux  limites  le  conduit  à  quelques 
remarques,  générales  et  fort  importantes,  sur  la  forme  de  la  solu- 
tion d'un  problème  d'Hydrodynamique. 

Cette  solution  se  présente  d'une  manière  toute  diflérente  selon 
qu'il  s'agit  des  fluides  incompressibles  ou  des  fluides  compres- 
sibles. Pour  ces  derniers,  les  conditions  imposées  semblent,  tout 
d'abord,  surabondantes;  les  équations  indéfinies,  jointes  aux 
conditions  initiales,  semblent  déterminer  complètement  le  mou- 
vement du  fluide,  en  sorte  qu'il  ne  serait  plus  possible  de  se 
donner  arbitrairement  le  mouvement  de  la  paroi. 

La  considération  des  ondes  permet  seule  de  résoudre  cette 
difficulté;  ces  surfaces  séparent  à  chaque  instant  le  fluide  en 
régions  qui  sont  animées  de  mouvements  difl'érents  ;  certains  de 
ces  mouvements  satisfont  aux  conditions  initiales  sans  avoir 
à  vérifier  les  conditions  aux  limites  ;  certains  autres,  soumis  à  ces 
dernières  conditions,  sont  afirancliis  des  premières.  Par  là,  la 
nécessité  de  la  formation  d'ondes  de  divers  ordres  au  sein  des 
fluides  compressibles  en  mouvement  devient  évidente. 


IV. 


Le  Chapitre  consacé  au  mouvement  recliUgne  des  ^dz  est  un 
des  plus  considérables  et  des  plus  inn)orlanls.  Par  mouvement 
recliligne,  M.  Hadamard  entend  ce  que  ron  appelle  souvent 
mouvement  paf  tranches  ;  chaque  élément  fluide  se  meut  paral- 
lèlement à  une  direction  fixe,  qui  est  la  même  pour  tous  les  élé- 
ments; tous  les  éléments  d'un  plan  perpendiculaire  à  celle  direc- 
tion ont  même  mouvement.  Les  fonctions  inconnues  ne  dépendent 
plus  que  de  deux  variables  :  le  temps  t  et  une  coordonnée  »r. 

Ce  problème  est  le  seul  où  l'on  puisse,  dans  des  cas  élcndus, 
pousser  jusqu'au  bout  Tinlégralion  des  équations  du  mouvement 
et  étudier  en  détail  les  particularités  des  solutions  oblenues. 

L'étude  du  mouvement  rectiligne  des  gaz,  achevée  depuis 
dWlembcrt  lorsque  les  déplacements  de  chaque  élément  sont  fort 
petits,  a  été  faite,  dans  le  cas  général,  par  Ricmann  ;  sans  cou- 
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naître  le  travail  de  Riemann,  Hugoniol,  dans  deux  Mémoires  jusle- 
nnent  célèbres,  en  a  retrouvé  les  résultats,  qu*il  a  rectifiés  en  an 
point  essentiel.  Ce  sont  les  recherches  de  Riemann  et  d'Hugoniot 
que  M.  Hadamard  s^est  proposé  de  présenter  en  les  accompagnant 
d'une  discussion  originale  et  approfondie. 

La  détermination  du  mouvement  pris  par  un  gaz  que  contient  un 
cjlindre  immobile  et  que  presse  un  piston  animé  d^un  mouvement 
donné  est  relativement  aisée  lorsque  les  fonctions  à  déterminer: 
pression,  densité,  vitesse,  sont  fonctions  continues  de  x  et  de  t.  Une 
méthode,  imaginée  à  cette  occasion  par  Riemann,  et  étendue  par 
M.  Darboux  à  toutes  les  équations  dites  de  La  place,  permet  de 
résoudre  le  problème  de  Cauchy  pour  les  caractéristiques  de 
Téqualion  hydrodynamique;  les  diverses  particularités  du  mouve- 
ment peuvent  alors  être  mises  en  évidence  ;  la  propagation  des 
ondes,  en  particulier,  donne  lieu  à  des  remarques  qui  concordent 
pleinement  avec  celles  que  fournirait  la  méthode  de  Christoifel- 
Hugoniot. 

Mais  le  cas  qui  vient  d'être  traité  ne  suffît  nullement,  malgré 
son  apparente  généralité,  à  embrasser  toutes  les  formes  intéres- 
santes du  problème  ;  il  est  des  circonstances  où  la  vitesse,  la  pres- 
sion, la  densité  ne  peuvent  être  continues  dans  toute  la  masse  du 
gaz  ;  ces  circonstances  se  présentent  lorsque  le  piston  reçoit,  à  un 
certain  instant,  un  choc  qui  en  fait  varier  brusquement  la  vitesse  ; 
elles  se  présentent  encore  si  la  marche  du  piston  s'accélère  telle- 
ment qu^elle  arrive  à  être  plus  rapide  que  la  propagation  du  son; 
et  ce  dernier  cas  est  particulièrement  intéressant  à  analyser,  car  il 
peut  donner  une  première  idée  des  phénomènes  qui  se  produisent 
dans  Tair,  à  Tavant  d'un  projectile  d'artillerie. 

Aussi  Riemann  avait  déjà  examiné  le  cas  où  une  onde  de  discon- 
tinuité pour  les  trois  fonctions  à  déterminer  se  propage  au  travers 
du  gaz.  Mais  il  avait  admis  que  l'on  pouvait  écrire,  dans  toute  la 
masse  du  gaz  privé  de  conductibilité,  l'équation  de  Poisson 

c 

Pélîinl  In  pression,  p  la  densité,  C  et  c  les  deux  chaleurs  spéci- 
liqurH  du  giiz,  et  K  une  quantité  (|ui  a  la  même  valeur  en  toute 
la  niasse;  lluich*. 
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Or  celle  hypothèse  n'était  point  exacte.  La  quantité  K,  constante 
dans  la  masse  que  n'a  pas  atteinte  la  surface  de  discontinuité,  n'a 
pas,  en  l'autre  masse,  une  valeur  constante  ;  au  passage  de  l'onde 
de  discontinuité,  elle  subit  une  variation  brusque;  cette  variation 
dépend  d'une  condition  essentielle,  établie  par  Hugoniot  et  connue 
sons  le  nom  de  loi  de  détente  adiabatique  dynamique. 

Même  lorsqu'on  admet  l'hypothèse   erronée  de   Riemann,   la 
détermination  complète  du  mouvement  rectiligne  d'un  gaz  que. 
kalaje  une  surface  de  discontinuité  donne  lieu  à  des  difficultés 
incomparablement  plus  grandes  que  celles  dont  dépend  la  solution 
du  problème  lorsque  les  fonctions  inconnues  sont  continues  dans 
toute  la  masse  Quide.  Ces  difficultés  croissent  extraordinairement 
lorsqu'on  adopte,  ainsi  que  la  saine  physique  l'exige,  la  loi  de 
délente  adiabatique  dynamique  posée  par  Hugoniot.  Pour  simpli- 
fier autant  que  possible  sa  tâche,  M.  Hadamard  s'en  tient  presque 
toujours  à   la    supposition    de    Riemann,  au   risque    d'atténuer 
l'intérêt  que  ses  calculs  présenteront  pour  le  physicien  ;  et  cepen- 
dant, malgré  ce  sacrifice  consenti  en  vue  de  rendre  le  problème 
plus  facile,  malgré  une  analyse  où  il  met  en  jeu  tous  les  moyens 
d'attaque  que  fournit  l'arsenal  actuel  de  l'Algèbre,  il  est  réduit  à 
présenter  des  amorces  de  solutions  plutôt  que  des  solutions. 


V. 


I^os  obstacles,  difficiles  à  franchir,  et  parfois  insurmonlés 
jusqu'ici,  auxquels  on  se  heurte  lorsque  l'on  étudie  les  mouve- 
ments si  particuliers  des  fluides  compressibles  que  nous  avons 
nommés  mouvements  rectilignes,  suffiraient  pour  annoncer  au 
moins  clairvoyant  que  le  problème  général  des  mouvements  dans 
l  espace  sera  à  peu  près  inabordable.  Aussi  M.  Hadamard  ne 
consacre-t-il  à  ce  problème  qu'un  Chapitre  fort  court,  que  com- 
plètent (à  la  fin  du  Volume)  deux  Noies  importantes. 

L'étude  des  ondes,  dans  ce  cas  général,  a  déjà  été  faile  par 
lliigoniol;  M.  Hadamard  y  joint  un  résultat  bien  remarquable. 

La  liîéorie  de  Clirisloircl  et  d'Hugoniol  montre  que  les  équa- 
iKjns  de  rilydrodynamique  soni,  dans  lous  les  fluides,  compatibles 
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uv(î(î  riîxihUîiicc  d'ondes  siationnaircs,  séparant  constamment  les 
deux  mômes  masses  fluides;  ces  ondes  peuvent  être,  pour  les 
composantes  de  la  vitesse,  des  surfaces  de  discontinuité  ;  le  long 
(Puno  telle  surface,  les  deu>L  masses  fluides  contiguës  glissent 
Tune  sur  Tautre.  Hclmholtz  a  attiré,  le  premier,  l'attention  sur 
crllr  sorte  de  mouvements  ;  il  en  a  introduit  la  considération  dans 
diverses  questions  d^I^'drodynamique  et,  en  particulier,  dans 
rôludo  des  mouvements  de  Tatmosphère  terrestre. 

M.  Iladamard  ne  s'inscrit  pas  en  faux  contre  la  théorie  de 
(lUrisloIVrl  et  d'Ilu^oniot  selon  laquelle  l'existence  actuelle  d'une 
lollo  surface  de  glissement  ne  présente  aucune  impossibilité;  mais 
il  prouve  que  si  une  masse  fluide,  à  un  instant  donné  de  son 
mouvements  no  pivsente  aucune  telle  surface  de  glissement,  elle 
Il  Vu  prt^ciitera  jamais  par  la  suite  ;  en  sorte  que  la  naissance 
d'une  telle  surtuoc  est  un  phénomène  incompréhensible. 

Uemarquons  toutefois  que  cette  démonstration  suppose  non 
Nouicmout  U  continuité  do  la  pression  au  travers  d*une  telle  sur- 
frtCCx  mîiis  cncort*  U  continuité  de  U  densité;  la  première  condi- 
tiou  est  Axsurciucnt  toujours  remplie,  mais  il  peut  n*en  pas  être  de 
uu^mc  de  lii  Mvoudo  :  elle  sorji  xiolèe,  par  exemple,  si  le  fluide  ne 
C\Mu)oîl  (VAX  U  chaleur  et  si  U  surtjice  Je  glissement  est,  pour  la 
tcw^H^fvAtuiVx  wwe  >urlVe  Je  vîi>c\>ntinuilé  :  c'es4  ce  que  suppose  la 
ihiSM  ic  dos  mvxuxcmout>  Jitmosphcri^ues  pr\>j>osée  |>ar  Helmhollz  ; 
%vuc  thtvno  ^^'osl  xKm\o  pAS  Atteîu:e  ivàr  îji  nfmirvjue  de  M,  Hada* 

l  ;n^  a»îV,v  K^îxx^^rxAV.n*.  nJxu'  vjt  xn^u^^â;^:^^  ît.'^as  en^^^e  à  relater 

\    y  ,.i'.  ,\x;  V-  *x  ,\,'    />',.«.,'    ,'  t  t-:   ,vjo,''    î  *.  ,.~i»fo  z.<  L*^aeIIe  la 
\  ,,xv,-   N^,.,   .  >  vt*;   Cv'*.>.-^»  .v\    r*>,-rt^,-   >-      :^t  i»i^it«f:  rkjpxhè^c 

>.v.'»  ,.\v  ,M  ,^ï,     ,.î\v  ^  ..,    V  .\uv^*t^',  .*:  .1  .:^va^iXi  ,;  ^vfr^<  sur 
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VI. 


Les  équations  de  Téquilibre  et  du  mouvement  d\in  corps  élas- 
tique affecté  de  déformations  finies  sont  connues  depuis  les  tra- 
vaux de  M.  J.  Boussinesq  ;  mais  de  ces  équations  compliquées  il 
dW point  aisé  de  faire  usage  ;  aussi  le  Chapitre  intitulé  :  Appli- 
cation à  la  théorie  de  CÉlasticitéy  est-il  forcément  restreint 
à  un  petit  nombre  de  problèmes. 

L'étude  de  la  stabilité  de  l'équilibre  élastique  présente  de  très 
grandes  difficultés  ;  par  une  extension  de  propriétés  qui  sont 
justifiées  pour  des  systèmes  dépendant  d'un  nombre  limité  de 
paramètres,  M.  Hadamard  admet  qu'il  est  nécessaire,  pour  celte 
stabilité,  que  le  potentiel  interne  du  milieu  soit  minimum,  les 
divers  éléments  du  milieu  étant  soustraits  à  l'action  de  toute  force, 
et  la  surface  étant  maintenue  immobile. 

La  variation  seconde  de  ce  potentiel  interne  doit  être  positive. 
Celle  variation  seconde  se  présente  sous  forme  d'une  intégrale 
triple.  Chaque  élément  de  cette  intégrale  est  la  somme  d'une 
fonction  linéaire  des  variations  secondes  des  six  déformations  et 
d'une  forme  quadratique  des  variations  premières  des  six  mêmes 
quanliiés.  Ces  six  déformations  ne  sont  pas  arbitrairement 
variables;  elles  sont  liées  par  des  conditions  d\ine  extraordinaire 
complication  ;  il  est  donc  extrêmement  difficile  d'exprimer  que  la 
variation  seconde  du  potentiel  interne  est  toujours  positive.  Néan- 
n^oins,  M.  Hadamard  est  parvenu  à  établir  une  certaine  condition 
qui  est  nécessaire  pour  que  cette  variation  seconde  soit  positive-, 
el  celle  condition  est  précieuse;  elle  entraîne  en  efiet  la  réalité 
des  irois  vitesses  de   propagation  relatives  à  une  onde  donnée, 

« 

vilesses  dont  nous  allons  dire  un  mol. 

tionsidcrons  un  milieu  affecté  de  déformations  finies;  x^y^  z 
î>onl  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  milieu  dans  l'état  où  il  se 
trouve  à  l'instant  /;  tf^  i',  w  sont  les  composantes  de  la  vitesse  de 
ce  même  point. 

l-ne  surface  S,  tracée  dans  l'espace  des  x,  y^  z,  J  J0"c  le  rolc 
dondc;  la  vitesse  est  supposée  continue  à  la  traversée  de  celle 
surface  ;  mais  ses  dérivées  partielles  sont  discontinues  ;  si  a,  [i,  y 
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soot  les  cosiaos  diredeors  de  la  Dormale  à  la  surface  S,  les  sauls 
brusques  éprouTés  par  les  trois  dérivées  par  rapport  à  x,^',  z  de 
la  composante  u  sont  respectivemeot  zt),  ^t).  "^V,  t>  étaot  une 
quantité  qui  varie  d'une  manière  continue  le  lonç  de  la  surface  S. 
Des  propositions  analogues  s*appliquent  à  c  et  cv,  à  condition  de 
remplacer  la  grandeur  O  par  des  grandeurs  analc^ues  <>,  ^. 
Lorsqu^on  se  donne  Fétat  de  déformation  du  milieu  au  point 
(jTj  1%  z)  et  les  cosinus  z,  â.  y,  qui  déterminent  la  direction  de 
Tonde  passant  en  ce  point,  oo  connaît  Torientation  du  vecteur 
(  t>,  <>y  ^):  ou  plutôt  ce  vecleur  n'est  plus  susceptible  que  de  trois 
orientations  distinctes  qui  sont  rectangulaires  entre  elles. 

Les  déformations  du  milieu  étudié  sont  rapportées  à  un  certain 
étal  initial  où  a,  6,  c  sont  les  coordonnées  du  point  matériel  qui, 
dans  Tétat  déformé,  occupe  la  position  (jr,  i%  z);  les  trois  élon- 
galions  5  =  x  —  a,  t,  =  r  —  6,  ^  =  ^  —  c  sont  des  fonctions 
de  a,  6,  c  et  de  /  ;  à  la  surface  S,  variable  avec  i  et  tracée  dans 
Fespace  des  x,  v.  ^,  correspond  une  surface  ^,  variable  aussi 
avec  /,  et  tracée  dans  l'espace  des  a.  6.  c  :  la  surface  Z  est  une 
onde  pour  des  fonctions  i(a,  6,  r,  f),  r^.'a,  6,  c,  £  »,  ^(a,  6,  c,  /)  ; 
ces  fonctions  et  leurs  dérivées  premières  sont  continues  au  tra- 
vers de  la  surface  1,  mais  leurs  dérivées  secondes  éprouvent  des 
sauts  brusques  qui  s^expriment  au  moven  d*un  certain   vecteur 

Si  Ton  considère  un  point  M  de  l'onde  S  et  le  point  correspon- 
dant ;jL  de  Fonde  S,  le  vecleur  (t>,  ^>,  ^)  en  M  et  le  secteur 
(-Ty  Ç,  JC)  en  |JL  sont  parallèles  entre  eux.  Si  donc  on  connaît  Fétat 
de  déformation  du  milieu  en  M,  ou  en  \l^  à  Forienlalion  de 
Fonde  Z  en   ce    point^    on  connaît    trois  directions  du  vecteur 

Ces  trois  directions  rectangulaires  sont  les  directions  d'axes 
d'une  certaine  surface  du  second  degré  ;  Fonde  X,  qui  correspond 
à  un  certain  vecteur  (-»,  (j,  JC),  a,  dans  l'espace  des  (rt,  6,  c). 


(  *>  Nous  nous  sommes  permis  de  rectifier  ici  une  légère  ioadverlaoce  échappée 
à  M.  Hadamard  ;  M.  Hadamard.  qui  o'a  pas  donné  le  premier  théorème,  a  éooocé 
le  second  en  prenant  pour  variables  les  x,  y.  z  au  lieu  des  a.  b,  c,  ce  qui  ne 
laisse  point  subsister  sa  valeur.  Nous  avons  communiqué  les  énoncés  précédents, 
ainsi  que  plusieurs  autres,  le  8  juin  1903,  à  l'Académie  des  Sciences. 


\ 
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une  vitesse  de  propagation  inverse  de  celui  des  demi-axes  de  la 
gnWrique  qui  marque  Porienlalion  du  vecteur  {^,  Cj,  JC). 

PoMM  r  qu'à  une  déformation  donnée  et  à  une  orientation  d'onde 
donnée  correspondent  trois  vitesses  de  propagation  réelles,  il  faut 
et  il  sisUGt  que  cette  quadrique  soit  un  ellipsoïde  réel  ;  or  la  condi- 
tion d^  stabilité  établie  par  M.  Hadamard  prouve  qu'il  en  est  bien 

ainsi. 

M.    Hadamard  donne  à  cet  ellipsoïde  le  nom  d^ ellipsoïde  de 
polar' dsation  ;  celle  dénomination  pourrait  éveiller  l'idée  d'une 
analogie  avec  l'ellipsoïde  de  polarisation  employé   en  Optique; 
celle    idée  serait  erronée.  Pour  un  milieu  donné,  l'ellipsoïde  de 
^Urisalion  optique  ne  change  pas  avec  la  direction  de  l'onde 
qui  se  propage  dans  le  milieu  ;  au  contraire  l'ellipsoïde  considéré 
parM.  Hadamard  dépend  de  la  direction  de  l'onde  ;  à  chaque  direc- 
tion d'onde  correspond  un  ellipsoïde  différent. 

On  voit  que  la  puissante  méthode  de  Christoffel  et  d'Hugoniot 
a  permis  à  M.  Hadamard  d'étendre  aux  milieux  affectés  de  défor- 
mation.^ quelconques  les  lois  que  Grecn  et  Poisson  avaient  établies 
simultanément  (*)  pour  les  milieux  inGniment  peu  déformés. 


VU. 


Le  septième  et  dernier  Chapitre  du  Livre  de  M.  Hadamard  est 

intitulé:  La  théorie  générale  des  caractéristiques  ;  c'est  un  de 

c#*iix  qui  attireront  au  plus  haut  degré  l'attention  des  algébristes. 

L'auteur  se  propose  d'y  développer,  suivant  les  idées  de  Beudon, 

Jextension  de  la  notion  de  caractéristiques  aux  problèmes  qui 

dépendent  de  plus  de  deux  variables  indépendantes.  H  insiste,  en 

particulier,  sur  les  propriétés  si  remarquables  des  bicaractéris- 

tiques.  Cette  branche  de  l'analyse   est,    à   Tlieure   actuelle,    en 

pleine  évolution  ;  entre    le    moment  où  ont   été    professées   les 

leçons  de  M.  Hadamard  et  celui  où  elles  ont  été  publiées,  divers 

travaux  sont  venus  s'adjoindre  à  celui   de  Beudon.   Citons,    en 

particulier,  la  belle  thèse  où  M.  Coulon  a  si  bien  montré  les  rcla- 

lions  qui  existent  entre  la  notion  générale  de  caractéristi(|ue  et  les 

,    Vutr  ce  IhtUetin,  _»'  sOiic.  l.  \\\1I,  scf^Uiubrc  i\}oô,  p.  j5)3. 
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diverses  formes  données  au  principe  d'Huygens,  par  KirchofT,  par 
M.  Vollerra,  par  M.  Tedone.  M.  Hadamard  a  dû  se  borner  à  une 
courte  allusion  à  ces  recherches.  Les  pages,  si  pleines  d'idées 
neuves,  qu'il  consacre  à  ce  dernier  Chapitre  ne  comportent  guère 
d'être  résumées. 


Il  nous  parait  qu'une  impression  d'ensemble  se  dégage  du  Livre 
que  nous  venons  de  parcourir. 

L'étude  du  mouvement  des  fluides  et  des  corps  élastiques  est 
une  des  branches  les  moins  complexes  de  la  Physique  et,  eo  celle 
partie  de  la  Science,  M.  Hadamard  a  choisi  seulement  les  pro- 
blèmes les  plus  simples,  puisqu'il  a  constamment  fait  abstraction 
de  la  viscosité  et  de  la  propagation  de  la  chaleur  par  conducti- 
bilité, dépendant,  ces  problèmes,  simplifiés  à  l'excès,  se  tiennent 
encore,  presque  toujours,  au  delà  des  limites  en  deçà  desquelles 
nos  méthodes  analytiques  sont  valables  ;  à  peine  eDlrevoit-on 
quelques  régions  où  le  contact  ne  soit  pas  très  loin  de  s'établir 
ontn^  les  problèmes  les  plus  simples  de  la  Mécanique  physique  et 
les  priKÔdôs  les  plus  savants  de  T Algèbre. 

Cotte  insuflisauoo  des  Mathématiques  à  aborder  la  solution  des 
questions  pissées  par  la  Physique  théorique  ne  peut  être  révoquée 
eu  doute»  l\Mt-olle  |H>usser  les  géomètres  à  désespérer?  Non 
|VAs.  Ils  doixont  bien  plutôt,  oo  me  semble,  la  regarder  comme 
un  >ùr  indice  que  leur  science  n'est  point  achevée,  qu'il  reste 
une  intinitè  de  mclh^vlcs  nv>u\ elles  à  créer,  d'immenses  espaces 
À  Cv^nqucrir.  Mjii<  îl  me  |vjirji)l  aussi  qu'ils  n'<>nt  {K>int  chance 
de  iN^nlnbucr  4  vY>  o:v^tv>  tJin;  Sv*uh*:lé>.  >*i  s  n'imitent  résolu- 
;«cr:  M.  HA.:jin^jird  :  >'i:>  r.c  >'jirrAchcn;  à  ja  contemplation  des 
j^ro*:^..^:«CN    vï\v>    jvjir    h'ur    >cu:c    rA>*."^    pour    s'acharner    aux 

^  :-*^;:r,.'^  0,0  !jï  «a;u:V   "cai   lV^sC,  P-    DlHEM. 
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MELANGES, 


SUR  UNE  CLASSE  DE  NOMBRES  RATIONNELS  RÉDUCTIBLES 
AUX  NOMBRES  DE  BERNOULLI; 

Par  m.  m.  d'OCAGNE. 


Dans  une  Note  récente  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances 
de  l* Académie  des  Sciences  (i.  CXXXVII,  |>.  «S/jo),  M.  Fejer  a 
élé  amené  à  une  classe  de  nombres  rationnels  0,^  tiui  peuvent  être 
définis  au  moyen  de  la  fonction  génératrice 

=  CoH \x-\ ,2-5 -+-...  H ^3-"-+- 

I  -r  e-*"  1  !  'i\  n  ! 

L'auteur  donne  les  valeurs  suivantes  de  quelques-uns  de  ces 
nombres 

Cq  =    -  »  Cj;,  =  O  (/?  =   I  ,    2,    3,     .  .  .  ), 

et  remarque  qu^is  ne  sont  pas  sans  analogie  avec  les  nombres  de 
Bernoulli.  Or,  ils  se  ramènent  immédiatement  à  ceux-ci.  Du 
développement 


on  déduit,  en  eifel, 

=    y  —     _ — Ij-u^i 

ce    qui    montre,   si  Ton   se   reporte  à   une  cqnalion    symbolique 
ilorinre  par  Ed.  Lucas  (  '  ),  que  l'on  a 


T/irori'e  des  nombres,  p.  '»(>?. 
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G;,+i  étant  un  nombre  de  Genocchi,  Mais,  d'autre  part  (*), 

Bfl^.1  étant  un  nombre  de  BernoullL  Donc 

I  —  a"  ^* 

C/4=  — - — — — B/,-^.l. 

/i  -+-  i 

Telle  est  la  formule  qui  ramène  les  nombres  G,,  de  M.  Fejer 
aux  nombres  de  Bernoulli. 

Ce  résultat  appelle  toutefois  une  remarque  importante.  Le 
nombre  B,|^|  est  supposé  pris  ici  dans  le  système  de  notation 
d'Edouard  Lucas  ('•*),  qui  résulte  de  la  considération  delà  fonc- 
tion génératrice 

^  n       l^t  B,    ,  B«    ^, 

e-^  —  I  I  !  2  !  n  ! 

et  conduit,  pour  le  calcul  par  voie  récurrente  des  nombres  B,  à 
l'égalité  symbolique 

(B -+-!)«—  B«=  o        (/i  =  2,  3,  4,  ...)i 

dans  le  premier  membre  de  laquelle,  après  développement,  les 
exposants  doivent  être  remplacés  par  des  indices  d'ordre. 

Or,  il  est  essentiel  de  préciser,  pour  les  nombres  de  Bernoulli, 
le  système  de  notation  employé,  celui-ci  variant  d'un  auteur  à 
l'autre.  Nous  avons,  pour  notre  part,  relevé  jusqu'à  six  systèmes 
différents  dont  la  correspondance  résulte  du  Tableau  ci -dessous  : 

Valeurs.  I.  II.  HI.  IV.  V.  VI. 

1 Bo  Bq  »  »  I»  » 

Bi  — Bi  ))  »  )>  » 

2 

]: B,  B,  B,  B,  B,  B, 

o Bj  B3  »  u  »  » 

-3^ B»  B»  -M,         B,  -B,         —  B, 


(  *  )  JbicL,  p.  25o. 
(-)  Ibid.,  p.  2?>i). 
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Valeurs.  I.  II.  III.  IV.  V.  VI. 

o B5  B5  »             »  »  » 

V- Be  Bû  Be  B5  B5  B3 

o B7  B7  »                »  »  » 

—  ^ B«  Bg  -Bg  B:  -B7  ~B4 

3o 


o B9  B.J  »  »  »  » 

f, 

nrr Bio  Bio  Bio  B9  Bg  B5 

60 

o Bii  Bu  »  M  »  » 

6qi 

— .7-    •  •      Bu  Bij        —  Bu         Bu         —  Bu         —  Bg 

2730 


•   • 


Le  système  le  plus  répandu,  et  qu'on  peut  dire  classique,  est 
celui  qui  est  indiqué  par  la  colonne  VI.  On  le  rencontre  chez 
Hermite  {Journal  de  Crelle,  l.  116,  p.  i/îo),  Joseph  Bertrand 
(Calcul différentiel,  p.  3o6),  Serret  (Traité  de  Trigonométrie, 
5*  édition,  p.  260),  M.  Tannery  (Introduction  à  la  théorie  des 
fondions,  p.  192).  A  lui  également  se  réfère  le  Tableau  des 
nombres  de  Bernoulli  calculé  par  Adams  {Journal  de  Crelle, 
l.  85,  p.  2^9),  le  plus  développé  sans  doute  qui  existe,  puisqu'il 
va  jusqu'à  B«2  du  système  VI. 

Le  système  V  se  rencontre  chez  Duhamel  {Eléments  de  Calcul 
infinitésimal,  [V  édition,  t.  11,  p.  4^7),  lla^^en  {Synopsis  der 
hnheren  Mathematik,  t.  I,  p.  91);  le  système  IV^  chez  Lacroix 
{Calcul  intégral,  t.  111,  p.  8/j)  et  dans  les  nombreuses  Motes 
consacrées  par  Catalan  aux  nombres  de  Bernoulli. 

Le  système  III,  employé  par  M.  Laurent  {Traité  d'Analyse, 
t.  III,  j).  .'^2.*)),  diffère  de  celui  de  Lucas  en  ce  qu'il  s'applique  sim- 
|»lenient  aux  valeurs  absolues  des  nombres  considérés. 

Enfin  le  système  11,  qui  est  celui  de  M.  Cesaro  {/Vouic/les 
^innales  de  Mathématiques,  S^  série,  L  V,  p.  3o5)  (*  j,  nedifïrrc 


(  '  )  C'est  de  <  e  s^slénïc  V  que  nous  nous  sommes  précédemment  servi  dans 
divcr^c-i  Noies  {American  Journal  0/  Matlieniatics,  l.  I\,  p.  3()3  et  suivantes; 
liultetin  de  la  Société  niathéniatifjue  de  France,  t.  WII,  p.  107),  <»ù  nous  don- 

iion>,  entre  autres,  une  expression  fort  simple  de  B^  au  moyen  de  nos  nombres  Kj|, 

*SÉ\oir 


"20  4  //  -t- 1 


W  PHI£Mll:UE   l'AliïlE. 

(le  celui  Je  Liicus  que  par  lu  NalcurdeBi  é«;jilc  à  --  an  lieu  de 

Il  peut  être  défini  par  la  fonction  «jrnéralrice    '^  _     on   régalilé 
svmljolirpic 

I.a  correspondît ncc  entre  les  six  svstrmes  ci-dessus  peut  s'éta- 
blir eoninie  suit 

-ii5,i-iiiv-(    t."  Mï{«-iiv-«-i'''-»rH„i  . 


ilTll'ft-M'     •" 


BULL  in  IN    niBLlOrrHAIMlIQUE. 


ScHorTEN  (Cl.}.  —  Jnlcidin^  tôt  dr  sttidie  dcr  eliptischc  functiën,  van 
\Vt."i'Tslrass.  <ir.  in-8"  cl  i  Vi  |i.  I)»'Ifl,  Waltiiian  jr.  '^  11.  «jo  r. 

Stukbleh  (  Ijîii.j.  —  Heii'c^u/tff  viner  au/  horizonlaier  Ebene  rol/en- 
tien  Ku^^el,  deren  Schwerpunkt  i/n  Mittelpunkt  liegt.  (Thèse.)  Gr. 
în-B",  'Vi  |).  avec  '2  planche.  Sliiltgai't,  KiKlcricii.   1  m. 

Hrlthami  (Klc.  I.  -  Opère  matematichc.  T.  1.  I11-4®.  Milano,  IIocplî. 
.^1  1. 

HoLZA  (().).  —  Concernini:^  thc  fieodesic  cunature  and  the  isoperf- 
inctric  prnblein  on  a  givcn  surface  and  proof  uf  the  sujfficiency  of 
Jacuhis  condition  for  ti  permanent  sii^'nof  the  second  variation  in  the 
so  called  isoperinietric  problcnis.  In-î"-  Chicaîxo.  1  m.  'xo  pf. 

CvTAUXi  mathenititischer  Modcllc  /.  dcn    hoheren   niathematischcn 
Untcrricht.  0**  oïlii.  Gr.  iii-8".  \ni-i3o  p.   avec  8>  fi»;.  Halle,  Schilling.. 
I  ni.  ;  irlir  1  m.  Oo  pf. 


Jaiivib»  liOt 


Sivue  iIm  publkciiUftU  auti^  ' 
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forces  extérieures,  et  ces  conditions  sont  suffisantes  dans  le  cas 
d'un  corps  solide.  Dans  l'application  du  principe  des  vitesses 
virtuelles  aux  conditions  d'équilibre  des  systèmes  à  liaisons,  l'au- 
teur, adoptant  la  terminologie  de  Hertz,  distingue  ces  systèmes  en 
deux  classes  ;  pour  les  premiers,  dits  holonomes,  les  liaisons 
s'expriment  par  des  équations  en  termes  finis  entre  les  coordon- 
nées; pour  les  seconds,  qui  ne  sont  pas  holonomes,  par  exemple 
pour  un  cerceau  roulant  sans  glisser  sur  un  plan,  les  liaisons 
s'expriment  par  des  relations  entre  les  déplacements  virtuels 
infiniment  petits,  mais  ces  relations  ne  sont  pas  les  difTéren- 
tielles  d'équations  en  termes  finis  'entre  les  coordonnées.  Cette 
distinction  est  capitale  dans  l'établissement  des  équations  de 
Lagrange  en  Dynamique. 

Un  paragraphe  nouveau  est  consacré  à  l'étude  des  conditions 
d'équilibre  d'un  système  dans  lequel  certaines  liaisons  sont  uni- 
latérales ;  par  exemple,  lorsqu'un  point  peut  se  mouvoir  sur  une 
surface  ou  d'un  seul  côté  de  cette  surface,  ou  lorsque  deux  points 
sont  reliés  par  un  fil  flexible  mais  inextensible. 

En  Dynamique  se  trouvent  de  nouveaux  développements  sur  le 
mouvement  des  planètes  et  la  gravitation  universelle  ;  de  plus,  la 
dynamique  analytique  du  point,  qui  faisait  primitivement  partie 
du  second  Volume,  est  incorporée  dans  le  premier.  Dans  le  Cha- 
pitre qui  lui  est  consacré,  les  équations  d'Hamilton  et  le  théorème 
fondamental  de  Jacobi  sont  suivis  des  propriétés  géométriques 
des  trajectoires,  ainsi  que  d'applications  au  mouvement  des  pla- 
nètes, aux  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  aux  brachistochrones 
et  aux  figures  d'équilibre  des  fils  ;  les  liens  qui  rattachent  ces 
dernières  questions  à  celle  du  mouvement  d'un  point  sont 
nettement  mis  en  évidence. 

Nous  insisterons  un  peu  plus  sur  le  Tome  II,  consacré  à  la 
Dynamique  des  systèmes  et  à  la  Mécanique  analytique;  il  débute 
(Chap.  XVII)  par  l'étude  des  moments  d'inertie,  traitée  avec 
tous  les  développements  qu'elle  comporte  ;  vient  ensuite  (Chap. 
XVIII)  l'exposé  des  théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  des 
systèmes. 

M.  Appell  insiste  en  particulier  sur  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  et  sur  les  applications  de  ce  théorème 
à  l'élude  du  mouvement  d'un  système  déformable  ;  un  tel  système 
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sans  l'aide  d'aucune  force  extérieure,  peut  effectuer  une  rotation 
et  passer  d'une  position  à  une  autre  dont  la  forme  est  identique 
à  la  première.  Cette  remarque  a  fait  l'objet  en  1894  de  plusieurs 
Mémoires  intéressants,  particulièrement  de  l'auteur,  et  présente 
des  applications  aux  mouvements  des  êtres  vivants. 

Après  la  démonstration  du  théorème  des  forces  vives,  et  l'étude 
du  cas  où  le  travail  des  forces  intérieures  est  nul,  vient  la  théorie 
de  rénergie;  en  quelques  pages  d'une  clarté  remarquable,  l'auteur 
définit  les  systèmes  conservatifs,  l'énergie  potentielle  et  l'énergie 
cinétique,  et  il  montre  que  l'énergie  totale  se  conserve  tant  qu'il 
n'existe  aucune  force  extérieure;  plusieurs  exemples  tirés  du 
pendule,  de  la  lame  élastique,  etc.  font  comprendre  l'importance 
de  celte  proposition  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  plusieurs 
physiciens  pour  édifier  la  Mécanique. 

Dans  le  Chapitre  XIX  se  trouve  l'étude  du  mouvement  d'un 

corps  solide  autour  d'un  axe  fixe,  avec  la  théorie  classique  du  peu- 

dalecomposé,  puis  l'étude  du  mouvement  parallèle  à  un  plan  fixe, 

avec  de  nombreux  exemples,  enfin  celle  du  frottement;  M.  Appell 

indique  nettement  la  nature  des  trois  frottements  de  glissement, 

de  roulement  et  de  pivotement,  expose  les  lois  empiriques  admises 

jusqu^ici  dans  l'étude  du  premier,  et  les  divers  genres  de  discon- 

liouité  possibles  qu'il  produit  dans  les  équations  du  mouvement. 

Il   insiste,   dans   la   deuxième   édition  plus  encore    que    dans   la 

première,  sur  les  difficultés  inhérentes  à  ces  questions,  et  sur  les 

contradictions,  mentionnées  |)ar  M.  Painlevé,  auxquelles  conduit 

Tapplication  des  règles  admises  actuellement  ;  ces  règles  sont  donc 

insuffisantes  pour  rendre  compte  de  toutes  les  parlicularités  du 

mouvement. 

L'auteur  consacre  le  Chapitre  XX  à  l'étude  de  la  rotation  d'un 

corps  solide  autour  d'un  point  fixe  ;  cette  étude,  qui  a  donné  lieu 

à  «l'importants  travaux,  est  une  de  celles  qui  ont  le  plus  contribué 

ù  faire  avancer  l'A-nalysè  ;  aussi  n'est-il  pas  superflu  de  la  traiter 

é»n     détail.    Aux     développements    classiques    sur    les    équations 

«i'Eiiler,   M.  Appell  a  ajouté  dans  l'édition  actuelle  la  définition 

«les  trois  paramètres  d'Olinde  Rodrigues  au  moyen  desquels  les 

neuf  cosinus    s'expriment   rationnellement,    puis    les    écjuations 

relatives  au  cas  où  le  trièdre  de  référence  est  mobile  dans  le  corps 

et  dans  l'espace.  Il  discute    entièrement  le   cas  de   Poinsot,   en 
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donne  la  solution  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques,  et  expose 
d'une  façon  magistrale  la  belle  représentation  géométrique  du 
mouvement  qui  a  été  faite  par  Poinsot  ;  il  indique  ensuite  les  prin- 
cipes qui  ont  servi  à  MM.  Darboux  et  Kunigs  pour  réaliser  le 
mouvement,  avec  la  loi  des  vitesses,  à  l'aide  de  leur  Ingénieux 
appareil  Therpolliodographe. 

L'auteur  passe  de  là  à  l'étude  du  mouvement  d'un  solide  pesant 
autour  d'un  point  fîxe,  d'abord  dans  le  cas  de  Lagrange  et  Poisson, 
puis  dans  celui  de  M""  Kowaleski,el  il  indique  les  résultats  com- 
plémentaires énoncés  par  M.  Roger  Liouville.  Il  insiste  ensuite, 
notamment  dans  la  seconde  édition,  sur  les  propriétés  en  appa- 
rence paradoxales  que  présentent  les  corps  de  révolution  animés 
d'un  mouvement  de  rotation  rapide  autour  de  leur  axe  et  sus- 
pendus par  un  point  de  cet  axe;  pour  déplacer  celui-ci,  il  faut 
exercer  un  eiïbrt  considérable,  et  le  mouvement  de  l'axe  a  lieu 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  celle  de  l'effort.  Cette  pro- 
priété, et  d'autres  intéressantes,  ont  été  mises  en  lumière  par 
Gruey  dans  sa  théorie  des  gyroscopes. 

Le  Chapitre  XXI  comprend  l'étude  du  mouvement  d'un  corps 
solide  libre,  puis  celle  du  mouvement  d'un  corps  reposant  sur 
un  plan,  en  insistant  sur  le  cas  d'un  corps  pesant  de  révolution 
qui  glisse  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal;  mentionnons 
en  particulier  les  élégants  résultats  obtenus  par  M.  Appell  et  par 
M.  Korteweg  dans  l'élude  du  cerceau  qui  roule  sans  glisser  sur  le 
plan  horizontal;  en  se  servant  d'axes  de  référence  mobiles  dans 
le  corps,  ils  expriment  la  solution  à  l'aide  de  fonctions  hypergéo- 
métriques  et  de  quadratures.  Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux 
mouvements  relatifs,  avec  applications  à  la  théorie  de  la  bicy- 
clette, qui  a  fait  l'objet  d'intéressants  travaux  de  M.  Bourlet,  puis 
à  l'équilibre  et  au  mouvement  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre,  au 
pendule  et  au  gyroscope  de  Foucault. 

Les  Chapitres  XXIII,  XXIV  et  XXV  sont  consacrés  à  la  Dyna- 
mique analytique  qui,  par  ses  liens  avec  l'analyse,  est  devenue 
une  partie  importante  de  la  Mécanique. 

Le  principe  de  d'Alembert,  exposé  en  premier  lieu,  fournit  les 
équations  générales  du  mouvement  d'un  système,  soumis  ou  non 
à  des  liaisons  ;  lorsque  les  liaisons  sont  sans  frottement,  le  théo- 
rème des  travaux  virtuels  permet  de  réduire   ces  équations  au 
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nombre  miDÎmiini,  et  de  les  écrire  sous  une  forme  qui  convient 
à  tous  les  cas.  Mais  lorsqu'on  veut  les  transformer  en  d'autres 
équations  plus  simples  et  mieux  appropriées  au  calcul,  il  est 
nécessaire  de  faire  une  distinction  entre  les  systèmes  holonomes 
et  ceux  qui  ne  le  sont  pas;  c^est  ce  que  M.  Appell  montre  de  la 
manière  la  plus  nette  dans  la  seconde  édition  de  son  Traité, 

Si  le  système  est  holonome,  les  équations  se  mettent  sous  la 
forme  de  Lagrange,  et  il  suffit,  pour  écrire  leurs  premiers 
membres,  de  connaître  l'expression  de  l'énergie  cinétique  T  du 
sjstémeen  fonction  du  temps  /,  des  coordonnées  ^i,  93,  . . .,  qtç 
do  sjrstème  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  /.  L'auteur  établit 
ces  équations,  examine  le  cas  où  il  y  a  une  fonction  des  forces, 
eo  déduit  le  théorème  des  forces  vives,  et  donne  de  nombreux 
eiemples  ;  il  applique  ces  équations  a  l'étude  de  la  stabilité  de 
Féquilibre,  à  celle  des  petits  mouvements  autour  d'une  position 
d'équilibre  stable,  ou  d'un  mouvement  stable,  puis  à  celle  des 
mouvements  relatifs,  en  indiquant  la  méthode  mixte  de  Gilbert; 
enOn  à  celle  des  mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  Terre. 

Lorsque  le  système  n'est  pas  holonome,  les  équations  de 
Lagrange  ne  s'appliquent  plus;  bien  plus,  la  connaissance  de 
l'énergie  cinétique,  jointe  à  celle  des  travaux  virtuels  des  forces 
données,  ne  suffît  plus  pour  caractériser  le  mouvement  du  sys- 
tème, comme  le  montre  nettement  l'auteur  daus  un  exemple. 

M.  Appell  a  eu  le  grand  mérite  d'établir  des  équations  simples 
et  générales,  analogues  aux  équations  deLagrange,  ets'appliquant 
au  mouvement  de  tous  les  systèmes  holonomes  ou  non  ;  la  méthode 
qui  l'a  conduit  à  ces  équations  constitue  l'un  des  plus  grands  pro- 
grès qui  aient  été  faits  dans  ces  derniers  temps  en  Mécanique 
analj^lique.  A  la  place  de  l'énergie  cinétique  T,  l'auteur  introduit 
l'énergie  d'accélération 

il  suffit  d'exprimer  S  au  moyen  des  coordonnées  q^^  q^i  .  . .,  ^'/t 
du  système  et  de  leurs  dérivées,  puis  de  remplacer  les  premiers 
membres  des  équations  de  Lagrange  par  les  dérivées  de  S  par 
rapport  à  y*,  y'^,  ...,  q\^  pour  avoir  les  équations  du  mouve- 
ment. 
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Les  corps,  comme  la  sphère  et  le  cerceau,  qui  peuvent  éln 
assujettis  à  rouler  et  à  pivoter  sans  glissement  sur  un  plan,  cens — - 
tituent  des  systèmes  non  holonomes.  M.  Appell  insiste  sur  les^-- 
applications  de  ses  équations  à  ces  systèmes  et  à  d^autres  sera — 
blables  ;  il  montre  nettement  pourquoi  les  équations  de  Lagrangc- 
ne  s'appliquent   plus,  et  il  recherche  dans  quels   cas   il    serait 
encore  possible  de  les  appliquer  à  une  ou  plusieurs  des  coordon— 
nées  du  système. 

L'auteur  donne  ensuite  la  transformation  de  Poisson  et  d'Ha^ 
milton  qui  ramène  à  une  forme  canonique  les  équations  da 
mouvement  d'un  système  holonome  lorsque  les  forces  dérivent 
d'une  fonction  ;  il  expose  le  théorème  de  Jacobi  qui  ramène  l'in* 
tégration  de  ces  équations  à  la  recherche  d'une  intégrale  complète 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  puis  la  théorie  des  paren- 
thèses de  Poisson,  et  Tusage  que  Ton  peut  en  faire  dans  la 
recherche  d'intégrales  nouvelles. 

A  la  suite  de  ces  questions  sont  exposées  les  théories  qui  ratta- 
chent les  équations  de  la  Dynamique  aux  problèmes  d'Analyse  et 
au  calcul  des  variations  ;  nous  citerons  en  particulier  le  principe 
dllamilton  et  celui,  moins  général,  de  la  moindre  action,  qui 
rattachent  la  recherche  du  mouvement  et  celle  des  trajectoires  au 
problème  des  géodésiques  dans  un  espace  où  ds^  est  une  forme 
quadratique  donnée  des  différentielles  des  coordonnées  ;  puis  la 
théorie  du  multiplicateur  de  Jacobi,  perfectionnée  par  M.  Kônigs. 
M.  Appell  monli^e  d\ine  manicn*  saisissante  comment  Tapplication 
do  cette  belle  théorie  aux  équations  canoniques  permet  de  prévoir 
les  ^inlplilîcalions  qu^^pporlo  à  la  solution  d\in  problème  la  con- 
naissance d*une  ou  de  plusioui^s  inléi^rales,  et  de  dire  combien  il 
faut  connaitrt*  d'intégrales  pour  que  le  pn^blènie  soit  ramené  aux 
quadialuivs. 

\  ienl  ensuite  re\jH>sé  do  la  thtwio  dos  invariants  intégraux 
nui  a  ôto  outrr  les  mains  do  M.  Poinoaiv  d\in  puissant  secours  en 
Mécanique  \H^losto  ;  ontîn.  un  paragraphe  nouvoau  introduit  dans 
la  5tH^ondo  t^lilion  osl  consaort^  au  principe  do  la  moindre  con- 
Uainte  do  iiau55  :  oo  primîpo.qwi  rapplique  à  tous  les  s\stomes, 
holonome»  ou  nou.  Muit^iw^  la  nn  horx  ho  dos  ts^uations  du  nuuive- 
meul  d*nn  s^îili'mo  à  \^Uo  du  wiiiunuuu  d\ino  fonction  du  second 
degré  ;  si  Tow  «^t^M*^^  ^"^  P^^*^^  '''^  dv  jvart.  on  e*l  conduit  par  une 
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deniièmevoie  à  la  forme  générale  des  équations  de  la  Dynamique 
résultant  de  l'emploi  de  l'énergie  d'accélération. 

Dans  le  Chapitre  X  WI,  M.  Appell  expose  la  théorie  des  cbocs 
et  àes  percussions,  qui  peut  être  foudée  sur  un  principe  analogue 
i  celui  de  tl'AlembcrI  ;  il  discute  et  classe  tes  divers  genres  de 
liarscins  el,  tlans  le  cas  oit  celles-ci  sont  sans  frottement,  démontre 
le  thiorème  de  Carnot  sur  ta  force  vive  perdue  ;  il  le  fait  suivre 
du  tyor^mcde  llobin  d'après  tequet  les  vitesses  finales  sont  celles 
ijuin^ndcnt  minimum  une  certaine  fonction,  cette  fonction  étant 
égale,  â  une  constante  près,  i  la'  force  vive  perdue.  Il  termine 
eolin  pir  l'application  des  équations  de  Lagrange  aux  chocs  et 
lui  percussions  ;  dan>  ses  recherches  personnelles  exposées 
ici,  l'auteur  a  donné  des  équations  permettant  de  résoudre  les 
problèmes  de  percussions  d'une  manière  simple  el  élégante,  sans 
inimduire  de  liaisons  de  percussions,  et  cela  dans  tous  les  cas, 
HOfie  «ygU-me  .^oit  holonome  ou  non. 

Dins  un  dernier  Chapitre,  M.  Appell  donne  des  notions  sur  les 
niichines,  applique  le  théorème  des  forces  vives  à  l'étude  de  leur 
mouvement  cl  au  calcul  des  volants.  Il  termine  par  un  nouveau 
pmgrijihe  relatif  à  h  similitude  en  Mécanique;  les  relations 
iflioinogénéité  monirenl  dans  quelles  conditions  un  modèle 
réduit  d'une  machine  peut  rendre  compte  des  conditions  du  fonc- 
tionnement de  la  machine  réelle. 

On  voit  par  cet  aperçu  quelle  est  la  richesse  des  matériaux 
renfermés  dans  ce  Traité;  nous  ajouterons  qu'il  contient  un 
nombre  considérable  d'énoncés  d'exercices  ;  de  même  que  les 
nombreux  exemples  développés  à  la  suite  des  théorèmes,  ils  sont 
tous  choisis  d'une  manière  judicieuse,  avec  le  souci  constant  de 
doDDer  des  applications  directes  et  intéressantes  des  théories 
"posées  dans  rOovrage.  H.  Vogt. 


4o  PHEMIÈUE  PAirriE. 


KRONECKER  (L.).  —  VoRLESuNGi»f  uber  Mathbiiatik  herausgegeben  unter 
Mitwirkuiig  einer  von  der  Koniglichen  Preussischen  Akademie  der  Wissens- 
chaflen  eingesetzten  Kommission.  In  zwei  Teilen.  Zweiter  Teil.  —  Voele- 
suNGBN  tBER  ALLGBiiEiNE  ÀRiTHiiETiK.  Bearbeilet  und  fortgerûhrt  von  Dr. 
RuRT  Hbnsel.  Zweiter  Aschnitt.  Vorlesungbn  user  Determinanten 
THEORIE.  Erster  Band,  mit  ii  Figurcn  im  Text.  i  vol.  in-8,  xii-Sgo  p. 
Leipzig,  Teubner,  igoS. 

Les  noms  de  Kronecker  et  de  M.  Hensel  suffisent  assurément 
pour  que  le  lecteur  soit  fîxé  sur  la  haute  valeur  de  ces  Leçons,  sur 
la  façon  pieuse  et  savante  dont  elles  ont  été  recueillies,  publiées, 
continuées,  dans  l'esprit  même  où  Kronecker  les  avait  faites. 

L'intérêt  que  le  lecteur  français  ne  peut  manquer  de  se  pro- 
mettre en  ouvrant  ce  premier  volume  se  double  d'un  peu  d'élon- 
nement  :  après  une  leçon  d'ouverture  à  la  fois  historique  et  philo- 
sophique, conçue  dans  cette  manière  large  où  le  maître  excellait, 
voici   cinq   leçons   sur  le   déterminant   du   second  ordre;  elles 
occupent  une  centaine  de  pages,  d'un  format  grand  in-8®,  d'un 
texte  assez  compact.  Voici  ensuite  cinq  leçons  sur  le  déterminant 
du  troisième  ordre,    puis  trois   leçons  sur  celui    du   quatrième 
ordre:  elles  tiennent  environ  cent   quarante   pages.  Voici  une 
leçon  sur  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  irréduc- 
tibles dans  un  domaine  naturel  de  rationalité.  Nous  voici  enfm 
arrivés  à  la  définition  du  déterminant  en  général;  nous  en  sommes 
•A  la  seizième  leçon,  à  la  page  263.  Deux  leçons  sont  consacrées  à 
rette  définition  et  à  rétablissement  des  propriétés  fondamentales. 
Les  quatre  leçons  qui  restent,  qui  tiennent  à  leur  tour  une  cen- 
taine de  pages,  se  rapportent  aux  matrices,  à  la  règle  de  Laplace, 
à  la  notion  de  la  divisibilité  et  de  l'équivalence  des  systèmes.  Le 
lecteur  a  beau  se  dire  que  les  deux  tiers  du  Livre  ont  été  écrits  pour 
le  conduire  à  la  pleine  intelligence  des  cent  quarante  dernières 
pages,  il  ne  s'en  convainc  tout  à  fait  que  par  une  lecture  appro- 
fondie. 

Il  convient  tout  d'abord  de  dire  un  mot  de  la  façon  dont  Kro- 
necker présente  la  définition  générale  d'un  déterminant  :  cette 
fonction  de  n^  variables  ne  tombe  pas  du  ciel,  toute  faite  :  on  ne 
commencera  pas  par  une  description  de  la  façon  dont  elle  est 
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formée,  pour  en  déduire  les  propriétés,  et,  eu  particulier,  le  rôle 
qu'elle  joue  dans  la  résolution  des  équations  linéaires  :  au  con- 
U^ire  cette  résolution  même  doit  conduire  à  la  fonction  des  coef- 
ficients de  ces  équations,  qu^on  désigne  sous  le  nom  de  détermi- 
nant, et  aux  propriétés  de  cette  fonction.    C'est  là  sans  doute 
Tordre  naturel  et,  dans  une  certaine  mesure,  l'ordre  historique, 
en  substituant  toutefois  à  l'histoire  \raie,  l'histoire  telle  qu'elle 
aurait  dû  être,  si  Leibniz  et  Cramer  avaient  eu  les  connaissances 
algébriques  de  M.  Kronecker.  Celui-ci  insiste  avec  force,  dans 
sa  première  leçon,  sur  l'importance  dans  l'enseignement  de  la 
méthode  historique,  mais  l'ensemble  même  de  son  Cours  montre 
avec  quelle  largeur  il  entendait  se  servir  de  cette  méthode   et 
comment  les  progrès  mêmes  d'une  doctrine  peuvent  en  éclairer 
lesorigines:  aussi  bien  les  jeunes  gens  qui  étudient  les  Mathé- 
matiques n'ont  pas  plusieurs  siècles  à  vivre,  pour  repasser  minu- 
lieusement  par  toutes  les  étapes* qu*ont  franchies  peu  à  peu  ceux 
dont  ils  étudient  les  découvertes. 

Élant  données  n  équations  linéaires  à  n  inconnues,  dont  on 
regardera  les  coefficients  comme  des  variables,  il  n'est  pas  diffi- 
cile de  montrer,  par  induction,  que  ces  équations  admettent  une 
solution  unique,  dont  les  divers  éléments  s'expriment  par  des 
fondions  rationnelles  à  coefficients  entiers  des  éléments  de  la 
malrice  à  n  lignes  et  à  n-\-\  colonnes  qui  résume  en  quelque 
sorle  les  n  équations.  Un  point  assez  difficile  et  (|iii  est  établi 
«lune  manière  très  ingénieuse  consiste  à  prouver  que  les  n  fonc- 
tions rationnelles  qui,  substituées  aux  inconnues,  satisfont  iden- 
tiquement aux  équations,  ont  le  même  dénominateur  ;  on  y  arrive 
<în  montrant,  sur  deux  dénominateurs,  que  chacun  est  divisible 
par  1  autre  :  cette  démonstration  suppose  connues  les  propositions 
^It'menlaires  concernant  la  divisibilité  dans  un  domaine  naturel 
Je  rationalité,  auxquelles  une  leçon  a  été  consacrée.  11  est  ensuite 
assez  facile  d'établir  le  caractère  linéaire,  par  rapport  aux  coeffi- 
cients qui  ne  multiplient  pas  les  inconnues,  des  numérateurs  des 
solutions,  et  la  règle  pour  déduire  ces  numérateurs  du  dénoinina- 
^6"r  commun  :  les  propriétés  essentielles  de  ce  dénominateur 
commun,  son  caractère  linéaire  par  rapport  aux  éléments  d'une 
colonne,  sa  propriété  de  s'annuler  quand  on  remplace  les  éléments 
J  Une  colonne  par  les  éléments  d'une  autre  colonne,  son  indiffé- 
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rence  à  rechange  des  lignes  et  des  colonnes,  la  règle  de  la  mul- 
liplicatîon  se  déroulent  ensaile  à  Tentière  satisfaction  du  lec- 
teur. 

Non  moins  intéressante  est  la  description  de  la  façon  dont  un 
déterminant  est  formé  au  moyen  de  ses  éléments:  cette  description 
se  déduit  uniquement  des  trois  propriétés  suivantes,  qui  caracté- 
risent entièrement  un  déterminant  du  n*  ordre  regardé  comme 
une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  des  n^  variables  Ugh  \ 
cette  fonction  est  linéaire  par  rapport  aux  éléments  de  chaque 
ligne  horizontale  du  système  ;  elle  change  de  signe,  sans  changer 
de  valeur  absolue,  quand  on  échange  deux  lignes  entre  elles  ; 
elle  se  réduit  à  i  quand  tous  les  éléments  Ugh  sont  remplacés 
par  zéro  ou  par  i  suivant  que  g  ^l  h  sont  différents  ou  égaux. 

Ces  propriétés  suffisent  à  retrouver  les  règles  qui  servent  habi- 
tuellement à  définir  a  priori  un  déterminant.  La  voie  suivie  par 
Kronecker  est  à  la  fois  naturelle  et  instructive  ;  elle  est  assuré- 
ment beaucoup  plus  satisfaisante  pour  Tesprit  que  la  définition 
a  priori;  elle  est  très  appropriée  à  ceux  qui  veulent  faire  une 
étude  approfondie  de  l'Algèbre,  qui  veulent  connaître  les  choses 
en  elles-mêmes,  et  non  se  borner  à  acquérir  le  maniement  d^un 
outil  commode. 

La  définition  générale  du  déterminant  constitue  le  terme  de  la 
rédaction  qu'avait  laissée  Kronecker;  les  leçons  qui  précèdent 
préparent  celle  définition  par  l'élude  du  déterminant  du  deuxième 
et  du  troisième  ordre  ;  sur  ce  dernier,  en  particulier,  les  étapes 
successives  qui  conduisent  à  la  formation  et  aux  propriétés  de  la 
fonction  déterminante  apparaissent  très  bien  au  lecteur  qui  a, 
en  même  temps,  toute  facilité  pour  vérifier  les  résultats  de  la 
théorie.  Ce  n'était  d'ailleurs  probablement  pas  la  seule  raison 
qu'avait  Kronecker  de  s'arrêter  sur  les  déterminants  du  second, 
du  troisième  et  du  quatrième  ordre  :  il  tenait  évidemment  à  ce 
que  ses  auditeurs  devinssent  très  familiers  avec  ces  fonctions.  S'il 
s'arrête  longtemps  et  soigneusement  sur  les  applications  géomé- 
triques, c'est  toutefois  les  propriétés  arithmétiques  et  algébriques 
qui  tiennent  la  plus  grande  place. 

Reprenons  ces  leçons  au  début,  à  la  seconde,   où  commence 
l'exposition  didactique. 

On  noiera  tout  d'abord  la  façon  dont  est  posé  le  problème  de  la 
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résolutioD  de  deux  équations  du  premier  degré  à  deux   incon- 
nues x,/,  afin  que  ce  problème  ait  toujours  un  sens  : 

Quelle  restriction  à  la  variabilité  de  x,  y  est-elle  apportée 
par  la  condition  que  les  fonctions  linéaires 

J  =  ax  -T-  by  -+-  c,        /  =  «' ^*  -+-  l>'y  -+-  <' 
soient  nulles  ? 

Dans  cette  même  leçon  s'introduisent  la  notion  de  systèmes 
équivalents  de  formes  linéaires,  la  notion  de  rangy  la  notion  de 
matrices  à  deux  lignes  et  à  trois  colonnes. 

Quatre  leçons  environ  sont  consacrées  aux  propositions  qui 
résultent  de  la  composition  de  deux  systèmes  de  quatre  éléments: 
c^estf  tout  d'abord,  la  multiplication  de  deux  déterminants  du 
second  ordre,  que  Kronecker  ne  craint  pas  de  présenter  de  trois 
façons  différentes,  fort  voisines  l'une  de  l'autre;  puis  la  théorie  de 
la  décomposition  d'un  système  de  quatre  éléments  en  systèmes 
élémentaires;  la  propriété  d'une  fonction  de  quatre  éléments  dont 
la  valeur,  quand  on  y  remplace  le  système  de  ces  quatre  éléments 
par  un  système  composé,  est  indépendante  de  l'ordre  des  compo- 
sitions, d'être  une  fonction  du  déterminant  de  ces  quatre  éléments; 
Texamen*  approfondi  du  cas  où  les  éléments  des  systèmes  consi-* 
d^rés  sont  des  nombres  entiers;  la  réduction  de  pareils  systèmes 
par  composition  antérieure  au  moyen  de  systèmes  élémentaires; 
I équivalence  de  ces  systèmes  de  quatre  nombres  entiers  et  ses 
divers  modes,  le  nombre  de  leurs  classes;  les  formes  bilincaires  à 
dfiux  couples  de  variables,  leur  transformation  et  leur  réduction, 
l<^ur  équivalence,  les  quaternions,  la  déduction  au  moyen  de  la 
tncorie  delà  composition  des  propriétés  fondamentales  A\\n  déter- 
"îinant  du  second  ordre.  On  voit  combien  la  matière  est  riche,  cl, 
S' le  déterminant  du  second  ordre  occupe  une  centaine  de  paires, 
le  lecteur  ne  peut  plus  s'en  étonner.  Il  est  à  peine  utile  de  dire 
^"e  le  déterminant  du  troisième  ordre  donne  lieu  à  des  dcvelop- 
pcnienis  analogues. 

«I  arrive  maintenant  aux  dernières  leçons,  qui  ont  été  rédigées 
parM.  Hensel. 

Des  trois  propriétés  qui  caractérisent  le  déterminant  de  n- 
variables  w^a,  regardé  comme  une  fonction  entière  de  ces  variables, 
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ne  conservons  que  "les  deux  premières:  la  fonction  doit  être 
linéaire  par  rapport  aux  éléments  d^une  même  ligne;  elle  doit 
changer  de  signe,  et  seulement  de  signe,  quand  on  échange  entre 
elles  deux  lignes.  Ces  deux  propriétés  caractérisent  le  détermi- 
nant à  un  facteur  constant  près,  indépendant  des  variables  Ugh^ 
11  est  très  naturel,  dès  lors,  étant  donné  non  plus  un  système  de  n^ 
éléments,  mais  une  matrice  de  nm  éléments  (m^/î),  de  chercher 
la  forme  des  fonctions  entières  des  ces  mn  éléments  qui  jouissent 
des  mêmes  propriétés,  et  Ton  parvient  sans  peine  à  reconnaître 
qu'elles  doivent  être  des  fonctions  linéaires  à  coefficients  constants 
des  déterminants  du  n^  ordre  que  Ton  peut  tirer  de  la  matrice. 
Cette  remarque  conduit,  à  peu  près  sans  calcul,  à  Texpression 
classique  du  déterminant  dont  les  éléments  résultent  de  la  com- 
position de  deux  matrices,  comme  somme  de  produits  de  déter- 
minants :  il  en  est  de  même  des  relations  entre  les  mineurs,  de  la 
règle  de  Laplace,  etc.  Signalons  la  proposition  suivante  : 

Soit  U  un  système  de  n^  éléments:  il  donne  naissance  à  n  sys- 
tèmes dérivés  dont  le  premier  U^*^  coïncide  avec  U,  dont  le 
second  U^^^  a  pour  éléments  les  déterminants  du  second  ordre  tirés 
du  tableau  U,  dont  le  troisième  a  pour  éléments  les  déterminants 
du  troisième  ordre  tirés  du  même  tableau,  etc.  ;  Téquation 
UV  =  W,  où  le  produit  doit  être  entendu  dans  le  sens  d'une 
composition,  entraîne  les  équations  U^P^ V^P^  =  W^P\  où  \^^\ 
(V^-'),  ...,  W^*\  W^=*^,  ...,  signiGent  les  sytèmes  dérivés  des 
tableaux  à  n^  éléments  V  et  W,  comme  U^*^  U^^\  . . .  sont 
dérivés  du  svstème  U. 

Cette  proposition,  qui  s'applique  en  particulier  aux  systèmes 
adjoints  et  aux  systèmes  réciproques,  condense,  comme  on  le  voit, 
un  nombre  considérable  de  relations. 

Une  leçon  intéressante  et  d'une  lecture  très  facile  concerne  le 
calcul  avec  les  matrices  (carrées),  où  l'addition  de  deux  sys- 
tèmes A,  B  est  définie  par  l'addition  des  éléments  correspondants 
et  la  multiplication  par  la  composition. 

La  dernière  leçon  enfin  traite  de  la  divisibilité  et  de  l'équiva- 
lence des  systèmes  :  le  système  B  est  divisible  par  le  système  A  si 
ces  deux  systèmes  sont  liés  entre  eux  par  une  équation  (de  com- 
position) B  =  PAQ  ;  les  deux  systèmes  A  et  B  sont  équivalents  si 
chacun  d'eux  est  divisible  par  l'autre  ;  c'est  ce  qui  arrive  si,  dans 
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réqualion  précédente,  les  déterminants  des  systèmes  P  et  Q  ne 
sont  pas  nuls.  Il  n^est  pas  difficile  de  reconnaître  que  le  rang  de 
deux  systèmes  équivalents  est  le  même  ;  mais  la  proposition  réci- 
proque ((  deux  systèmes  qui  ont  même  rang  sont  équivalents  » 
demande  quelque  effort. 

La  définition  de  la  divisibilité  et  de  Téquivalcnce  est  suscep- 
tible d'une  forme  plus  étroite  quand  les  systèmes  sont  formés 
dWments  entiers  ou  de  fonctions  entières  d'une  variable.  Tout 
d'abord,  si  tous  les  éléments  du  système  A  ont  un  plus  grand 
commun  diviseur,  ce  système  résulte  de  la  composition  d'un  sys- 
tème  diagonal,  dont  tous  les  éléments  sont  nuls  sauf  ceux  de  la 
diagonale  principale,  lesquels  sont  égaux  au  plus  grand  commun 
diviseur,  et  d'un  système  primitif,  dont  les  éléments  n'ont  pas 
déplus  grand  commun  diviseur.  Ce  système  diagonal  est  dit  alors 
le  diviseur  diagonal  du  système  A.  Le  système  B  est  dit  divi- 
sible par  le  système  A  si,  dans  la  relation  B=  PAQ,  les  sys- 
tèmes P  et  Q  sont  entiers  ;  A  sera  alors  divisible  par  B  et  les  deux 
systèmes  A  et  B  seront  équivalents  si  les  systèmes  P~*,  Q~*  sont 
aussi  entiers. 

Si  B  est  un  multiple  de  A,  le  diviseur  diagonal  de  B  est  un 
'ïïuliiple  du  diviseur  diagonal  de  A;  deux  systèmes  équivalents 
ont  même  diviseur  diagonal. 

A  un  système  A  de  n-  éléments  correspondent,  comme  on  Ta 
t^xplîqiié  plus  haut,  n  systèmes  dérivés.  Ces  systèmes  A^'\A^-\  ... 
^urnellcnt  des  diviseurs  diagonaux  dans  lesquels  les  éléments  de 
'a  cJîîigonale  sont  respectivement  égaux  à  <:/,,  ^/2,  . . .;  di  est  dit  le 
^i^'i^cur  des  déterminants  {Determinanlenteiler)  du  i'*^'"®  ordre 
du   système  A.  Si  B  est  un  multiple  de  A,  les  diviseurs  des  déter- 
ïïi»  riijnts  du  système  B  sont  des  niulliples  des  diviseurs  des  dcter- 
'ïïi riants  du   système   A;   deux  systèmes  équivalents  ont   mêmes 
diviseurs  de  déterminants.  Réciproquement,  si   ces  diviseurs  des 
déterminants  sont  les  mêmes  pour  les  deux  systèmes  A,  B,  ces  deux 
\y=^lèmes  sont  équivalents.  On   peut  dire   aussi  que  la  condition 
d  ^«juivaience  pour  ces  deux  systèmes  consiste  dans  Tégalilé  de 
ic^^irs  diviseurs  élémentaires,  ces  derniers  étant  définis  au  moyen 
lies   diviseurs   des    déterniinanls   d^-,   d^-,    ...,  d,t   par   les    rela- 
tions 

«/j  c=  ^1,         cii=  CiCiy         ....         dfi=^  €162  »  '  »  c,i' 
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L'importance  de  la  considération  des  diviseurs  élémentaires 
apparaît  dans  Ténoncé  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  B  soit 
divisible  parle  système  A  consiste  en  ce  que  les  diviseurs  élémen- 
taires du  système  B  doivent  être  des  multiples  des  diviseurs  élé- 
mentaires correspondants  du  système  A. 

Ces  dernières  leçons  font  prévoir  une  exposition,  d'une  part,  de 
la  théorie  de  l'équivalence  des  faisceaux  de  formes,  d'autre  part, 
de  recherches  arithmétiques  sur  la  décomposition  des  matrices  en 
systèmes  élémentaires  et  sur  la  théorie  des  formes,  qui  ont  beau- 
coup occupé  Kronecker,  et  qui  trouveront  sans  doute  leur  place 
dans  le  second  volume. 

«  La  théorie  des  déterminants,  dit  M.  Hensel  dans  sa  Préface, 
s'est  si  profondément  développée  du  vivant  de  Kronecker  et  par 
son  action  même,  puis  dans  les  douze  années  qui  ont  suivi  sa  mort, 
que  les  Livres  actuellement  parus  qui  traitent  de  cette  discipline 
sont  loin  de  donner  une  exposition  complète  de  son  riche  contenu. 
Les  Cours  universitaires  de  Kronecker,  à  ce  point  de  vue,  ont 
réalisé  un  important  progrès.  Mais  il  n'estimait  pas  que  le  temps 
fût  venu  d'y  faire  entrer  ses  profondes  recherches,  en  particulier 
sur  la  théorie  des  formes  bilinéaires  et  quadratiques  ;  il  ne  pou- 
vait non  plus  y  faire  entrer  cette  suite  de  résultats  obtenus  par 
Frobenius,  Minkowski,  Hurvvitz  et  d'autres  chercheurs,  qui  s'est 
close  dans  ces  dernières  années,  et  grâce  auxquels  la  théorie 
a  tant  gagné  en  profondeur  et  en  simplicité. 

»  L'élude  longue  et  approfondie  que  j'ai  faite  de  ces  nouveaux 
problèmes  de  la  théorie  des  déterminants  m'a  montré  qu'ils  pou- 
vaient être  exposés  de  la  façon  la  plus  claire  en  suivant  systéma- 
tiquement les  pensées  qui  se  dégagent  des  derniers  Cours  et  des 
derniers  travaux  de  Kronecker  sur  ce  sujet.  Je  me  suis  donc 
résolu,  tout  en  gardant  soigneusement  les  principes  fondamen- 
taux et  en  conservant  les  méthodes  simples  et  puissantes  que 
Kroneker  avait  développées  dans  ses  leçons,  à  reprendre  celles-ci 
et  à  les  continuer,  en  sorte  que  le  présent  Ouvrage  contînt  un 
exposé  systématique  de  la  moderne  théorie  des  déterminants  et 
de  ses  applications.  » 

La   part  qui  reviendra  à  M.  Hensel  dans  la  publication  de  ce 
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second  Volume^  et  le  service  qu'il  aura  rendu,  seront  donc  consi- 
dérables. Il  est  permis  de  se  réjouir  que  l'œuvre  de  Kronecker  soit 
comprise  et  complétée  de  cette  façon.  J.  T. 


MELANGES. 


RECHERCHE  ANALYTIQUE  SUR  LA  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES 

ABÉLIENNES  DE  SECONDE  ESPÈCE; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 


I. 

1.   La  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellip- 
tiques de  seconde  espèce  se  fait  suivant  la  méthode  que  nous 
avons  développée   pour  les  intégrales  de  première    espèce  (*). 
Quoique  ce  nouveau  problème  soit  un  peu  plus  compliqué,  néan- 
moins, dans  tous  les  cas  où  la  réduction  peut  être  effectuée  à 
j'aide  de  simples  opérations  algébriques,  ces  dernières  ne  pré- 
sentent aucune  difficulté.  Pour   les    intégrales   hvperelliptiques, 
la  théorie  se  présente  sous  la  forme  plus  ou  moins  définitive. 
Soit  donnée  l'intégrale  hjperelliptiquc  de  première  espèce 


/ 


dx 


K(u:)  étant  un  polynôme  du  degré  n.   11  faut  choisir  la  fonction 
rationnelle  F(x)  du  degré  k  de  telle  sorte  que 

r¥(x)dx 


(  '  )   Bulletin  des  Sciences  mathématiques .  2"  série,  l.  WVII,  juin  i(^«)3. 
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La  réduction  doit  être  eOectuée  à  l'aide  de  la  subslitulion 

o(:r)  étant  une  fonction  rationnelle.  Nous  étudierons  d*abord  lecas, 
où  <f{x)  est  une  fonction  entière  du  degré  l.  Soit  k  le  degré  de  la 
fonction  rationnelle  F{x).  En  posant  x  =  x>  dans  l'équation  (2), 
nous  aurons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale 

s 

Faisant  x  =  x  dans  l'équation  (1),  nous  obtiendrons  un  déve- 
loppement de  X  avec  la  partie  principale 


14      îA--/l-»-J; 


donc 

(3)  i  =  aA'  —  /i  -f-  2. 

De  Téqualion  (2)  nous  aurons  un  développement 

=  ^ip(iio)-^iff  —  ih)P  (Wo)h j-^^ P  (wo) -+-••.  1,       , 

où  Xq  est  Tune  des  racines  de  Téquation 

Nous  considérons  le  cas  particulier,  lorsque 

c'est-à-dire  lorsque  x  =  Xq  est  une  racine  double  de  l'équation 

o(x)  —  lp(Uo)  =  o. 

Dans  ce  cas,  deux  hypothèses  sont  possibles  : 

1°  p'(uo)  =  o; 

2"  pXuo)^o. 

Si  p'(uq)=z  o^  l'argument  Uq  est  une  demi-période  de  l'inté- 
grale elliptique,  et 

p(uo)  =  Ci        («•=  I,  2,  3); 
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X,  tH  une  racine  double  de  l'ëqualioii 

et,»  voisingge  du  point  x  —  xo^o,  x  esl  une  fonction  holQ- 
morpbe  de  l'argument  ».  Daos  le  cas  OÙ  p'(Uo)^0,  X  —  j;^  86 
développe  en  série  avec  la  partie  priacipale 

De  ce  qui  précède  noua  concluons  que  les  racines 
£t.   Si.   U    .'..,   h~i 

fit  réqnation  ^'(x)  =  u  se  partagent  en  deux  groupes  : 
r  i„    i.,    ....   E/. 

*•  è'm  s;,  ■■.,  îi; 

bwles  les  racines  du  premier  groupe  satisfont  à  l'équalioa 
ç(«>— X«(  =  o       (*  =  i,  a,  ï). 
D*DS  tous  les  points 

ti.   £'..    ■■■.   £i. 

X  est  une  fonction  nonholomorphe  de  l'argiinient  ii 

Le  produit 

est  divisible  par  R(x).  En  effet,  désignant  par  s  l'une  des  racines 
de  l'équation 

nous  aurons 


»).(p(ui)+'"^    "'''p'(»i)-l-..). 
Si  nous  avons 
Suit,  det  SeUneet  matlum.,  i*  série,  t.  XXVIll.  (t'évriei 
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X  —  ^  =  o  est  un  point  de  ramification,  et  comme 

ç(5)  =  Xp(W/), 

X  —  z  est  un  diviseur  du  polynôme 

o{x)'-\ei\ 
si  nous  avons 

alors  X  =^  z  est  une  racine  double  du  polynôme 

Par  conséquent 

[çp(ar)  — Xei][ç(a^)  — Xe,][o(a:)  — Xea] 
=.K(x)(x  -\,)^{x  -U)^,  ,.{x  -^jY", 
donc 

3 1  =  71  -H  îi (  «  —  h  —  I ), 
d'où 

(5)  I  =  71  —  ih  —  x. 

Des  équations  (3)  et  (5)  nous  trouvons 

(6)  /c  =  n  —  //  —  1. 

En  posant  successivement 

A  =  o,  I,  2,  3,  . . . , 

nous  aurons  un   nombre   infini   dMntégrales  de  seconde   espèce 
réductibles  aux  intégrables  elliptiques. 

2.  Nous  obtiendrons,  évidemment,  le  cas  le  plus  simple  pour 

A  =  o  5  alors 

i  =  n  —  2,         k  =  n  —  ?.. 

Prenons  /?  =  7, 

K{x)  =  {x—  oi){x  —  P)(iF5-+-  5ax^-h  5bx^-h  5cx  -h-d). 

Il  faut  choisir 

a,     p,     a,     b,     c,     d,     F(x), 
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de  lelle  sorte  que 


J  ^(x  —  %){x  —  P)(a?»4-  Sax*-^  Sbx^-h  5cx  -+-  d) 
Posons 


=  a;(w,  ^,,  ^,). 


9(jr)  étant  un  polynôme  du  cinquième  degré.  Comme 

est  divisible  par  R(:2?)9  nous  aurons  les  deux  combinaisons  pos- 
sibles 

I9(  j?)  —  X  «1  =  (a:  —  j?,  ) . . .  O  —  a-j }, 
<p(ar)  — Aé5t=(^-ar«)(a'-Çi)*(j--îf)*, 

Ei>     $ii     ^1     ^ 

élaol  les  racines  du  polynôme  7'(^); 

If(x)  —  X<?|  =  (a?  —  Xi)(x  —  3^,)(a-  —  arjXa-  —  J,  )«, 
ç(jp)  — X<?t=(x  — irO(ar  — a?,)(ar  — a:«)(ar  — Ç,)«, 

Étudions  la  première  combinaison.  Posons 

ç(x)  —  X  et  =  37*4-  5  a  a:' -h  J^ar^n-  jcj^-h  d, 

d'où 

çp'(a')  =  5(a7*-+-  3ax'-h  'i^ar  -+-  c). 

Le  produit 

est  divisible  par 

De  cette  condition  nous  trouverons 

b  =  o,        c  =  a*, 

Xe,=—  -rf,  X2ej^3=  4a' -h  -tJ-, 

^  9 

(a:  —  a)  (a;  —  P)  —  a?* -4- 4  a. 
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Des  équations 

9  I 

nous  obtiendrons 

donc 

X«^,=  4(5€/«-4a»), 

(7)  <p(a:)  =  ar5+  5aa:»-+- 56a:'-+- 5car -+-  ««'  =  ^p(w,  gt^  g%). 

Posons  maintenant 

désignons  par 

^!»       T^ii»       '^Zy       •'• 

les  racines  du  polynôme  f{x).  Uëquation  (i)  nous  montre  qu'au 
voisinage  du  point  7|,„  nous  aurons  un  développement  de  la  forme 

D'après  les  hypothèses  faites,  x  est  une  fonction  holomorphe  de 
Targument  u  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  x^  comme  le  montre 
Téquation  (7);  donc 

D'où  il  suit  que 

TQl»       ""/îî       ^<8» 

sont  les  racines  de  Téqualion 

t^ix)  =  'kp{u)  =  o; 
par  conséquent 

Et  comme  le  degré  de  la  fonction  ^{x) 

k  =  n  —  2  =  *  =  5, 
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la  fonction  ^(x)  doit  élre  une  constante;  donc 

et  nous  aurons  définitivement 

(a:'»-h'jax^-+'5a^x-+'-TdjdT 

dx 


/(>*-+-  4a)(ar*-+-  5aa?»-+-  5a*a?-h  d) 


=  M. 


3.    En  posant  h  =  i  dans  les  formules  (5)  et  (6),  nous  avons 

Il  y  a  une  infinité  d'intégrales  réductibles  de  cette  catégorie. 
Posons  /i  =  7,  alors 

t  =  3,        A:  =  4« 
Désignant  par 

les  racines  du  polynôme  R(^),  nous  avons  une  seule  combinaison 
possible 

o(t)    -  Xei  =  {x  —  Xi){t  —  Xi)(.r  —  X3), 

Oi  X)  —  16*=  (X  —  X^)iT  —  X:,)(X  —  Xf,  ) , 
9(  ./-  )  —  X  t'3  =  (  J"  —  X7  )  (  37  —  ;  )% 


OÙ  ^i-^)  est  un  polynôme  du  troisième  degré,  i  est  Tune  des 
racines  de  Téquation 

o' (  .r)  =  3ix  —  ;  ) (  .r  —  r.  )  =  o. 
Supposons 

o(x)  —  Xei  =  x^ —  Sa^x  -^  b\ 

alors 

ç(  y  »     -\ci=  x"^ —  Sa^x  -\'  b  -^1a  Cx  —  l'i)^ 

ti{x\  — Xf*.i  =  x^  —  '\ a"^ X  -\-  b  -\- )a  e X  —  e.-»  ), 


t 

^ 

— 

a,         r^        -  a. 

El,  comme 

9(>)  —  \e^ 

est  divisible  par 

(X  — a)*. 
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nous  aurons 

Maintenant,  en  posant 

R(x)  —  (x^ —  3a^x  H-6)(j^'» —  3a^x  -^  c)(x  -h  la}, 

nous  avons 

6  -i-X(ci —  Cj)  =  c. 

Par  conséquent 

Xei=^('2a' — ib -h    c    ); 

Xc,  =  -(aa'H-   6  -+-  ic  ); 

Xe3=  i(  6  -I-  c  —  4«V); 

27 

-H  36c«  -4-  36*0  — 26'  — 2C»>. 

Comme 

/  =  /i— i  =  4, 

F(a:)  est  une  fonclion  rationnelle  du  quatrième  degré.  Soîl 

alors  les  zéros  de  la  fonction  F(j::)  sont  les  racines  de  réquation 

f{x)  =  o. 

Aux  environs  de  chacune  de  ces  racines 

fi\y       ''Qlî       T^iSî        •  •  •  » 

nous  aurons  un  développement  de  la  forme 

Si  nous  avons 

p(i')  ^  o, 

(x  —  7i)  est  une  fonction  holomorphe  de  (  w  —  r).  Si  au  contraire 
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la  partie  principale  du  développement  de  (x  — y^)  sera 

1 

D'autre  part,  de  Péquation 

?(a?)  =  Xp(M) 
nous  aurons 

Si  nous  avons 

?'(^o)  9^  o,         p'(mo)  =  o, 
alors  jc  —  jjq  =:  o  est  un  poinl  de  ramification.  Quand 

9'(a7o)  =  o,        p'(uo)  =  o, 

alors  (x — ^o)  est  une  fonction  holomorphe  de  l'argument  (u  —  Uq), 
Jl  y  a  une  seule  valeur  x  —  a:©  =  o  pour  laquelle  nous  ayons  ^mul- 
laDément 

celle  valeur  est 

X  -h  a  =  o. 

Aux   environs  de  ce   point  nous  avons  un  développement  de 
(jr  -h  Ci)  avec  la  partie  principale 

{a  —  Woj'. 

De  cette  analyse  il  résulte  que 

sont  les  racines  de  l'équation 

et 

donc 

f(jr)  =  9(^)(.r-^a)  =  (^r^—  3  a' a:  -h  -  (^  -^-  c  -f-  ^a')  j(> -h  a); 

^ix)  =  i; 
F(  j:)  =  far'—  3a*a^-f-  -(h  -h  c  -r-  -f.a^  )](x  -\-  a). 


PBEXIÈBE  PARTIE. 
Pmr  cooséqueot,  Vinîégnle  rédnctible  sera 

Pour  déiemiÎDer  le  (acteur  namériqoe  V  rMan|ooos  c|ue 

_    i* i^  —  afdjr 

J  /i  -r* —  3a*x  —  b)ijr*—  3««x  —  c  »*\r  —  sa  > 

De  celte  équallon.  diaprés  la  fonnole 

Boas  troQToos 

9 

4.  Comme  troisième  exemple  prenons  h  =  2,  alors 

i  =  M  —  6.        k  =  M  —  4. 

Soit  11  =  10.  alors 

1  =  4.        i^  =  6. 
Nommant 

X|.       Xj.        ..-,       X|^ 

les  racines  da  poljnome  Ri'jr)^  nous  arons  nne  seaie  combinaison 
possible 

çix»  —  X^|=  ijr  —  X|  iijr  —  Xjnx  —  Xjmx  —  x^». 

Ç«X»  —  X^j=  IX X5  MX  —  X«  »i  X X7  M  X X»  ►, 

SIX) /.^,  =  IX  —  X,  Il  X  —  X,t  MX—  ;»5; 

i  étant  nne  racine  de  Téq nation 

5*1  x'^=  o. 
Posons 

ç(x)  — Xri  =  x*-r-  aax*-t-  46x  -f-c: 
alors 

o(xi  —  \ei  =  x*-^»ax2-i-46x  -^r-+-Xf  ri  —  ^j  » 
=  «  x'-T-  2ax  -i-  S  M  X  —  î  »*, 

R(x)  =  «  x^ -*-  2ax2—  46x  -T-  c )<  x^-T-  aax»-4-  46x  -+-  rf>(x*-i-  -lîix  -4-  p), 
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où 

ci  =  c  -f-X(«i  —  Ci), 

$*-H  aÇ  H-  6  =  o. 
De  la  condition 

nous  aurons 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre 

d^oii 

Nous  avons  encore 

X(«i  —  Ci)  =  d  —  e. 

Par  conséquent 

Xei  =  -  ( 'JJ^-T- y^-rt;^ — •?.€  —     d     ), 
\e*=  -i\^'*-r- '?.a\^-^    r    —    }.d    ), 

Xp3-=  ^j<    ^   -^    ^    -6$^   -4«;*'- 
C'est  pourquoi 

o(x)  =  j"^-h  9.a^*-i-  4  6jr  H-  :;  (3Ç*-+-  'lal^-h  c  -h  d)  =  Xj)(m  ). 

Il  est  facile  de  prouver  que  rf  (x)  est  une  fonction  entière  ren- 
fermant des  facteurs  linéaires  (x  —  xj)  de  deux  catégories  : 

i*'  Tels  que,  pour  x  =  xjy  on  aura 
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2^  Les  facteurs  pour  lesquels  nous  aurons  un  développement 
de  {x  —  Xj)  avec  la  partie  principale 

i 

Les  facteurs  de  la   seconde  catégorie  se  détermineront    par 
Téquation 

OU 

a:* -h  \x  -f-  5* -4-  a  =  o. 

Par  conséquent 

F(ar)  =  ja:*-h2aar'H-  f\bx 

Par  conséquent 

(x^-ho.ax^-h^ùx-h  «  (3  5*4-9.a{*-Hc  -+-  e/))  (a:*4- Ça? -+- Ç*H- a)  dx 
v/(ar*H-  2aa7'H-4^^-+-  c)(ar*-+-  -lax^-^  qbx  -\-  d)(x^-+-  2Çar-l-  3Ç*-4-  aa) 

OÙ  Ç  satisfait  à  l'équation 

$2-f-aJ  -H  6  .=  o. 

La  réduction  se  fait  par  la  substitution 


-f 


j:^-f-2ax«-+-46:r-+-  -  (3$*-f- 2a  J«-h  c -+- €/)  =  7P(«î  é^ij  g"»), 

(x^-^  \x  ■+-  Ç*H-  a)  dx 
/('a^^-h  2aar*H-  ^bx  -^  c){x'*->riax^-k'  ^bx-\-  d){x\-\-  aÇa? -+-  3Ç*-|-  aa) 


5.  Considérons  maintenant  les  cas  de  réductibilité  où  9(0?) 
est  une  fraction  rationnelle.  Posons 


?(^)  =  jrrzk  =  ^P("»  ^î»  /Ç'j)» 


/(a;)  étant  un   polynôme   du  degré   i,   '}(a:)  un  polynôme   du 
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degré  (< — y).  Considérons  le  cas,  particulièrement  simple,  où 
Coûtes  les  racines  da  polynôme  ^(^)  sont  des  points  de  raraîfi- 
cation;  dans  ce  cas,  ^(â?)  est  un  diviseur  de  R(ar).  Il  est  clair  que 
le  prodnît 

<9)  [/(*)- X«i4'(^)][/(^)-X«i'K^)][/(^)-Xe,+(a:)J 

est  divisible  par 

et  le  quotient  doit  être  de  la  forme 

A,  ^,  •  •  •  étant  des  entiers  positifs.  Posons  pour  simplifier 

«  =  p  =  ...=  2. 

Dans  ce  cas  le  produit  (9)  renferme  des  facteurs  de  deux  caté- 
gories : 

I*  Facteurs  simples  qui  sont,  en  même  temps,  les  facteurs  du 
polynôme  R(^)  (de  degré  n); 

a"  Facteurs  doubles  qui  sont,  en  même  temps,  les  facteurs 
simples  du  polynôme 


de  degré 


Supposons  que 


\f<^)  —  >^<?i  'Ka?)][/(ar)  —  Xtf,  ^{x )] [/(  X)  —  Xra  ^i  x)] 

=  Xj>]^-^  ■"  ^»  )^(x—xt)*.  ,.(x  —  xti-j-.u-x  )»  ; 

alors 

3 1  =  /i  —  i  -^j  -'•-•i(  >. i  — j  —  h  —  I  ) ; 

d'où 

n  =1  j  -\-  'ih  -h  -2, 

21 — y  —  i^  A. 

Et  comme 

nous  avons  évidemment 

/i>o. 
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Prenons  comme  exemple  A  =  3,  y  =  i ,  alors 

/i  =  9,        21^5; 

posons 

1  =  3. 

Il  faut  choisir  F(^)  de  telle  manière  que 


P 


=  AÎCa,  gt,  gz)' 


Supposons  que  la  réduction  s'effectuera  par  la  substitution 


f{x)        ar'-h  aj"*-!- Sa:-+- Y       .     , 

\-, ■   =    ï *-— T =«AP(M,   gt'   f^l)' 


Posons 


R(a?)  =       {x^-^  UiX^-^  bxx -^  Cl) 

X  (ar^H-  a,a:*-4-  b^x  -t-  Cj)(a:*H-  ax  -r-  b){x  —  r), 

et  désignons,  pour  abréger, 

x^-\-  aix^->r  biX-^  Cl  =  fx{x), 

x^-k-  ajir*-+-  ^jj^-f-  Cl  —  fiix), 

x^-^  ax  -^  b  --  ^{x) 

Nous  avons  évidemment 

/  a?'-T-  (a  —  c',)j:'*-f-(P  —  ac\)x-\-^(  —  be\  —  a?*-f-  «i a-*-l-  6|ar  h-  Ci, 
(lo)     '  x^-h  (oL  —  e'^)x^-h  (^ —  ae\)x  -\-  y  —  be'^  =  a^'H-  aja^'-h  ÔjJ*  -\-  Cj, 
(  a7'4-(a  — e'j)  j-S-hCP  —  ae3)j7-f- y  —  be'^—  ix—  r)(x  —  $)«; 

Ç  est  Tune  des  racines  de  Téquation 

/'(x)  ^(x)  -  ^'(x)/{x)  =  o. 

Des  équations  (lo)  nous  aurons 

a  —  e\  =^  ai,         ^  —  ae'|  =  ^i,         y  —  ^^'i  —  ^J» 
a  —  ^1  =^  «1,         ?  —  «^'s  =  6jt         y  —  ^^j  =  ^i« 


Par  conséquent 


bi  —  bi  Ci— Cl 

flTj — a\  ai — a\ 
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En  outre 

H  — (flt  —  «|)r»-H  (?  —  ae\)r  -f-  y  —  be\  =  o, 
aa-H  «i=  at-hat,        a  ^ -+- oe',  =  6i  H- 6j,        ay-f- ^tf',  =  Ci-4-Cj, 

a(a  —    «',)  =  ai  H-  Of—  3«',, 

2(P  —  <!«',)  =  6t  -f-  6j  —  3ae;, 

a( Y  —  6«',)  =  Cl  -♦-  Ct  —  3  he\ , 
ar>-4-(ai-h€ij — 3e',)r«-4-(6i-t-6,— 3a«',)r-hci-i-cj— 3ô«',  =  o; 

d'où 

*»-  30(7) 

Par  cette  raison 

^  _  3(ai-hat)e(r)  — [/|(r)-t-/>(r)] 
""  f.b(r)  ' 

3(6i-4-6,)e(r)~a[/i(r)~A(»] 
P""  6e(r)  ' 

3(ci4-c«)e(r)  — 6[/i(r)H-A(r)1, 

i^""  eecr)  ' 

,  _    3(flt-ai)0(r)-[/i(r)-t-./',(r)l 
^*""  60(7)  ' 

^,  _  3(ai-ai)0(r)-[/i(r)-f-/»(r)l 
^*-  6Ô(7)  ' 

*""         30(r) 
Déterminons  maintenant  le  fonction  F(a:).  De  Téquaiion 

(II)  /  -7==-  =  Açrw,  ^,, /tjj 

J   v/R(^) 

nous  avons  pour  jr  =  cx)  un  développement  avec  la  partie  princi- 
pale 

(w)   **-', 
A:  désignant  le  degré  de  la  fonction  t  (^)*  Par  conséqiicni 

2 


'îA:  —  7 

X:  =  4» 
L'équation 
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nous  montre  que  x  ne  sera  pas  une  fonction  holomorphe  de 
Targiiment  u  au  voisinage  des  points  satisfaisant  à  l'équation 

et  à  la  condition 

p'(w)^o. 

Il  y  a  seulement  trois  points  de  cette  catégorie;  ce  sont  les 
racines  de  l'équation 

f{x)^{x)-^'{x)f{x) 
(IJ)  = • =  o. 

u  s'ensuit  que  la  fonction  rationnelle  F(a;)  doit  être  choisie  de 
telle  manière  que  x  soit  une  fonction  holomorphe  de  l'argument  u 
dans  toute  l'étendue  du  plan  à  l'exception  des  trois  points  (i3) 
aux  environs  desquels  nous  avons  les  développements  de  la  forme 

-r  —  Ç'  -^  A  (  a  —  m'  )*-+-.. . 
Par  conséquent,  en  posant 

nous  voyons  que  F<  (^)  doit  être  divisible  parle  polynôme  (i3). 
En  outre  F|  (a;)  peut  renfermer  seulement  les  facteurs  pour  les- 
quels 

Ces  facteurs  sont  déterminés  par  Téquation 

Par  cette  raison 

P  .     ,       [f'ix)^{x)  —  ^'{x)f{x)](x^-^%x^-^^x-\-^) 
^^^~  x  —  \  '' 

cette  fonction  est  du  sixième  degré.  La  fonction  ^^{x)  du  deuxième 
degré  ne  peut  avoir  d'autres  racines  que  les  points  de  ramification  ; 
car,  autrement,  l'intégrale  (ii)  aurait  les  points  critiques  loga- 
rithmiques, ce  qui  est  impossible.  Il  est  facile  de  prouver  que 

Fj(  j?;  =  x^-h  aar-+-  b. 
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Ea   eflel  au  voisina^^e  de  chacun   des  points   de  ramîQcation 
rîniégrale  (i  i)  reste  finie,  à  l'exception  des  points 

aux  environs  de  ces  derniers,  nous  avons 

lim(M)  =  o; 
donc 

Ç(  m)  =  00. 
Par  celle  raison,  nous  avons 


^'  V    {x{x^-{-  aix^-^  b^x  -\-  Ci){x^-\-  ax  -\-  b){x  —  r) 


{A  suivre.) 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 


Clerkb  (Agnes-M.).  —  Problems  of  Astrophysics,  In-8'',  '38.î  p.  avec^ 
81  lig-  London,  Black.  -20  sli. 

Darwin  CG.-H.).  —  Stability  of  the  pear-$haped  figure  of  the  equi- 
librium  of  a  rotating  niass  of  liquid.  In-4",  G4  p.  London,  Dulau.  3  sh. 

Havinga  (E.  ).  —  Onze  sterrenhcmel  en  lict  nenien  van  nachtelijke 
observdties.  Avec  1  cartes  et  f\  fig.  In-8",  102  p.  Amsterdam,  Stemler. 
Helir.  3  11. 

Heath(T.).  —  Tsventieth  century  Atlas  of  popular  Astrononiy. 
'i.'i  planches.  In-8<».  London,  Johnston.  7  sh.  6  d. 

IfiLLMAYR  (WiLH.  RiTTER  V.).  —  BestimmuniT  der  Balin  des  Konietcn 
18  *|.   111   (Tirage  à  part).  In- 8",  44  P-  Wien,  Gerold's  Sohn,  •>  m.  80  pf. 

lÎL'iiBERT  (G.).  —  Cours  d* Analyse,  professé  à  l'École  polytech- 
nu/ue,  T.  I.  I11-8";  xvi-484  p.  avec  lig.  Paris,  Gauthier-Vinars.  iG  fr. 


'1 


64  PllP.MIËUE  PAIITIK. 

Nkwcomb  (S.).  —  Astronomy  for  everybody.  Avec  ligures.  In-ia. 
\cw-York.  losli.  ()  cl. 

SciiusTKR  (A.  ).  —  On  some  dejinite  intégral  s  ^  and  a  new  meihod  of 
rediici/ii^  aj'iinction  nf  spherical  co-ordinates  to  a  xeries  of  sphericai 
harmonies.  In -4"»  \'*-  P-  I-ondon,  Dulau.  ■>.  sli. 

Sti'DY  (K.i.  —  Géométrie  der  Dynamen,  Die  Zusammentetzung  von 
Krîiften  ii.  venvandte  Geffenstiindc  der  Géométrie,  a*  livraison.  Gr. 
in-S",  avec  llg.  et  i  carie.  Leipzig,  Teubner.  iJ  m.40  pf.  (Complet,  21  m.; 
relié,  v.S  m.  ) 

CzL'RKR  (E.).  —  Wahrscheinlichkeitsrerhnunff  u,  ihre.  Anwendunff. 
•>'  paille.  (Teubner's  Sammmlunf^  von  Lehrbuchern,..,  t.  IX,  a'  partie) 
(ir.  in-8".  Leipzig,  Tcubner.  12  m.;  complet  en  1  vol.,  'x\  m. 

PoiNCARK  (H.).  --  La  Science  et  lliypothèse.  In- 18  Jésus, '288  p.  Paris, 
Flammarion.  3  fr.  5o  c. 

BiA>CHi  (LuiGi).  —  Lezioni  suUa  teoria  dci  gruppi  continui  finiti  di 
trasformazioni;  anno  i90'2-i9o3.  Gr.  in-8",  708  p.  lithogr.  Pisa,  Spocrrî- 
12  m.  80  pf. 

HoREL  (K.).  —  Leçons  sur  les  fonctions  méromorpheSf  professées  au 
Collège  (le  France,  hi-8",  vi-124  p.  Paris,  Gauthier-Villars.  3  fr.  5o  c. 

Lalandk  (J.  de).  —  Tables  de  logarithmes,  étendues  à  sept  décimales 
par  F.-C.-INI.  Marie,  \oiiv.  édit.  In-ifi,  xi.n-'Jt38  p.  Paris,  Gautliier-Villars. 
3  fr.  5o  c. 

—  Tables  de  logarithmes  à  cim/  décimales  pour  les  nombres  et  les 
sinus.  Kdition  sléréoiype.  I11-18,  xmi-'p.36  p.  Paris,  Gauthier-Villars.  2  fr. 

L(*:v\'v(M.).  —  Ephêmc rides  des  étoiles  de  cidmination  lunaire  et 
de  longitude  pour  1904.  Ï"-4**î  4»  P-  Paris,  rraulliicr-Villars.  f\  fr. 

HoLTZMANN  (LuDW.).  —  Ueber  die  Prinzipien  der  Meehanik.  Zwei 
akadom.  Antrittsreden.  ln-8",  4^  P-  l-<?ip7.ig,  Hirzel.  i  m. 

NiXMAXN  (G.). —  Ueber  die  Maxivrll-f/ertz'sche  Théorie.  3'  Partie. 
In-8°,  2:>  p.  avec  3  fig.  Leipzig,  Tcubner.  i  m.  'ïo  pf. 

SÉLKiMANN-LL'i.  —  Xotc  sur  une  interprétation  mécanique  des  prin- 
cipes de  lu  Thermodynamique,  ln-8",  7/  p.  avec  fig.  Paris,  V**  Duood. 


rf-w 


m  1 1.1:11  N 


iS  AiAiiiL.UAiluLLS.  ■ 


?*''"' 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  05 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 


GRACE  (J.-H.)  et  VOUNG  (A.).  —  Tiii-:  Algiibra  of  invaki.vnts.  i  vol. 
in-8';  vi-38{  pages.  Cambridge,  Univcrsity  Press,  icjoi. 

U Algèbre  des  invar i'anf s  du  y\M.  (îracc  cl  Yoiinj;,^  rendra  les 

meilleurs  services  à  ceux  qui  veulent  apprendre  ce  qu'il  y  a  de 

Ibiidainental  dans  cette  théorie;  la  lecture  en  est  claire  et  facile  ; 

les  idées  essentielles  sont  bien  mises  en  relief  et  Tinlérét  ne  lan- 

|iiil  pas.   L*étude  des  invariants  est  fondée  sur  cette  nottttion 

Pfmholique  dont  les  niatliénialieiens  allemands  ont   su    tirer    si 

|nnd parti.  Dans  la  Préface  <le  son  excellenleyi/i'V'^/v/  (1rs  r/uan' 

lijfBes,  M.  Elliott  avait  exprimé  le  rcf^ret  qu'aucun   livre  n'eut 

encore  été  publié  en  langue  an<^lnise  où   l'auteur  se  plaçât  à  ce 

pobt  de  vue:  le  Livre  de  ^IM.  Grâce  et  Younj;  semble  devoir 

lépondre  au  désir  de  M.  Elliott.    Il   convient  d'ajouter  que  les 

ioleurs,tout  en  se  reportant  aux  sources  comme  il  convient,  n'ont 

BoUemcDt  fait  un  travail  de  compilation ^  mais   bien  une  onivre 

ijni  se  suit  et  ou  tout  se  tient. 

l-pscinq  premiers  Chapitres  aboutissent  à  la  déinonslralion  du 
Inéorèine  do  M.  Gordan  sur  le  nombre  fini  des  iu\arianls  d'un 
syslrme  de  n  formes  binaires  el  Ton  peut  tlire  (juils  préparent 
cette  démonstration. 

La  notation    symboliqui;  est    introduite   drs   le  début,   et  Ton 
montre,  sur  une  suite  d'exemples,  (!()mment  elle  permet  (roblenir 
jiDinéJiatement  des   invariants   et    des  covariauts.  (  )n  démontre 
ensailc  comment  la  forme  trouvée   pour  les  expressicuis  symbo- 
liques de  ces  invariants  ou   covariauts  convient  à  tous  les  iiiva- 
riaots  ou  covariants  :  une  démonstration  e>t  fondée  sur  les  pro- 
priétés de  l'opérateur  différent i<.'l 

O  r=    — 

ODC  autre  est  celle  même  (|ue  Ton  doit  à  (ùlebsch.   Les  auteur> 

développent  ensuite  les  propriétés  fondamentales  d(.s  polaires  el 

Bull,  des  Sciences  matlnim.^  -»'  ^cric,  t..  WVllI.  (.Mar-i  hj-'j.)  5 
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des  transvectants  (  Ueberschiebungen)^  les  procédés  que  l'on 
doit  à  M.  Gordan  pour  le  calcul  de  ces  dernières  expressions,  et 
consacrent  un  Chapitre  à  la  discussion  détaillée  des  invariants  et 
covarîanls  d'une  forme  binaire  d'ordre  i,  2,  3  ou  4)  de  manière 
à  montrer  que  Ton  a,  pour  chacune  de  ces  formes,  obtenu  le  sys- 
tème complet  de  ses  concomitants,  d'où  tous  les  autres  invariants 
ou  covariants  se  déduisent  rationnellement.  Le  Chapitre  suivant 
contient  la  troisième  preuve  donnée  par  M.  Gordan  de  l'important 
théorème  auquel  son  nom  restera  attaché  ;  on  notera  le  parti  que 
les  auteurs  ont  su  tirer,  pour  cette  exposition,  des  Mémoires  de 
M.  C.  Jordan  sur  la  théorie  des  invariants. 

La  méthode  de  M.  Gordan  est  ensuite  appliquée  à  la  forme  du 
cinquième  degré,  de  manière  à  obtenir  le  système  complet  et 
irréductible  de  ses  covariants. 

L'extension  du  théorème  de  M.  Gordan  aux  systèmes  de  formes 
binaires  est  à  peu  près  immédiate.  Les  auteurs  consacrent  quelques 
pages  à  la  détermination  des  s^'stèmes  complets  dans  les  cas  les 
plus  simples. 

La  partie  purement  algébrique  de  leur  Livre  se  termine  par 
l'exposition  de  la  démonstration  du  théorème  de  M.  Gordan  que 
l'on  doit  à  M.  Hilbert.  Cette  démonstration,  en  raison  de  sa  sim- 
plicité et  de  la  portée  du  lemme  qui  lui  sert  de  base,  ne  pouvait 
être  passée  sous  silence.  On  notera,  dans  le  Chapitre  où  elle  est 
exposée,  la  démonstration  que  M.  Gordan  a  donnée  de  ce  lemme 
dans  le  Journal  de  M.  Jordan  (1900). 

Les  sujets  qui  sont  traités  dans  le  reste  du  Livre  ont  un  grand 
intérêt  géométrique  ;  ce  sont  d'abord  les  interprétations  directes 
des  formes  binaires  considérées  comme  représentant  des  systèmes 
de  points,  sur  une  droite,  sur  une  courbe  rationnelle,  ou  encore 
dans  le  plan,  quand  on  regarde  la  variable  comme  complexe;  c'est 
ensuite  la  théorie  de  l'apolarité  pour  les  formes  binaires,  et  ses 
applications  aux  coniques,  aux  cubiques  planes  rationnelles,  aux 
cubiques  gauches,  aux  quartiques  rationnelles,  etc. 

Deux  Chapitres  sont  consacrés  aux   formes  ternaires  ;   on  y 

trouvera  en  particulier  le  système  complet  relatif  à  deux  formes 

quadratiques.  La  théorie  de  l'apolarité  est  reprise  pour  les  formes 

ternaires.  Les  auteurs  traitent  ensuite  des  types  de  covariants,  en 

regardant  comme  appartenant  au  même  type  que  le  covariant  ^ 
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simollané  de  deux  formes  binaires 

(Ao,  A,,  ...,  Art)(a'i,iPî)«, 
(Bo,  Bi,  ...,B;,)(a:,,a-î)«, 

tous  ceux  qui  s*en  déduisent  par  l'opération 

Ao  -rjr h  A 1  — rr h  ...  -h  A« 


Eofio  le  dernier  Chapitre  se  rapporte  à  d^intéressantes  rela- 
tions entre  les  théories  précédemment  développées  et  la  théorie 
des  groupes  finis  de  substitutions  ;  on  y  notera  divers  résultais 
antérieurement  publiés  par  M.  Young. 

Quatre  appendices  terminent  l'Ouvrage  ;  le  premier  concerne 
la  théorie  chimico-aigébrique,  le  second  le  théorème  de  Wronski 
et  Tapplication  des  transvectants  aux  équations  difTérentielles,  le 
troisième  une  nouvelle  démonstration  d'un  théorème  de  M.  Jordan 
dont  les  auteurs  avaient  montré  Fimportance  dans  les  études 
préliminaires  à  la  démonstration  de  théorème  de  M.  Gordan  ;  le 
dernier  enfin  à  d'intéressants  résultats  obtenus  par  M.  Grâce  dans 
la  théorie  des  perpétuants.  J.  T. 


C.aSTELNUOVO  (G.).  —  Leziom  di  Geometria  analitica  e  pkojettiva. 
Volume  I.  Forme  di  prima  specie.  Geometria  analitica  del  piano.  Clrve 
DI  SECOND  ORDINE.  1  vol.  in-8°;  vii-507  pa^es.  Roma-Milano,  Societa  édi- 
trice Dante  Ali^'hieri  di  Albrighi.  Segati  et  C'*,  190  j. 

Le  Livre  de  M.  Castelnuovo  est  un  livre  élt-menlalre,  mais  il 
a  été  conçu  et  rédigé  par  un  savant:  il  intéressera  donc  d'autres 
lecteurs  que  les  étudiants  pour  lesquels  il  a  été  spécialement 
écrit,  et  ceux-ci  ne  seront  pas  les  seuls  à  être  reconnaissants 
à  l'auteur  de  la  peine  qu'il  s'est  donnée. 

Ces  leçons  de  Géométrie  sont  le  résultat  de  la  fusion  en  un  seul 
cours,  à  rUniversité  de  Rome,  des  cours  traditionnels  de  Géomr- 
tric  projective  synthétique  et  de  Géométrie  analytique,  fusion  que 
recommandait  déjà  Cremona  :  elles  s'adressent  à  un  public  d'ctu- 
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(liants  qui,  pour  la  plupart,  se  destinent  à  être  ingénieurs.  Dans 
ces  conditions,  les  quelques  raisons  qu'on  peut  faire  valoir  contre 
la  fusion  des  deux  enseignements  tombent  d^elles-mémes.  Ces 
raisons,  après  tout,  se  réduisent  à  un  certain  goût  pour  la  pureté 
des  doctrines  :  un  pareil  goût  est  le  fait  de  gens  distingués  qui, 
pour  mieux  les  savourer,  veulent  boire  dans  des  verres  séparés 
les  vins  qui  ne  sortent  pas  de  la  même  bouteille;  sans  trop  s'em- 
barrasser de  ce  goût  raffiné,  M.  Castelnuovo  cherche  cependant  à 
l 'éveiller  chez  son  lecteur  ;  tout  en  mélangean  t  le  métrique  et  le  pro- 
jectif,  il  montre  qu'il  est  possible  et  préférable  de  les  séparer  et,  par 
exemple,  après  avoir  fait  reposer,  pour  les  formes  géométriques  de 
première  espèce,  la  définition  de  la  projectivité  sur  Tégalité  du 
rapport  anharmonique  de  quatre  éléments  et  des  éléments  corres- 
pondants, il  démontre  le  théorème  de  von  Staudt  d'après  lequel  une 
correspondance  biunivoque  entre  deux  formes  de  première  espèce, 
pour  laquelle  à  tout  groupe  harmonique  de  l'une  des  formes  cor- 
respond un  groupe  harmonique  de  Tautre,  est  une  projectivité  ;  la 
portée  de  ce  théorème,  dont  la  démonstration  est  d'ailleurs  fort 
simple  et  élégante,  apparaît  nettement,  parce  que  l'auteur  a  fait 
ressortir  auparavant  le  caractère  graphique  que  l'on  peut  donnera 
la  définition  d'un  groupe  harmonique  :  il  lui  permettra  plus  tard 
de  donner  de  la  projectivité  entre  deux  formes  de  seconde  espèce, 
de  la  collinéation  entre  deux  plans  par  exemple,  une  déGnition 
purement  graphique,  et  d'établir  que  la  correspondance  ainsi 
définie  entre  les  éléments  de  deux  droites  de  deux  plans  est  une 
projectivité.  Cette  méthode,  où  le  maître  se  préoccupe  d'abord  de 
donner  à  tous  ses  élèves  un  enseignement  aussi  facile  qu'il  est  pos- 
sible, et  saisit  les  occasions  d'éveiller  chez  les  meilleurs  la  réflexion 
philosophique  et  la  curiosité  de  la  Science,  me  semble  un  excellent 
procédé  de  culture,  qui  assure  l'abondance  et  la  qualité  de  la 
moisson. 

Les  leçons  de  M.  Castelnuovo  s'ouvrent  par  une  introduction 
où  sont  définies  tout  d*abord  les  formes  géométriques  des  diverses 
espèces,  au  sens  de  Sleiner,  et  exposées  plusieurs  notions  fonda- 
mentales. On  y  trouvera,  en  particulier,  quelques  pages  sur  les 
éléments  impropres  (point  à  l'infini  dans  une  direction,  droite 
de  l'infini  dans  un  plan,  etc.),  où  l'introduction  de  ces  éléments 
est  justifiée  par  la  cohérence  qu'elle  permet  dans  le  langage  géo- 
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mëtriqney  qui  ne  semblent  pas  pouvoir  être  rédigées  d\ine  façon 
plus  courte  et  plus  claire;  j'en  dirai  autant  de  ce  qui  concerne  le 
priocîpe  de  dualité. 

Le  Livre  est  divisé  en  trois  Parties  :  les  formes  de  première 
espèce,  la  Géométrie  analytique  du  plan,  les  courbes  du  second 
ordre. 

Dans  la  première  Partie,  l'auteur  traite  d'abord  des  systèmes  de 
coordonnées  pour  une  forme  de  première  espèce  ;  on  notera  le 
soin  avec  lequel  il  a,  tout  d'abord,  mis  en  évidence  les  postulats 
fondamentaux,  la  façon  dont  est  présentée  la  notion  du  rapport 
anharmonique,  la  construction  au  moyen  de  la  règle  de  tout  point 
d'ane  droite  dont  l'abscisse  est  rationnelle,  et  cela  par  des  con- 
struclions  de  quatrièmes  harmoniques,  etc.  J'ai  déjà  parlé  plus  haut 
de  la  façon  dont  est  déGnie  la  projectivité  entre  deux  formes  de 
première  espèce;  l'auteur  ne  manquera  pas  de  remarquer  qu'une 
telle  projectivité  peut  s'obtenir  au  moj'Cn  d'une  suite  de  pro- 
jections et  de  sections.  Un  Chapitre  est  consacré  à  l'invoiulion; 
:je  crois  inutile  d'insister  sur  l'art  avec  lequel  sont  traitées  toutes 
les  constructions. 

A  propos  des  éléments  imaginaires,  M.  Castelnuovo  signale  la 

façon  dont  ils  peuvent  être  définis  d'après  von  Standt  :  un  point 

imaginaire  peut,  par  exemple,  être  défini  paruneinvolution  sur  une 

droite  réelle  et  un  sens  choisi  sur  cette  droite,  et  cette  conception 

permel,  à  son  tour,  de  définir  ce  qu'il  faut  entendre,  par  exemple, 

par  la  droite  qui  joint  un  point  réel  à  un  point  imaginaire.   Les 

brèves  indications  que  donne  Tauteur  sur  ce  sujet  suffisent  sans 

doule  à  faire  pressentir  au  lecteur  réfléchi  les  difficultés  que  pré- 

senieune  introduction  claire  etrigoureuse  des  éléments  imaginaires 

dans  la  pure  Géométrie,  qui  y  répugne  quelque  peu.  Mais,  étant 

donné  le  caractère  vraiment  philosophique  de  son  Livre,  je  ne  puis 

m  empêcher  de    penser  que  M.  Castelnuovo  aurait   pu    insister 

davantage  sur  ces  difficultés,  même  sans  les  lever.  La  pratique  des 

examens  m'a  convaincu,  pour  ma  part,  que  l'emploi  des  éléments 

imaginaires  en   Géométrie  sert  surtout  à  donner  aux  gens  cette 

opinion  qu'un  raisonnement  absurde,  fait  suivant  certains  modèles, 

conduit  à  la  vérité,  et  je  crois  cette  opinion  dangereuse,  même  en 

dehors  des  Mathématiques.    La   plupart   des  étudiants,    tout  en 

maniant  avec  prestesse  les    éléments  imaginaires,   sa  bornent   à 
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parler  de  ces  éléments  comme  s'ils  étaient  réels  et  ne  se  préoc- 
cupent pas  d'autre  chose.  Aussi  bien,  dans  l'ordre  adopté  par 
M.  Castelnuovo,  me  semblerait-il  naturel  de  renvoyer  à  la  Géomé- 
trie analytique  l'introduction  des  éléments  imaginaires;  là,  les 
nombres,  les  formes  et  les  équations  sur  lesquels  on  opère  con- 
servent une  signification  précise  :  encore  conviendrait-il  d'insister 
sur  ce  fait  que  les  propriétés  des  éléments  imaginaires  que  l'on 
traduit  par  un  langage  géométrique  ne  dépendent  pas  du  choix  des 
coordonnées,  et  que  c'est  précisément  parce  qu'elles  ne  dépendent 
pas  de  ces  coordonnées  qu'elles  sont  susceptibles  d'être  traduites 
dans  un  langage  géométrique  :  ainsi,  j'ai  été  quelque  peu  désap- 
pointé en  voyant  que  M.  Castelnuovo  définissait  les  droites  iso- 
tropes avant  même  d'avoir  parlé  de  la  transformation  des  coor- 
données. Je  demande  pardon  à  l'éminent  géomètre  de  ces  critiques 
de  détail,  que  la  rare  qualité  de  son  Livre  m'a  donné  le  courage  de 
formuler  :  les  gens  dont  le  métier  est  de  réfléchir  sur  les  matières 
de  l'enseignement  sont,  de  temps  en  temps,  tourmentés  par  des 
idées  fixes,  dont  ils  essaient  de  se  soulager  en  les  exprimant  : 
voilà  qui  est  fait. 

Trois  Chapitres  sont  consacrés  aux  éléments  de  Géométrie 
analytique;  ils  se  terminent  par  l'étude  de  quelques  courbes  par- 
ticulières, algébriques  ou  transcendantes,  et  suffisent  à  donner  au 
lecteur  le  sens  des  méthodes,  ce  qui  est  l'essentiel.  Un  important 
Chapitre,  dont  j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  dire  un  mot,  se  rapporte 
à  la  projectivité  de  deux  formes  géométriques  de  seconde  espèce, 
en  particulier  à  la  coUinéation  de  deux  plans. 

Enfin,  les  principales  propriétés  des  coniques  sont  exposées 
dans  six  Chapitres,  d'une  lecture  intéressante  et  facile. 

Le  lecteur  sera  heureux  de  retrouver  dans  ces  Leçons  de  Géo- 
métrie le  bel  article  (*)  sur  la  résolution  des  problèmes  de  Géo- 
métrie que  M.  Castelnuovo  avait  écrit  jadis  pour  le  recueil  que 
M.  Euriques  a  publié  sous  le  titre  Questioni  riguardanti  la 
Geometria  e  le  me  n  tare. 

Enfin,  il  importe  de  signaler  le  nombre  et  l'intérêt  des  exercices 
dont  M.  Castelnuovo  a  enrichi  les  leçons,  le  soin  avec  lequel  ils 
sont  gradués  :  quelques-uns  sont  de  simples  exercices,  dans  le 

(')  Voir  Bulletin,  t.  WIV,   1900,  p.  170. 
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sens  strict  du  mot;  d'autres  sont  destinés  à  augmenter  les  connais- 
sances du  lecteur,  s'il  veut  faire  un  effort  dont  il  est  assurément 
capable,  au  point  où  Ta  mené  Fauteur;  l'intérêt  de  ces  exercices 
est  aug^menté  par  les  nombreux  renseignements  historiques  dont 
ils  sont  accompagnés.  J.  T. 


MELSEN  (NiELs).  —  Handbuch  der  Théorie  der  Gylinderfunktionen. 
I  Yol.  in-8,  xvi-408  pages.  Leipzig,  Teubner,  1904. 

n  semble,  à  une  époque  où  les  Mathématiques  se  sont  singu- 
lièrement développées  dans  le  sens  de  la  généralité  et  de  l'abstrac- 
ûoo,  qu'un  Livre  consacré  à  des  fonctions  spéciales  offre  quelque 
chose  de  reposant.  Ceux  qui  aiment  les  propositions  précises,  les 
formules  élégantes,  les  belles  identités,  et  les  propriétés  qui,  sans 
doute,  sont  particulières,  mais  dont  l'intérêt  est  dans  leur  parti- 
cularité même  et  dans  la  façon  dont  elles  caractérisent  les  fonc- 
tions individuelles  qui  les  possèdent,  liront  avec  plaisir  le  Livre 
"cM.NielsNielsen.  Au  reste,  il  faut  reconnaître  que  les  fonctions 
9"  il  a  choisies,  pour  en  retracer  l'histoire,  sont  particulièrement 
'''ches,  et  qu'il  a  notablement  contribué  à  révéler  cette  richesse, 
beaucoup  des  propriétés  que  contient  ce  manuel  sont  nouvelles, 
^^  'es  nombreuses  propriétés  que  Ton  connaissait  déjà  sont  établies, 
généralisées,  rattachées  entre  elles  d'une  façon  qui  appartient  à 
'auteur.  Une  longue  liste  de  Mémoires,  qui  ne  tient  pas  moins  de 
seize  pages  et  qui  contient  plus  de  cent  cinquante  noms,  montre, 
^  '^  fin  du  Livre,  combien  la  matière  a  déjà  été  ouvrée,  et  quels 
services  les  outils  qu'on  en  a  tirés  ont  déjà  rendus  en  Astronomie 
o^  en  Physique  mathématique. 

^-  auteur  développe  successivement  les  propriétés  fondamen- 
tales des  fonctions  cylindriques,  des  intégrales  définies  où  elles 
"gèrent,  les  développements  en  séries  de  fonctions  cylindriques 
<l^s  fonctions  analytiques  ou  des  fonctions  arbitraires. 

"'en  que  ce  Livre   soit  consacré  à  des  propriétés  et  à  des  fonc- 
tions particulières,  c'est  sous  la  forme  la  plus  générale,  et  à  la 
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lumière  de  principes  généraux,  que  l'auteur  développe  les  unes  et 
étudie  les  autres.  Son  exposition  y  gagne  en  intérêt  et  en  simpli- 
cité. J.  T. 


BURKHARDT  (H.).  —  Einfuhru.ng  in  die  Théorie  der ànàlttisciien  Funk- 
TiONEN  EiNER  coMPLE\EN  Verandbrliciiex.  Zweîts,  durchgesehene  und 
teilvveiso  umgearbeitele  Auflagc.  Mit  zahlreichcii  Figuren  im  Tei^l.  i  vol. 
in-S",  xii-224  pages.  Leipzig,  v.  Veil;  1903. 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  seconde  édition  de   cet 
excellent  IJvre,  court  et  pratique.  La  première  remonte  à  1897  (*)• 
Celle-ci    est   améliorée   sur  quelques  points.   Bien  que    l'auteur 
reste  fidèle,  dans  son  exposition,  a  la  doctrine  de  Weîerstrass,  il 
donne  à  la  conception  de  Cauchy  sur  les  intégrales  prises  enlre 
des  variables  imaginaires  une  place  importante,  et  il  ne  pouvait 
manquer  de  profiter  des  travaux  récents  qui  ont  montré  comment 
celte  conception  supposait  seulement  l'existence  de  la  dérivée  de 
la  fonction  à  intégrer.  En  adoptant  la  démonstration  dont  le  prin- 
cipe essentiel  est  dû  à  M.  Goursat,  il  n'avait  plus  besoin  de  la  con- 
sidération des  intégrales  doubles;  ce  qui  lui  permettait  de  simpli- 
fier le  chapitre  où  il  avait  rappelé  (sans  démonstration)  la  suite 
des  propositions  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle 
que  le  lecteur   doit  avoir  présentes   à   l'esprit  pour  bien   com- 
prendre son  Livre.   D'un  autre  côté,   la  plupart  de   ces  propo- 
sitions  ayant    été    établies   dans    son    Algebraische    Analysis , 
M.  Burkhardt  a  été  amené  à  remanier  complètement  cette  partie 
de  son  Livre,  où  les  démonstrations  figurent  maintenant. 

J.  T. 


('  )  Voir  Bulletin,  t.  XXI,  p.  179. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  73 


C\MPBELL  (I.-E.).   —  IXTRODUCTORY  TREATISE    ON    Lie's    THEORY    OF    FINITE 

coxTiNuous  TRANSFORMATION  GRoups.   I  vol.  10-8,  xx-4i6  pagos.  Oxford, 
Clareudon  Press,  1908. 

Le  litre  même  du  Livre  de  M.  Campbell  dit  assez  son  utilité  et 
le  besoin  auquel  il  répond  :  les  Ouvrages  rédigés  par  Sophus  Lie 
Kii-même,   ou   sous   son   inspiration    directe    par    M.   Engels   et 
M.  ScheflerSy  si  admirables  qu'ils  soient,  sont  de  dimensions  (*)  à 
effrayer  un  lecteur  inexpérimenté;   celui-ci  a  besoin  d'un  guide 
pour  s'orienter  dans  ces  régions  nouvelles;    c'est  ce  guide  qu'a 
^oulu  fournir  M.   Campbell;  après  avoir  étudié    son  Livre,  les 
étudiants   pourront  recourir   sans   crainte  aux  Ouvrages  et  aux 
Hémoires  originaux;  ils  se  trouveront  sur  un  terrain  connu. 
Voici,  d'après  M.  Campbell  lui-même,  Tordre  de  l'exposition  : 
Le  premier  Chapitre  a  le  caractère  d'une  Introduction;  on  s'y 
efforce  de  donner  au  lecteur  une  idée  générale  de  la  théorie  des 
groupes.  Le  second  contient   des  illustrations    élémentaires    du 
pnncipe  de  l'extension  des  transformations  ponctuelles.  Les  théo- 
rèmes fondamentaux  de  la  théorie  des  groupes  sont  exposés  dans 
les  Chapitres  III-V.  Dans  les   Chapitres  VI   et  Vil  on  applique 
celle  théorie    aux   systèmes    complets  d'équations    linéaires    aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On  s'occupe,   dans  le  Cha- 
pitre VllI,   des  invariants  associés   aux  groupes;    dans   le    Cha- 
pitre IX,  de  la  division  des  groupes  en  classes;   puis,   dans  le 
Chapitre  X,  de  la  condition  pour  que  deux  groupes  puissent  être 
transformés  l'un  dans  l'autre,   et,   dans    le   Chapitre  suivant,   de 
J'jsomorphisnic.  Les  Chapitres  XII  et  XIII  concernent  la  forma- 
lion  d'un  groupe  lorsqu'on  connaît  les  constantes  de  slructure.  Le 
Cliapilre  XIV  traite  de  l'équation  de  PfafTet  des  intégrales  d'une 
éqwatron  aux  dérivées  partielles,  non  linéaire,  du  premier  ordre. 
Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  s^'stèmes  complets  de  fonc- 
tions homogènes.    La  théorie  des  transformations  de  contact  est 
développée  dans  les  Chapitres  XVI-XIX;  celle  des  invariants  dif- 


('  )  Sauf,  toutefois,  les  Dijfcrential-Gieichungen  de  M.  Schciïcrs. 


74  PREMIÈRE  PARTIE. 

férentîels,  dans  le  Chapitre  suivant.  Dans  les  Chapitres  XXI- 
XXIV,  on  montre  que,  lorsque  le  nombre  de  variables  ne  dépasse 
pas  trois,  tous  les  types  de  groupes  peuvent  être  obtenus.  Enfin^ 
dans  le  Chapitre  XXV,  Fauteur  étudie  les  relations  entre  les  sys- 
tèmes de  nombres  complexes  et  certains  groupes  linéaires. 

Ce  résumé,  si  sec  quMl  soit,  suffira  pour  montrer  au  lecteur 
combien  la  matière  est  riche.  Les  nombreux  exemples  traités  par 
M.  Campbell,  la  traduction,  dans  le  langage  géométrique,  des 
théories  abstraites,  ne  pourront  manquer  d'intéresser  le  lecteur. 

J.  T. 


MÉLANGES 


RECHERCHE  ANALYTIQUE  SUR  LA  RÉDUCTION  DBS  INTÉGRALES 

ABÉLIENNES  DE  SECONDE  ESPÈCE; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 
{Suite  et  fin,) 

II. 

6.  Considérons  maintenant  les  intégrales  réductibles  de  seconde 
espèce  dépendant  des  radicaux  des  troisième,  sixième  et  qua- 
trième degrés. 

Voici  un  exemple  où  la  réduction  s'effectuera  à  Taide  de  la 
substitution  entière.  Soit  donnée 


/ 


dx 

=  u. 


y/{x  -h  a)(j?2-f-  ihx  -h  c)* 
Il  faut  choisir  la  fonction  F(^)  de  manière  que 

,,,.  r '^{x)dx 

J    ^^x -\- a){x^-^'?.hx -¥■  c)^ 
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Posons 

Pour  déterminer  le  degré  k  de  la  fonction  F(a:),  posons  x=:co 
dans  (i4)  et  (i5),  nous  avons  alors 

Zk  —  2  =  2,        A:=^» 
De  Téquation  (i5)  nous  obtiendrons 


( 


j-^  (a  —  Mo)' P'V  wo) -+-. . .  j . 


Aax  environs  du  point  de  ramification 

a?  -h  a  =  o 

noos  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

(a  —  Mo)*. 

Aux  environs  des  points  de  ramificalîon 

x^ -^  '}.b X  -{-  c  =  o 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

Pour  :r  =  x>  nous  avons  un  développement  avec  la  partie  prin- 
cipale 

_3 
U      ^ 

A  l'exception  de  ces  valeurs,  x  est  une  fonction  holoraorplie 
dans  toute  l'étendue  du  plan.  Par  cette  raison,  pour  les  valeurs 

x  -r-  a  =  o,         x^  -\~  'y.  b  X  -\-  c  =^  o, 

nous  devons  avoir 

J>(wo)  =  o, 
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c'est-à-dire 

p*'(Mo)  =  o,        p''{mo)  =  o,        p"(mo)?^o; 
et  nous  avons 
(17)        x^-^'iax'h  P  =  Xp'(ao)  H ^(u ^  Uq)^ p'" (uo)  -^ .  -  ' t 


p'(ao)=-T-Xv/— ^j. 
De  Téquation  (i-)  nous  avons 


ar'-h  2aar-f-  ^  —  X/—  ^j=  ar*-h  26a? -f-  c. 


D'où  il  suit  que 


a  =  a  =  6,         P-hX/— ^3=«*,         P  — X/— ^,  =  c; 
par  conséquent 

M— Y"'         >^/— ^s=— ;^'         XV3  =  -^(a  — c)«. 
Comme  A"  =:  -5  >  il  faut  prendre 

f(x)  étant  une  fonction  rationnelle.  Désignons  par  (x  —  ^o)*^  ^^ 
facteur  de  la  fonction  /{x)  et  admettons  que  x  —  Xq^=  o  n'est  pas 
un  point  de  ramification.  De  l'équation  (i4)  nous  aurons  un  déve- 
loppement de  la  forme 

1±1 

(x  —  Xq)    '     =  \o(u  —  v)p{ç)-^ 

et,  comme  x  —  Xq  doit  être  une  fonction  holomorphe  aux  environs 
du  point 

X  —  To=  O, 

nous  devons  avoir 

X  —  a:o  =  B  (  M  —  t'  )'  -f- . . . . 
Cette  égalité  est  impossible,  il  s'ensuit  que 

X  —  Xq=  o 
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doit  être  un  point  de  ramification.  En  posant 


nous  avons 


Y         I  4 

3       3-^'=3'         ï  =  ^' 


Admettant  maintenant  que  Xq  est  une  racine  quelconque  de 

Téquation 

07* -H  'jtbx-^  c  =  o, 

nous  devons  avoir 

3-3-^'=3'  ^='- 

Par  conséquent 

/(x)  =  (x  -^  a)^{x^-h  ibx  -4-  c); 
donc 

7.  Donnons  encore  un  exemple.  Soit  donnée 

dx 


/ 


=  M. 


Il  faut  choisir  F(x)  de  telle  façon  que 

r  ¥{T)dx  .„  . 

J    Y(x'-hiax  -r-  o)(X'-^  'irx  -^  S)' 

L'équation  (19)  nous  montre  que,  aux  environs  de  chacun  des 

points 

x^-h  irx  H-  5  =  o, 

nous  aurons  un  développement  de  x  avec  la  partie  principale  u^. 
Pour  cette  raison  nous  poserons 

ilO)  -r-^ =  Ap  (m,  O,  ^3). 

X* -r-  •?.  r  X  -^  S 

De  l'équation  (19)  on  voit  que,  aux  environs  des  points 

x^-hiax-hb  =  o^ 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 
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Uéquation  (20)  nous  donne 

U  est  clair  que,  aux  environs  des  points 

a?*-*-  lax -h  6  =  0, 
nous  devons  avoir 

p{v)  =  o,        p'iv)  =  6p*(i^)  =  o,        p'iv)  =  I2p(i>)p'(i;)  =  0; 

En  désignant 
nous  obtiendrons 

,         a  —  Ar  6  —  hs        .  _ 

ar'  -h  2 7-  ^  ^- 7-  =  (a?  —  ^î  )*i 

I —  n  I  —  A 

{x  —  Xi)(x  —  Xf)  =  x^-^iax  -h  b. 
Par  conséquent 

CL-h  hr       a  —  hr 

-, — I j-  =  2a, 

i-h  A  I  —  A 

I  —  A* 
En  outre 

(at-hAr)«=(i-^A)(P-+-A*), 

(a  —  Ar)»  =  (1  —  A)(P  —  A*). 

On  peut  présenter  ces  équations  de  la  manière  suivante 

1*»  a  — A»r  =  a(i  — Aî), 
2**  '2  a  r  =  p  -h  5, 

3"  a»-t- A«rî=  Ph- A»*, 

4*»  a*— AVî=é»(i  — A*); 

d'où  il  suit  que 

(I)  b-^s  =  2ar,        h^=      ""     ,  i— .A«=  : 

a  —  r  a  —  r 

(II)  (a  — r)»=-î^ ^ ,  a= ; 

'  a  —  r  a  —  r 

/iif\  a       ^*~"^''  -v»  6  — a* 


a  °        (r  —  a)' 
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Enfin,  faisant  x  =  co  dans  Téquation  (s^o),  nous  trouvons 

Xp'a  =  i,         2(a  —  a)  =  —  6Xp*(a); 

d'où  il  suit  que 


a*  (r  —  «)(/•*  —  s) 

Par  conséquent 

(g  —  r)x^-\-  i(ar  —  s)x  -^  br  —  as  __  3'      p'{u,j  o,  ^3) 
j7*-h  2ra? -+-5  ""  2*  (r — «)(/'* — •s) 

Il  est  facile  de  prouver  : 
i**  Que  le  degré  de  F(^)  est 

2^  Que 

F(rp)  =  î/7(F), 

ohfi^x)  est  une  fonction  rationnelle; 

3®  Que  J{x)  peut  renfermer  seulement  des  facteurs  {x  —  ^0)" 
pour  lesquels  p(^Uft)=^  o,  c'est-à-dire  des  facteurs 

(a)  {x^-^iax  -\-  b)^ 

{b)  (a?*-f- 2ra?-+- 5). 

Si  f{x)  renferme  un  facteur  {^x  —  Xq)J  du  polynôme  (a),  nous 

avons 

y  —  1  4 

Si  J{x)  renferme  un  facteur  {x  —  x^^  du  polynôme  (6),  nous 

avons 

i  —7. 

r 1-1=2,  t  =  1; 

donc 

/        / X^  •  '     ")  (Z  X     \     l) 

I  l/"~r^ — ^ ^^  =  AÇ(a,  o,  ^3), 

6  H-  5  =  '2  a/'  ; 

A  est  un  facteur  constant,  facile  à  déterminer. 

8.    Considérons  maintenant  les  intégrales  dépendant  des  radi- 
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eaux  du  sixième  degré.  Soit  donnée  Tintégrale 

dx 


I 


^{x  —  a)^{x  —  b)^{x^-r-  1CX  -+-  e)^ 


=  w. 


Il  faut  choisir  F(x)  (le  telle  manière  que 

V{x)dx 

/(j-  —  aY(x  —  b )^ {x^ -k-  7.C X  -^  ey 


f 


=  A;(a,  o,  ^3). 


Au  voisinage  du  point  de  ramification 


X  —  a  =  o 


nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale  u^  ;  par 
cette  raison  supposons 

f{x)  étant  un  polynôme.  Nous  avons 

f(x)  /  I  \* 

^_    -3  ^>^(p(wo)-+-(w— «o)p'(wo)-f-  -(m  — Mo)'p'(mo)-^.-.  )   - 

Aux  environs  du  point  de  ramification 

X  —  b  =  o 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 


(a  — Mo)*; 


2  . 


par  conséquent,  prenons 

p{uo)  =  o, 


/(x)  =  (x^b)^; 


alors 

(21) 


/x  —  by_ 


>^PHw,  o»  ^s)- 


Aux  environs  des  points  de  ramification 

X^-\-  1CX  -h  e  =  o 

nous  avons  un  développement  avec  la  partie  principale 

(a  —  Mo)*. 
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Par  conséquent,  en  prenant 

p'(iio)  =  o,  Xp»(Mo)=  7>^^3=  h, 

Dous  aurons 

(^""      )  —  7^^3=  -p*(Wo)p'(wo)(w  — Wo)»-+--..; 
\  «r  —  a  /        4  * 

d^où  îi  suit  que 

ah  —  b  b*  —  a*  h 

I  —  h  I  —  h 

ah  —  b  __  b^—  a^h  _ 

,        I  ^  6  -J-  c 

4  a  -+-  c 

e  =  —  {ab  -h  bc  -h  ac). 

Pour  x  =  ao   nous   aurons  un    développement  avec   la   partie 
principale 

D^autre  part,  Téquation  (21)  nous  donne 
iii}  i  -^i(a  —  b) — 1-...  =  X[pp-H  (m  —  i»)pV -+-...]»; 

X 

par  conséquent 

XpHi')  =  i,        3Xp«(p)p'(i')  =  2(6  — a): 
d'où 

X=  ^ 


par  conséquent 


2* 

^3=  ^(a  — 6)»(«-^c)(6-i-c). 


De  Inéquation 

/F{x)fix 
^j  ,  -  =  AÇ(i/,  o,  ^5) 

o«iUS  aurons,  pour  x  =  x),  un  développement  avec  la  partie  pria 

ci  paie 

_i 

Suit,  des  Sciencei  maihém.»  2*  série,  t.  XXVIII.  (Marâ  1904.) 


<.^ 
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A*  étant  le  degré  de  la  fonction  P{x),  D'autre  part,  réqiialion  (22) 
nous  donne  un  développement  avec  la  partie  principale 

donc 

A:  =  o. 

L^équation  (21)  nous    montre  que  x  est  une  fonction    holo- 
morphe  de  u  dans  toute  Tétendue  du  plan,  sauf  un  seul  point 

X  —  6  =  0, 

pour  lequel  nous  avons 

p{Uo)  =  o,         p'(uo)9^o. 

En  posant  que  F{x)  renferme  le  facteur  (x  —  by  nous  devons 

avoir 

I  4  .      '2 

En  posant  que  F{x)  renferme  le  facteur  (x  —  a)*',  nous  aurons 

.,2  I  ,2 

'-3-"'  =  -5'        '=-3- 

Posons  enfin  que  F(x)  renferme  {x'^  -\-  2cx  -\-  e)'':  alors 


-.1  I  , 

r h  I  =  -  >         r  =  o. 

•2  2 


Par  conséquent 


''"-V/(J^)' 


A  étant  une  constante,  facile  à  déterminer. 


9.   Soit  donnée  l'intégrale 


dx 

=  a. 


j    ')/(x  —  a){x  —  b)*{x  —  c)^x^ 

Il  faut  choisir  F(jc)  de  telle  sorte  que 

/F (x) dx 
,j  ^    \  ^-  =  AÇ(a,  ^„  o). 

>J{x  —  (i){x  —  b)^^x  —  c)^x^ 
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Aux  environs  du  point  x  —  a  =  o  nous  avons  un  développe- 
ment de  X  avec  la  partie  principale 


«i 


Par  celle  raison,  supposons 


f\x)  étant  un  polynôme.  Nous  avons 

fix)  /  I  \* 

y^_^yg  =Xfp(a«)-H(a  — i«o)p'(«o)H-  -  (a  — Mo)»p'(Wo)-+-...  )  . 

■ 

Aa  voisinage  du  point  x  —  6  =  0  nous  avons  un  développe- 
.  meni  avec  la  partie  principale 

(14  —  Mo)*. 

D^autre  part,  si  nous  prenons 

p(Mo)  =  0, 

il  vient 

et  alors 

fix) 

4^(  //;  étant  une  fonction  holomorphe,  et 

*(ao)?^o. 
Pour  cette  raison 

f{x)  =  {x  —  b)fi(x)y 

fîix)  étant  un  poljnome.  Au  voisinage  du  point  x  —  c  =  o 
nous  devons  avoir  un  développement  de  x  avec  la  partie  princi- 
pale 

(a  — Mo)»; 

on  peut  donc  prendre 
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et  alors  nous  avons 

Si,  dans  celle  équalion,  nous  prenons 


il  viendra 


4 


^i{u)  élani  une  fonclion  holomorphe,  el 
En  ou  Ire 

^{Xo)-^  (X  —  Xo)    ^'(Xq) 

1.2  4 

11  esl  facile  de  voir  que 

car  a:  =  o  esl  un  poinl  de  ramificalion.  Il  s'ensuit  que 

(x  —  ô)(a:  —  c)*—  -  X^,(ar  —  a)^  =  x(x  —  a)», 

4 

a  élanl  la  racine  de  Téqualion 

i\,'{x)  =  o. 

Il  esl  facile  de  prouver  que 

3  6c  —  ac  —  2ab 

a  =  — j • 

o  -^  ic  —  Sa 

Nous  avons 

liac -^  lab  —  Zbc)       a{^bc^—  a^b  —  la^c) 
b -\- ic  —  3a  a' — bc^  ' 

lab -Jf  ac  —  36c  a^c 


(6-4-2C  — 3a)«        a^—bc^ 

De  ces  équations  on  déduit  Tégalité  suivante 

a6  -h  Sbc  —  4  «c  =  o 
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qui  exprime  la  condilion  nécessaire  et  suffisante  de  laréductibilité 
de  notre  intégrale. 

De  l'équation  (28)  nous  avons,  pour  x  =  oo,    un  développe- 
rnenl  de  la  forme 

i  -h  (Sa  —  b  —  2c) — h...=  Xpî(p)  -h^'kp(v)  p'(v)(u  —  p)-H...; 

X 

pa  Inconséquent 

\pHv)  =  I,        (3a  — 6  -  ic)*=i'k^pHi>)[ipHv)—gip{v)l 

Il  s^ensuit  que 

X  —      '^'  (  a^  —  ^c*  y 
~~  a^(b-h^c  —  3a)*' 

__  a^bc*(b-^2C  —  3a)^ 
Nous  avons 


J    v(ar  —  a)(x  —  b)^(x  ~  cj^x* 

iu  —  v)^ 


1 .2 


De  ce  qui  précède  on  voit  que  x  est  une  fonction  holomorphe 
de  u  dans  toute  Tétendue  du  plan,  sauf  un  seul  point  de  ramifica- 
lion  jc  —  ^  =  o.  En  supposant  que  F(.r)  renferme  le  facteur 
(X  —  <iP\  nous  aurons 


• 

I                    3 

3 

,/ 

,    -hl-            ;, 

y  - 

4                           4 

•2 

i 

De    même,   il  est  facile  de   voir  que  F(:r)  renferme  (x  —  b)^ 
et  I  .V  —  c).   El  comme  le  de^ré  de  F(^)  est  /r  =  o,  nous  aurons 


Par  conséquent,  nous  aurons 


/    i  / z 7-  dx  =  A  Ç (  M,  ^'2n  o 

./    .r  -  ay    x^(x  —  a)Hx  —  b)  ^ 

Saint-Pétersbourg,  17-30  décembre  iqoB. 
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SUR  L*UNIGITË  DE  LA  SOLUTION  SIMPLE  FONDAMENTALE  ET  DE  L'EX- 
PRESSION ASTMPTOTIQUE  DES  TEMPÉRATURES,  DANS  LE  PROBLÈME 
OU  REFROIDISSEMENT  ; 

Par  m.  J.  BOUSSINESQ. 


I.  Oq  sait  comment  Fourier,  dans  le  problème  du  refroidisse- 
ment des  corps,  a  mis  ^expression  générale  de  leur  température  u 
sous  la  forme  d'une  série,  dont  les  termes,  dits  solutions simpleSy 
sont,  chacun,  le  produit  d^une  constante  arbitraire,  chanî^eante 
avec  Fétat  initial,  par  un  facteur  U,  fonction  des  coordonnées  x, 
y^  z,  et  par  une  exponentielle  décroissante,  e""**',  où  fio:ure  le 
temps  /,  ces  fonctions  U  et  les  coefficients  d*extinction  m  dépendant 
uniquement  de  la  conGguration  ainsi  que  de  la  nature  du  corps, 
et  les  valeurs  de  m  étant  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure  qu^on 
avance  dans  la  série.  D'ailleurs,  si  l'on  se  borne  aux  cas  efiecti- 
vement  traités  par  Fourier  et  ses  successeurs,  il  correspond  tou- 
jours, à  la  valeur  de  m  la  plus  petite,  une  fonction  U  unique  et 
de  même  signe  dans  tout  le  corps,  donnant  ainsi  une  solution 
simple  QXjer'^^j  dhe  fondamentale,  qui,  à  elle  seule,  sans  autre 
arbitraire  que  C,  exprime  la  température  asymptotiquement^ 
c'est-à-dire  quand  le  temps  t  devient  très  grand  :  au  contraire,  pour 
les  autres  valeurs  de  m,  le  facteur  U  change  de  signe  dans  Tinté- 
rieur  du  corps  et  admet,  parfois,  plusieurs  formes,  ou  donne 
plusieurs  solutions  simples  comportant  tout  autant  de  constantes 
arbitraires,  quoique  à  exponentielle  e"**'  commune.  Après  un 
important  Mémoire  de  M.  Schwarz,  où  était  traitée  par  une 
minutieuse  et  profonde  analyse  la  question  tout  à  fait  analogue 
des  vibrations  transversales  d'une  membrane,  M.  Poincaré,  en 
observant  que  la  température  u  reste  indéfiniment  supérieure  à 
zéro  partout  lorsqu'elle  l'était  au  début,  a  fait  voir,  synlhétique- 
ment,  qu'une  telle  solution  simple,  à  signe  invariable,  existe, 
en  effet,  pour  tout  corps,  et  y  correspond  à  la  plus  petite  valeur 
de  m.  D'autre  part,  M.  Picard  a  démontré,  dans  le  cas  d'une 
plaque  mince,  athermane,  homogène  et  isotrope,  à  bases  imper- 
méables, ayant  son  contour  maintenu  a  la  température  zéro,  que 
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deux  solulioQS  distinctes,  pour  cette  valeur  de  m  la  plus  petite, 
sont  impossibles,  par  suite  de  ce  fait,  établi  au  moyen  d^une  déli- 
cate analyse,  que  renlèvement  d'une  fraction  quelconque  de  la 
plaque  ferait  croître  cette  valeur  m;  car,  si  deux  solutions  simples 
étaient  possibles  pour  la  valeur  de  m  la  plus  petite.  Tune  d'elles 
devrait,  comme  on  sait,  changer  de  signe,  en  s^ annulant,  sur  une 
certaine  surface  tracée  dans  le  corps,  suivant  laquelle  on  pourrait, 
dès  lors,  le  limiter  sans  faire  croître  m. 

Mais  une  démonstration  générale  et  simple  de  cette  unicité  de 
la  solution  fondamentale  paraissait  manquer  encore.  Je  me  pro- 
pose de  la  donner  ici,  pour  tout  corps,  hétérogène,  à  contexture 
symétrique  (c'est-à-dire  admettant  un  potentiel  des  flux  de  cha- 
leur), et  à  surface  ou  intérieur  rayonnants.  Je  supposerai  môme 
d'abord,  fonctions  non  seulement  de  x^  y,  z,  mais  aussi  du 
temps/,  les  divers  coefficients  spécifiques,  savoir,  la  capacité  p, 
les  six  conductibilités  intérieures  a,  b,  c,  d,  e,  f,  la  conductibilité 
superficielle  k  et  le  pouvoir  rayonnant  A*!  (*). 

II.  Oq  aura  comme  équation  indéfinie  du  problème 

d.pu       d¥j:       dFy       ^F.       , 

où  les  trois  flux  F^,  F^,  F^  recevront  les  expressions 

^  du       .  du  du 

dx  dy  dz 


{'A)  l^y=^^-.-^^-j--^^-y\^ 


du       ,   du        ,  du 
dx  dy  dz 


„  du        ^  du  du 

F-  =  e-7 — hd-7 hc-7-, 

dx  dy  dz 

et  ou,  d'ailleurs,  par  suite  de  ce  fait  que  la  chaleur  traverse  les 


(')  Cette  hypothèse,  de  propriétés  calorifiques  variables  avec  le  temps,  ne 
serait,  peut-être,  guère  utile  dans  la  question  proprement  dite  du  refroidissement; 
mais  elle  est  indispensable  dans  des  problèmes  analogues  offerts  par  la  théorie  de 
la  Jiltration.  On  peut  voir,  à  ce  sujet,  au  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  de  1904  (pages  '19  et  63),  les  paragraphes  IX  et  \  de  mes  Recherches 
théoriques  sur  l'écoulement  des  nappes  d'eau  infiltrées  dans  le  sol  et  sur  le 
débit  des  sources;  une  Note  du  paragraphe  X  (page  69)  contient  l'indication  de 
la  démonstration  que  je  donne  ici. 
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surfaces  isothermes  en  allanl  du  côté  chaud  au  côté  froid,  le 
potentiel  des  flux  de  chaleur, 

sera  un  polynôme,  homogène  en  ^r -y  essentiellement  positif. 

Si  l'on  mènC;  de  l'intérieur^  sous  la  surface  7  du  corps,  une 
petite  normale  dn  à  un  élément  dfr  quelconque,  et  que  cosa, 
cosp,  cosy  soient  les  trois  cosinus  directeurs  de  celle-ci,  le 
flux  F,2  de  chaleur  qui  pénétrera  du  dehors,  à  travers  e/o-,  admettra, 
par  unités  d'aire  et  de  temps,  l'expression 

(4)  F„=  F^pCOsaH- Fycosp -f- F- cosY, 

et,  la  température  extérieure  restant  nulle,  l'on  aura,  si  k  désigne 
la  conductibilité  superficielle  de  cet  élément  da^  la  relation 
définie  spéciale 

(5)  ¥,t  =  ^ku        (à  la  surface). 

Enfin  la  capacité  calorifique  p  sera  positive.  Quant  aux  deux 
coefficients  Xr,  k^ ,  ils  le  seront  également  :  mais  les  démonstrations 
suivantes  subsisteraient  quand  même  ils  deviendraient  négatifs. 

III.  Rappelons  d'abord  comment  on  reconnaît  qu'il  existe, 
pour  £/,  certaines  valeurs  à  signe  uniforme  dans  tout  le  corps  et 
invariable  de  ^  =  o  à  ^  =  00,  positif  par  exemple,  ou,  en  d'autres 
termes,  des  valeurs  ne  s'annulant  nulle  part  dans  le  corps,  si  ce 
n'est  asympto  tique  ment,  pour  t  infini.  Il  suffit,  à  cet  efiet,  d'ima- 
giner que,  pour  ^  =  0,  la  température  a,  alors  arbitraire,  soit 
choisie  partout  positive.  Elle  ne  pourrait,  à  un  moment  donné, 
s'abaisser  jusqu'à  zéro,  au  point  du  corps  où  elle  descendrait  le 
plus^  sans  que  ce  point,  dès  lors  entouré  d'autres  plus  chauds,  ou 
de  surfaces  isothermes  à  températures  croissantes  de  l'une  à 
l'autre,  en  reçût  de  la  chaleur.  Le  produit  fu  serait  donc  en  train 
d'y  croître,  et  non  d'y  arriver  à  zéro.  Le  raisonnement  s'applique 
même  au  cas  où  le  point  du  corps  le  plus  refroidi,  et  censé  ainsi 
atteindre  au  zéro,  appartiendrait  à  la  superficie  o",  ou  ne  serait 
plus,  par  suite,  entouré  complètement  de  surfaces  isothermes  à 
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températures  croissantes;  car,  du  côté  du  dehors  où  ces  surfaces 
se  trouveraient  interrompues,  aucune  perte  de  chaleur  ne  pour- 
rait se  produire  (quel  que  fût  le  signe  de  A*),  puisque  la  tempé- 
rature extérieure  est  constamment  nulle. 

Nous  appellerons yb/irfame/i^a/e,  et  nous  représenterons  par  a', 
uoe  telle  solution  du  système  (i)  et  (5),  continue  et  différente  de 
zéro  (positive  par  exemple)  dans  tout  le  corps.  Le  quotient  de 
toute  autre  solution,  m,  parcelle-là  u\  sera  donc  une  fonction  v 
de  J,  ^,  s,  t  partout  finie  et  continue  comme  u'  et  u  eux- 
mêmes,  contrairement  à  ce  qui  arriverait  si  u  n^ était  pas  une 
solution  fondamentale  et  que,  par  suite,  p  devînt  infini  sur  les 
surfaces  intérieures  où  u'  s'annulerait. 

IV.  Cela  posé,  appelons  F[p,  F^,  F^,  y',  F',^  ce  que  deviennent 
Fxi  F/»  F«,  f,  F,^  quand  on  y  remplace  u  par  u' \  puis  retran- 
chons, des  deux  relations  (i)  et  (5)  multipliées  par  a',  les  rela- 
cioos  aualogues  en  u' y  multipliées  par  u.  Si  l'on  observe  que,  vu 
la  manière  dont  se  présente  deux  fois,  dans  (2),  chacune  des  con- 
ductibilités indirectes  d,  e,  f,  Ton  a  identiquement 

dx  ^  dy  ^  dz  ^  dx  ^  dy  "  dz 

t\  viendrH 

du  du' 


I   ,  du  du  \ 

yv-dt-''-di) 


(  7  >  ^  rf(M'F^— aFV)        d{u:'Py-uV'y)        d{u'V^^-u^'.) 

dx  dy  dz 

u'¥n—u¥\  =  o         (à  la  surface). 


/ 


Or,  introduisons,  au  lieu  de  u^  dans  les  expressions  (2)  et  (4) 
de  Fx,  F^,  F,,  ¥n^  le  quotient  v  de  u  par  u' ]  et  appelons  êx^  Jj, 
^x-  ^n  ce  que  deviennent  alors  ces  expressions.  Il  est  clair  que  les 
différences  u'¥x  —  "F^,  .  ..,  u'¥n — u¥\^  auront  précisément  les 
valeurs  u'^éx^  •  •  .,  u''^^n\  en  sorte  que  les  équations  (7),  amenées 
à  contenir  v  au  lieu  de  w,  s'écriront 

^  ,^dv       d.u'^^x        d.u'Kjy        d.u'Ki.     ,.   .  ,  „^ 

Multiplions  la  première  (8),  équation  indéfinie,  par  la  fonction 
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partout  continue  Vy  et  par  Vêlement  dm  de  volume;  puis  intégrons 
les  résultats  à  la  manière  ordinaire,  dans  toute  Tétendue  m  du 
corps,  en  tenant  compte  de  la  seconde  équation  (8);  nous  aurons, 
grâce  à  d*évidentes  intégrations  par  parties  dans  le  second  membre, 
et  en  appelant  à  ce  que  devient  le  potentiel  (p  des  flux  de  chaleur 
quand  on  y  substitue  v  à  a, 


„  dt 

(9)     ■         ° 


V.  Le  dernier  membre  de  cette  équation  est  essentiellement 
négatif  et,  en  outre,  de  grandeur  notable  lant  que  "^  n'y  devient 
pas  voisin  de  zéro,  c'est-à-dire  tant  que  v  a  ses  dérivées  en  x^y^  % 
sensibles  dans  une  portion  notable  quelconque  du  corps.  Or,  le 
premier  membre,  égal,  montre  qu'alors  la  fonction  v^  sera  tenue 
d'avoir  la  valeur  moyenne  (convenablement  définie)  de  sa  dé- 
rivée en  /,  négative  et  de  grandeur  sensible.  Donc,  le  quotient  v 
tend  à  avoir  ses  dérivées  en  x^  y^  z  nulles,  ou  à  être  constant  dans 
truit  le  corps,  son  carré  s?^  ne  pouvant  continuer  indéfiniment  à 
décroître,  en  moyenne,  avec  une  rapidité  notable,  sans  s'abaisser 
au-dessous  de  zéro,  qui  est  pourtant  sa  limite  inférieure. 

Il  y  a,  d'ailleurs,  corrélation  stricte  entre  l'annulation  de  '^,  eu 
la  proportionnalité  de  //  à  iJ  dans  tout  le  corps,  et  la  constance,  à 
toute  époque,  du  coefficient  v  de  cetle  proportionnalité;  car,  dans 
le  premier  membre  de  (9),  alors  nul  con^ime  le  troisième  et  où  v^ 
est  indépendant  de  x^  y,  3,  la  dérivée  de  p^  en  t  sort  du  signe  f\ 
et  l'équation,  résolue  par  rapport  à  cette  dérivée,  lui  attribue  la 
valeur  zéro.  En  conséquence,  dès  que  le  mode  de  distribution 
des  valeurs  de  u  devient,  sensiblement,  celui  des  valeurs  de  a', 
u  et  u'  ne  peuvent  manquer  de  varier,  à  très  peu  près,  pareille- 
ment en  fonction  de  ^,  comme  il  était,  du  reste,  évident  par  les 
équations  mêmes  (i)  et  (5)  du  problème. 

Soir  donc  y  la  valeur  uniforme,  dès  lors  invariable,  dont  i»  finît 
ainsi  par  ne  différer  qu'extrêmement  peu;  et  l'on  aura,  asympto- 
tique  ment  y 

(10)  t' =  Y        ou         u^^(u'        (pour  f  très  grand). 
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Supposons,  maintenant,  qu^on  ait  pu  décomposer  Tintégrale 
particulière  i/'  en  solutions  simpleSy  classées  d'après  leur  rapidité 
d'évanouissement  de  plus  en  plus  grande  (*);  et  soit  U{  la  pre- 
mière d'entre  elles,  c'est-à-dire  la  plus  lente  à  s'éteindre,  ou  la 
seale  relativement  perceptible  pour  t  assez  grand.  Il  viendra 
bien,  comme  expression  asymptotiquede  l'intégrale  quelconque  u^ 

(\obU)  u  =  ^Ui        (pour  t  très  grand), 

à  moins  que,  toutefois,  l'état  initial  choisi  n'annule  la  constante  y 
et  ne  laisse  le  rôle  prédominant  à  quelque  solution  simple  plus 
rapidement  évanouissante  que  Ui, 

Cette  formule  (10  bis)^  en  tant  qu'impliquant  seulement,  pour^ 
assez  grand,  de  très  petites  e^r^'urs  relatives  sur  u  quand  y  n'est 
pas  nul,  subsisterait  même  si  la  conductibilité  superficielle  k  et  le 
pouvoir  rayonnant  A*i    de    l'intérieur  étaient   négatifs.    Alors   la 
morenne  des  valeurs  de  W|  aux  divers  points  du  corps  s'éloigne- 
rail  de  zéro,  au  lieu  d'y  tendre,   puisque  le  corps  recevrait,  du 
milieu  froid  ambiant,  d'autant  plus  de  chaleur  qu'il  serait  déjà 
plus  chaud.  La  première  solution  simple  au  moins,  c'est-à-dire  2/,, 
sérail  donc  croissante  avec  t  :  autrement  dit,  dans  le  cas  usuel  où 
les  propriétés  calorifiques  sont  indépendantes  du  temps  et  où  les 
sofutions  simples  ont  la  forme  CUC"',  le  premier  et  plus  grand, 
au  moins,  des  coefficients  —  m  du  temps  dans  les  exponenli'elles 
successives  e~'"^,  serait  positif. 

V'^l.  La  démonstration  devient  justement  plus  précise  dans  ce 
cas,  savoir,  quand  les  paramètres  spécifiques  p,  a,  b,  c,  d,  e,  f, 
X',  Xti  sont  indépendants  du  temps /et  quand,  de  plus,  u'  se  réduit 
à  la  solution  simple  u^^  alors  produit  d'une  exponentielle  en  t^ 
^-m,t^  par  une  fonction  (J|  des  coordonnées.  Le  facteur  commun 
^-2m,f  peut  être  supprimé  des  trois  membres  de  (9),  et  la  formule 


(  '  )  On  réussit  parfois  à  former  ces  solutions  siinples.  quoi<|u'clU'S  ne  soienl 
plu<.  en  général,  le  pri>duil  d'une  fonction  du  temps  par  une  fonction  des  coor- 
doooées.  On  peut  voir  à  ce  sujet,  dans  le  Journal  de  Mdthëniatitfucs  pures  et 
appliquées  de  1904  (Fascicule  I),  les  n"*  30  à  43  de  mes  Hecherclies  tlieoritfues 
sur  i'écouiemeni  des  fiappes  d'eau  in  filtrées  dans  le  sol  et  sur  le  débit  des 
sources. 
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subsistante  revient  à 

d    r         i'* 

rr  •CI 


(II)  ^   /'pUÎ^^TiT  =  -A   /'uî4;^TiT. 


L^iniégrale  qui  iigiire  au  premier  membre  ne  pouvant  s^abaisser 
au-dessous  de  son  minimum  nul,  on  voit  que  ^  tendra  nécessai- 
rement vers  zéro,  ou  r  vers  une  valeur  y  uniforme  el  dès  lors 
constante;  d'où  suivra  bien  la  formule  asjmplotique  (106/5). 

La  tendance  de  la  fonction  p  vers  la  valeur  fixe  y  exprime,  au 
point  de  vue  physique,  V égalisation  finale  de  températures  inté- 
rieures prises  initialement  égales  à  v^  qui  se  produirait,  confor- 
mément au  principe  de  l'équilibre  de  température,  si  la  surface  9 
devenait  imperméable  aux  radiations  calorifiques.  Car  les  deux 
équations  (8),  en  (^,  où  Ton  remplacera  m'*  par  e~*'*'"t^UJ,  avec 
suppression,  partout,  du  facteur  commun  e""^'"'',  sont  les  équa- 
tions mêmes  régissant  la  température,  dans  le  corps  censé  privé 
des  deux  pouvoirs  rayonnants  A*|,  A*  de  ses  particules  tant  inté- 
rieures que  superficielles,  mais  où  la  capacité  p  et  les  conductibi- 
lités internes  a,  b,  c,  d,  e,  f  se  trouveraient  multipliées  par  UJ. 

En  d'autres  termes,  quand  on  suppose  les  propriétés  calori- 
ficjues  indépendantes  du  tenipsy  la  substitution  du  quotient  v 
à  u,  comme  fonction  inconnue,  dans  les  équations  du  refroi- 
dissement^ ramène  ce  problème  général  du  refroidissement 
à  la  question  plus  particulière  du  nivellement  de  la  tempé- 
rature dans  un  certain  corps  géométriquement  identique 
au  proposé,  mais  athermane  et  à  surface  imperméable  (*;. 

Vil.  L'équation  (11)  et,  par  suite,  la  formule  (10  bis)  qui  s'en 


(^)  L'analogie  entre  les  deux  tendances  respectives  du  quotient  y  vers  une 
valeur  uDiforine  constante,  et  des  températures  à  s'égaliser  dans  un  corps  isolé 
calorili(|uement,  disparait  quand  la  capacité  p  devient  fonction  du  temps  t.  Car, 
il  lors,  la  double  hypothèse  de  Talhermanéité  du  corps  et  de  l'imperméabilité  de 
sa  surface  n'entraîne  plus  Puniformilé  et  la  constance  finales  de  sa  tempéra- 
ture  :  en  eiïet,  ce  nivellement  exislâl-il  à  une  époque  donnée  t,  que  les  tempé- 
ratures u  continueraient  à  varier,  l'équation  (i)  annulant,  alors,  non  pas  la 
dérivée  en  t  de  </,  mais  seulement  celle  de  la  quantité  de  chaleur  pti,  possédée 
par  Tunité  de  volume.  Et,  cependant,  Téquation  (9)  astreint  bien,  même  dans 
ce  cas,  autant  qu'on  peut  en  juuer,  les  intégrales  u  à  tendre  vers  une  forme 
symptotique  commune,  indiquée  par  (i 


MÉLANGES.  93 

déduit,  s'étendent.  pr<*sque  sans  modification,  au  cas  un  peu  plus 
général  où  la  capacité  p  serait  le  produit  d'une  fonction  t  du 
temps,  initialement  égale  à  1,  par  une  fonclion  des  coordonnées, 
et  où  les  conductibilités  a,  b,  c,  d,  e,  f,  A:,  ainsi  que  le  pouvoir 
rajonnant  Ati,  seraient  également  les  produits  d'une  autre  fonc- 
lign,  Tt,  du  temps,  commune  à  ces  paramètres  physiques,  par  tout 
autant  de  fonctions  des  coordonnées.  En  appelant  pT  et  aTt,  bTl, 
CTt,  dTl,  ext,  fri,  A*Tt,  k^  Tt,  ces  quantités  où  p,  a,  b,  c,  d,  e,  f,  A*,  k^ 
pourraient  être  censées  les  fonctions  de  mêmes  noms  du  cas  pré- 
cédent, et  en  écrivant  aussi  TtFar,  TtF^,  TtF-,  TtF„  les  flux  de 
chaleur,  où  FjTi  Fj,  Fj,  F,|  et,  par  suite,  y,  garderaient  dès  lors 
les  expressions  respectives  (2),  (4)  et  (3),  on  aurait  évidemment 
comme  équations  du  problème,  au  lieu  de  (1)  et  (5),  après  divi- 
sion par  Tt  : 

p    d.xu       d¥j:       d¥y       dV:, 
'  XI     dt     •     dx         dy  dz  ' 

(i3>  F„  =  — Ara        (à  la  surface). 

Et  Ton  y  satisferait,  à  partir  d^un  état  initial  donné,  en  rempla- 
çant simplement,  dans  lii  solution  générale  eu  série,  w  =  2C^~'"'U, 
censée  obtenue  dans  le  cas  précédent  pour  le  même  état  initial, 
l'exponentielle  e""^^  par  la  fonclion  T  du  temps  dont  l'expression 
est 

,       —rnlldt 

T=- e     ^ •       , 

z 

fonction  à  valeur  initiale  1  comme  p""'»^  mais  vérifiant,  au  lieu  de 
l'équation  différentielle  T' =  —  /wT,  celle-ci  un  peu  moins 
simple 

d.zT  _ 

<i4)  -^  =-/?mtT. 

Il  est  clair,  en  effet,  que  la  série  u=  £('TU  aura  la  valeur  ini- 
tiale voulue  SCU,  qu'elle  satisfera,  en  outre,  par  chacun  de  ses 
termes,  à  la  condition  (i3),  restée  la  même,  après  suppression  du 
facteur  commun  T,  que  dans  le  cas  où  t,  l,  T  se  réduisent  à  1,  1, 
e"*"',  enfin  que,  grâce  à  (i4)ï  chacune  des  solutions  simples  CTU, 
ou  simplement  TU,  réduira  le  premier  membre  de(i  2)  à  —  woTU, 
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et  rendra  celte  équation,  divisée  finalement  par  T,  identique  à  ce 
qu'elle  est  quand  t  et  t  ont  la  valeur  i. 

Dès  lors,  si  Ton  appelle  T|  la  première  valeur  de  T,  celle  qui 
remplace  e'*^*^^  la  substitution  de  TiUi  à  Uj  dans  (9)  où  p  et  i( 
seront  devenus  xp  et  Tt^,  donnera,  après  suppression  des  facteurs 
communs  aux  deux  membres, 

Telle  sera  doue  Téqualion  qui  i^mplacera  (1 1)  :  elle  comporte 
évidemment  la  même  conséquence  (106/5). 

Remarquons  encore  que,  si  Ton  appelle  8  la  fonction  primi- 
tive    /   \.dt  de  t,    l'expression  2CTL   de   w,    multipliée  par  t, 

devient  SCe~'"®L,  c'est-à-dire  identique,  sauf  le  remplacement 
de  t  par  6,  à  celle  de  u  dans  le  cas  précédent,  où  le  corps  avait  ses 
propriétés  calorifiques  indépendantes  du  temps.  Ainsi,  le  cas 
actuel  s'v  ramène  par  les  simples  substitutions  de  tu  à  u  et  de  0 
à  /.  On  l'aurait,  du  reste,  immédiatement  reconnu  sur  les  équa- 
tions (12)  et  (i3),  multipliées  parT,  en  jr  remplaçant  vdt  par  €/8  : 
ce  qui  aurait  dispensé  des  préc/'dents  calculs. 

VIII.  Kevenaiil  maintenant  au  cas  de  propriétés  calorifiques  in- 
dépendantes du  temps,  supposons  que  l'intégrale  u  soil  elle-même 
une  solution  simple,  dès  lors  de  la  lorme  e~'"'L  *  v  sera  le  pro- 
duit e"^*"""'»^' |-r  ;  et,  si  Ton  appelle  ^  ce  que  devient  ^   par  la 

substitution  de  p-  à  r,  l'équation  (11)  prendra,  presque  immédia- 
te 1 

tement,  la  forme 

(16;  (/w— mi)   I  pV^dm=  1   j  lj\^'dm. 


«^'CT  •    CI 


Pour  toute  fonction  U  distincte  de  U|,  c'est-à-dire  ne  réduisant 
pas  leur  quotient  à  une  constante  ou  n'annulant  pas  W,  il  est  clair 
que  celte  formule  donnera  ni  >•  m|.  Ainsi,  au  premier  coefficient 
nit  dextinctiun,  il  correspond  bien  la  fonction  unique  L|. 

IX.    Observons,   enfin,    que  la  formule  générale  (9)   permet- 
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Irait  de  traiter  avec  toute  la  netteté  désirable,  dans  le  cas  général 
de  propriétés  calorifiques  dépendant  du  temps,  la  question  de 
i^unité  de  la  solution  que  comporte  le  problème  du  refroidisse- 
ment à  partir  d'un  état  initial  donné,  ou,  ce  que  Ton  sait  revenir 
au  même,  la  démonstration  de  ce  fait  que,  si,  à  Vépoqiiet  =  o,  la 
Ibnclion  u  est  nulle  dans  tout  le  corps,  elle  ne  pourra  cesser,  à 
aucun  moment  ultérieur,  de  s'3^  annuler.  En  effet,  le  quotient  v 
est  alors  supposé  nul,  identiquement,  pour  /  =  o;  et  son  carré  v^ 
ne  pourrait  cesser  de  Tétre,  au  point  quelconque  (x^y,  z)  du 
corps,  qu*en  devenant  positif,  c'est-à-dire  en  ayant  sa  dérivée  en  t 
positive.  Donc,  les  deux  membres  de  régalité(9),  s'ils  s'écartaient 
de  zéro,  devraient  prendre  signes  contraires,  savoir,  signe  positif 
au  premier  membre  et  signe  essentiellement  négatif  au  second  : 
ce  qui  est  impossible. 

Cette  démonstration  est  préférable  à  celle,  un  peu  plus  simple, 
que  j'ai  donnée  au  n**  99  de  mes  Leçons  sur  la  théorie  analy- 
tique de  la  chaleur,  etc.  (t.  I,  p.  184  à  187),  parce  que,  la  con- 
doclibîlité  extérieure  k  et  le  pouvoir  rayonnant  k%  ne  figurant  pas 
dans  (9),  elle  comprend  le  cas  où  ces  coelficients  seraient  néga- 
tifs (♦>. 


I  '  )  La  préseole  Noie,  donl  un  exlrait  a  été  inséré,  le  i5  février  i|)o^|,  dans  les 
Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences  de  Paris  (L.  CXWVIII,  p.  4^2  )> 
complète,  connue  on  voit,  par  ses  n**  IV  à  VIII,  la  question  de  Tunicité  de  la 
>olutiou  fondamentale,  que  j'avais  discutée,  mais  sans  la  résoudre  d'une  manière 
;:èaèrale,  vers  la  Un  de  la  WI*  de  ces  I-.eçons  sur  la  Théorie  analytique  de  ta 
ch/iieur,  mise  en  harmonie  avec  la  Thermodynamique  et  avec  la  théorie 
mécanique  de  la  lumière  (t.  I,  p.  254)  '  elle  remplacerait  avantageusement  leur 
ptfge  ihh. 

On  remarquera  que  la  démunslralion.  donnée  dans  la  \V*  des  mêmes  Leçons 
(  t.  I,  u**  123  et  124.  p.  '>38  à  a43),  de  la  forme  e~'"*U  des  solutions  simples,  est 
indépirndanle,  comme  les  équations  (8)  en  v^  des  deux  pouvoirs  rayonnant  et 
émisai/  A',  et  k  :  elle  s'applique  donc  quels  que  soient  leurs  signes,  ainsi  que 
noua  l'avons  admis  ci-dessus,  à  la  fin  du  n"  V. 
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KŒPERT  (L.)-  —  Grdxdriss  der  Differe.xtial-  rxD  Integrvl-Reciinung 
n.  Tbeil  :  Intégral  Rechnung.  i  vol.  in-8",  xx-GG(3  pages.  Hanovre, 
Hehvingsche  Buchhandlung,  1903. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  cet  Ouvrage  dont  le 
mérite  est  suffisamment  attesté  par  ce  fait  qu'il  est  parvenu  à  sa 
8*  édition.  L'auteur  a  apporte  à  cette  nouvelle  édition  un  grand 
nombre  d'améliorations  de  détail  ;  il  l'a  aussi  enrichie  de  Tables 
nouvclieSy  parmi  lesquelles  nous  signalerons  celles  qui  donnent 
les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce. 

G.  D. 


JIARCOLONGO  (R).  —  Teoru  MATiiEyATicA  dell'  equilibrio  dei  corpi 
ELASTici.  I  vol.  în-ia,  X1V-36G  pages.  Milan,  Ulrico  Ilocpli,  1901. 

La  collection  des  manuels  Iloepli  vient  de  s'enrichir  d'un  nou- 
veau Volume  qui  sera  très  utile  aux  personnes  ([ui  cultivent  la 
Physique  mathématique  et  aux  étudiants  en  Sciences  appliquées. 

En  quelques  pages  très  claires  bien  (pi'un  peu  condensées, 
VauteuT  a  su  présenter  les  principes  fondamentaux  d'une  théorie 
d'une  importance  capitale  pour  les  mathématiciens,  les  physiciens 
et  les  ingénieurs  auxquels  est  nécessaire  la  connaissance  des 
principes  rigoureux  de  la  théorie  de  l'Élasticité. 

Xrois  Chapitres  d'introduction  mathémati(|ue  rendent  la  lecture 
du  livre  possible  et  fructueuse  j)Our  ceux  qui  n'ont  pu  acquérir 
des  connaissances  étendues  eu  Analvse  cl  en  Mécanicpie.  Une 
réunion  de  nombreuses  données  numériques  cl  une  abondante 
bibliographie  des  travaux  et  des  mémoires  originaux  accroissent 
la  valeur  de  ce  petit  Volume  qui  figurera  dignement  dans  la 
collection  Hoepli. 


Buil-  des  Sciences  mathém.^  a*  série,  t.  XXVlir  (Avril  190/1.) 
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BEGHIN  (A.).  —  Rkgle  a  calculs.  Instruction,  applications  numériques. 
Tables  et  formules.  3*  édiiion,  i  vol.  in-8*;  xi-128  pages.  Paris,  Béranger, 
1904- 

La  règle  à  calcul  de  M.  Beghîn,  quî,  d'après  Tauleur,  donne  une 
approximation  deux  fois  plus  grande  que  les  règles  ordinaires, 
se  compose  d'une  règle  proprement  dite^  d'une  réglelle  mobile  et 
d'un  curseur  en  verre. 

La  règle  porte  deux  échelles:  une  allant  de  10" à  10"+*,  l'autre 

de  10"  y/io  à  io"+*  y/ 10.  La  réglette  possède  les  mêmes  échelles  et 
de  plus  une  échelle  placée  en  son  milieu,  identique  à  l'échelle 
inférieure,  mais  renversée,  c'est-à-dire  graduée  de  lo""^'  à  lo**.  Le 
revers  de  la  réglette  comprend  aussi  trois  échelles;  deux  donnent 
les  arcs  dont  les  sinus  ou  les  tangentes  sont  les  nombres  de 
l'échelle  inférieure  et  une  troisième  j>orte  les  carrés  des  nombres 
figurés  sur  les  échelles  de  la  règle.  Les  logarithmes  des  nombres 
de  l'échelle  inférieure  sont  inscrits  sur  la  tranche  non  biseautée 
de  la  règle  ainsi  que  les  diviseurs  d'un  usage  courant. 

Le  Volume  dont  nous  annonçons  la  troisième  édition  contient, 
outre  la  description  qu'on  vient  de  lire,  d'intéressants  détails  sur 
le  maniement  de  l'instrument  et  sur  sou  application  à  une  foule 
de  questions  tant  théoriques  que  pratiques.  Ces  dernières  se  rap* 
portent  principalement  à  la  comptabilité,  aux  mesures  usuelles, 
à  la  mécanique  appliquée,  àréleclricilé  industrielle,  auxindustries 
textiles.  A  la  fin  du  Volume  on  trouvera  diverses  Tables,  des  listes 
de  nombres  usuels,  des  Tableaux  de  formules  pratiques. 

J.T. 


FORT  (0.)  et  SCIILÔMILCH  (0.).  —  Lhiirbucii  der  analytischen  Geome- 
TRu:.  Erstes  Teil.  Analylischo  (ieometrie  der  Ebenc.  Siebente  Auflage, 
besorgt  von  //.  Ueger.  Mit  in  den  Tcxl  gedruckten  Holzschnitten.  i  vol. 
in-8,  xvii-268  pages.  Leipzig,  Teubner,  1904. 

Celte  septième  édition  d'un  Livre  élémentaire  qui  se  recom- 
mande par  ses  qualités  de  clarté  et  de  simplicité  a  été  revue  par 
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M.  Heger,  qui,  sans  changer  le  caractère  du  Livre  de  MM.  Fort 
et  Scblômilch,  a  apporté  plusieurs  améliorations  de  détail. 

J.  T. 


BOBIM  (G.)-  —  Œuvres  scientifiques,  réunies  et  publiées,  sous  les  auspices 
d^  Ministère  de  ITnstruction  publique,  par  L.  Rnjj^  :  Théorie  nouvelle 

BCS    FCNCriONS  EXCLUSIVEMENT  FONDÉE   SUR   L'IDÉE  DE   NOMBRE.    I  VOl  in-8", 

VI— ai 5  pages,  Paris,  Gauthier-Villars,  1903. 

Gustave  Robin  n'était  pas  seulement  un  excellent  mathémati- 

«en,   mais  un  esprit  ouvert  et  cultivé;  peut-être  tenait-il  plus  à 

*w  vues  philosophiques,  à  la  façon  dont  il  était  parvenu  à  grouper 

*s  idées  et  à  concevoir  rensemble  de  la  Science  qu'à  ses  travaux 

P^'^ctiliers,  dont  la  rare  distinction  a  cependant  frappé  tous  ceux 

V^  les  ont  étudiés.    Qu'il  ait  été  préoccupé  de   constituer,  au 

"oiQs  pour  lui,  une  exposition  logique  et  claire  des  principes  de 

iAû^Jjgç^  qu'il  ait,  aussi  nettement  que  qui  que  ce  soit,  vu  que  le 

concept  de  nombre  entier  devait  être  l'élément  essentiel  de  cette 

position,  c'est  ce  qui  n'a  rien  d'étonnant. 

"  *^'a  toutefois  rien  écrit  de  lui-même  sur  ce  sujet.  Pendant  les 
^*^*^ ces  de  1894^  il  s'est  plu  à  en  exposer  les  diverses  parties   à 
"*•  ^^sffy,  à  l'ami  qui  devait  lui  survivre  et  consacrer  tant  de  piété 
activ^  à  publier  ses  œuvres.  Nous  avons  sûrement,  dans  la  Théorie 
noux^elle  des  fonctions^  la  pensée  de  Robin  fidèlement  recueillie, 
disposée  dans  un    ordre  logique,   intelligemment  interprétée    et 
réalisée,  en  quelque  sorte,  dans  les  détails,  dont  je  ne  m'arrêterai 
pas  à  louer  la  perfection.  Au  reste,  ce  n'était  pas  la  première  fois 
quÊ    ce  sujet    revenait    dans  la  conversation  des  deux  amis,  et 
M.  Raffynous  dit,  dans  l'Avertissement,  que,  des  le  lycée,  où  ils 
étaient  camarades,  ils  étaient  d'accord  sur  ce  principe  que  <(  TAna- 
ly»e  mathématique   doit   être   constituée    avec    la    seule  idée  de 
aombre,  c'est-à-dire  avec  les  entiers  et  les  fractions,  et  que  les 
prétendus  nombres  irrationnels,  purs  symboles  de  grandeurs  géo- 
métriques incommensurables,  doivent  en  être  exclus  ».  Le  travail 
de  Robin  sera  lu  avec  un  vif  intérêt  par  les  philosophes  qui  ont 
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une  suffisante  culture  mathématique,  comme  par  les  mathémati- 
ciens qui  ont  le  goût  de  la  rigueur  et  qui  sont  assez  philosophes 
pour  aimer  à  suivre  une  pensée  jusqu'au  bout. 

En  raison  même  du  respect  avec  lequel  j'entends  parler  de  ce 
travail,  je  ne  dois  pas  cacher  ici  que  je  ne  suis  pas  d'accord  avec 
les  auteurs  sur  le  but  à  atteindre  :  j'estime  comme  eux  que  l'Ana- 
lyse doit  reposer  sur  l'idée  de  nombre  entier,  étant  bien  en- 
tendu que  ridée  de  nombre  entier  implique  cette  proposition  «  la 
suite  des  nombres  entiers  est  illimitée  »  et  cette  possibilité  de 
répéter  indéfiniment  une  même  opération  ou  un  même  raisonne- 
ment sur  laquelle  M.  H.  Poincaré  a  si  vigoureusement  insisté  dans 
le  premier  Chapitre  de  La  Science  et  V hypothèse.  Je  laisse  de 
côlé,  parce  que  cela  me  mènerait  trop  loin  et  jusqu'à  un  point  où 
je  ne  serais  pas  assuré  de  m'exprimer  clairement,  les  réserves  que 
je  suis  disposé  à  faire  sur  la  façon  dont  les  auteurs  ont  rejeté 
tout  infini  actuel.  Mais,  en  admettant  leur  point  de  départ,  je 
regarde  comme  légitime  et  souhaitable  de  poursuivre  l'adaptation 
parfaite  du  nombre  à  notre  intuition  du  tempset  de  l'espace,  tout  en 
montrant  que  cette  intuition,  qui  nous  guide  en  fait,  n'est  pas  logi- 
quement indispensable  à  la  constitution  de  l'analyse,  qu'on  peut 
substituer  une  pensée  purement  numérique  au  langage  géomé- 
trique et  que,  en  conservant  ce  langage,  on  peut  arriver  à  ne 
penser  qu'en  nombres,  de  même  que  le  géomètre,  tout  en  s'aidant 
de  la  figure  grossière  qu'il  a  tracée,  sait  raisonner  sur  une  figure 
idéale.  De  ce  point  de  vue,  l'Analyse  et  la  Géométrie  apparaissent 
comme  une  science  unique,  se  servant  des  mêmes  mots,  avec 
des  significations  dont  on  ne  saurait  dire  qu'elles  sont  essentielle- 
ment différentes,  puisqu'elles  se  recouvrent  mutuellement,  qu'on 
peut  traduire  exactement  l'une  dans  Tautre,  lorsqi^e  l'on  est  en 
possession  du  dictionnaire.  Le  développement  de  l'Analyse  reste 
conforme  à  son  origine  historique;  mais  son  point  de  départ  est 
maintenant  si  simple,  et  la  liaison  d'une  proposition  à  celle  qui  la 
suit  si  rigoureuse,  que  rien  n'en  peut  être  contesté.  A  son  tour, 
grâce  à  son  absolue  précision,  l'Analyse  nous  permet  d'inven- 
torier sans  erreur  les  richesses  obscures  de  notre  intuition  spa- 
tiale, d'en  démêler  les  postulats;  elle  distingue  et  purifie  notre 
concept  de  l'espace  géométrique,  déjà  si  purifié  de  nos  sensations 
visuelles  et  tactiles. 
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S^i  1  est  vrai  que  la  parfaite  adaptation  du  nombre  à  la  grandeur 
soitV^  but,  il  convient  d'accepter  les  formes  de  langage  qui  facili- 
tent   c^€tle  adaptation,   de  rejeter  celles  qui  la  compliquent   ou 
Vé\oî  gwent ^  de  ne  pas  regarder  uniquement  le  nombre  en  lui- 
mènie?  de  ne  pas  tout  sacrifier  aux  apparences  logiques  que  sug- 
gère eetle  contemplation  exclusive.  On  ne  sort  pas  du  domaine  du 
pur  nombre  parce  que  l'on  se  laisse  guider  dans  ce  domaine  ;  je 
veai^  bien  qu'il  y  ait  à  cela  quelque  modestie,  mais,  même  avec 
uQ  guide,  on  peut  être  sûr  de  soi. 

Les  auteurs  ne  veulent  pas  prononcer  le  mot  de  nombre  irra- 
tionnel; ils  introduisent,  à  peu  près  comme  le  fait  M.  Méray,  des 
sailes  convergentes,  formées  de  nombres  rationnels  :  les  unes 
aaronl  une  limite  rationnelle;  les  autres,  non.  Ils  appellent  ces 
dernières  des  suites  irrationnelles  et,  partout  où  d'autres  emploie- 
nientle  mot  «  nombre  irrationnel  »,  ils  remplacent  le  défini  par 
la  définition.  Cela,  à  coup  sûr,  est  légitime,  et  cela  a  cet  avantage 
que  le  lecteur  ne  risque  pas  d'oublier  la  définition  et  de  se  pajer 
demots.  Voudra-t-on,  pour  cet  avantage,  rejeter  toutes  les  défi- 
nitions? La  rédaction  deviendrait  bien  difficile  et  il  a  fallu  ici 
tout  le  talent  de  celui  qui  s'en  est  chargé  pour  que  cette  rédaction 
ne  fût  pas  alourdie. 
Mais  les  auteurs  ne  veulent  pas  que  la  suite  définisse  le  nombre 

• 

irrationnel,  parce  que  celui-ci  n'a  pas  d'existence  propre,  et  qu'il 
nest  rien  en  dehors  de  la  suite.  Je  le  veux  bien;  la  définition  du 
nombre  irrationnel  sera  la  définition,  non  d'un  objet,  mais  d'un 
ïDol;  moins  que  cela  encore,  elle  sera  Texplication  de  la  façon 
dont  il  convient  d'employer  ce  mot,  de  l'usage  légitime  qu'on 
peut  en  faire,  de  son  entrée  dans  une  langue  qui  ne  le  comportait 
pas  d'abord  et  dont  les  formes  habituelles  ne  seront  pas  troublées 
parcelle  introduction;  elle  sera  Texplication  et  la  justification 
Q  une  notation  commode.  Parce  qu'une  notation  n'est  jamais  né- 

■ 

cessaire,  est-ce  une  raison  pour  dire  que  l'étude  d'une  notation 
est  sans  objet? 

x"el  inconvénient  y  a-l-il  à  employer  le  mot  «  nombre  Irra- 
lïonnel  «^  s'il  est  entendu  que  toutes  les  fois  qu'on  parle  d'un 
Dombre  irrationnel,  c'est  à  une  suite  qu'il  faut  penser  et  aux  suites 
équivalentes  à  celles-là?  Pourquoi  refuser  de  dire  que  la  suite  a 
tine  limite,  s'il  est  entendu  que,  toutes  les  fois  que,  pour  parler 
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le  langage  des  auteurs,  cette  suite  est  irrationnelle,  on  veut  dire 
simplement  qu'elle  est  convergente  et  qu'elle  n'a  pas  de  limite 
rationnelle? 

Les  auteurs  rejettent  la  notion  délimite  parce  qu'elle  a,  disent- 
ils,  une  origine  géométrique.  En  fait,  cela  n'est  guère  douteux, 
mais,  en  fait  aussi,  aurions-nous  la  notion  du  nombre,  même  du 
nombre  entier,  si  nous  n'avions  pas  la  notion  de  l'espace  et  du 
temps?  Une  fois  la  notion  de  nombre  acquise  et,  en  quelque  sorte, 
individualisée,  séparée  de  ce  qui  lui  a  donné  naissance,  ou  seule- 
ment l'occasion  de  naître,  la  notion  de  suite  convergente  est  aisée 
«  construire,  en  dehors  de  toute  géométrie;  on  y  est  conduit  par 
des  problèmes  purement  numériques,  et  si  l'on  ne  met  rien  de 
plus  sous  le  mot  «  limite  »  que  sous  les  mots  «  suite  convergente  », 
il  n'j  a  pas  à  se  préoccuper  de  l'origine  géométrique  de  la  notion 
de  limite. 

Ce  n'est  pas  la  crainte  puérile  d'un  mot  qui  a  pu  faire  reculer 
un  penseur  comme  Robin,  c'est  la  crainte  de  Y  infini^  qui  est 
autrement  sérieuse.  Dans  toute  suite,  les  auteurs  tiennent  à  s'ar- 
rt^ler;  à  s'arrêter  aussi  loin  qu'il  voudront,  mais  enfin  à  s'ar- 
rêter; il  leur  faudra,  pour  cela,  remplacer  par  des  inégalités  les 
égalités  que  Ton  prétend  que  le  soi-disant  nombre  irrationnel  vé- 
rifie, en  verlu  de  la  définition  des  opérations  à  effectuer  sur  ce 
nombn^,  ou  plutôt  sur  les  termes  de  la  suite  dont  il  est  le  nom. 
QuW  cela  ne  tienne!  Ce  nesl  pas,  en  fait,  sur  un  nombre  irra- 
tionnel que  Ton  calcule,  mai>  bien  sur  des  valeurs  approchées  ; 
en  fait,  ce  n'est  pas  à  des  égalités  qu'on  a  afiaire,  mais  à  des 
iué^ulitôs:  en  ne  parlant  jamais  que  de  celles-là,  les  auteurs 
estiment  donc  qu'ils  se  rapprochent  de  la  réalité. 

Il  est  à  jHMoe  l>eso!u  de  diiv  que  celle  \ue  est  parfaitemenl 
jusle^  quVllo  a  sa  pUce  djins  toute  lhê\>rie  comfcle  des  nombres 
îrrjilîouuels,  et  qu'une  èiiJibté,  telle  que 

|v»r  exemple^  nrmpljioe  une  intînitc  vria^jàalc^:  c'e>t  là,  à  mon 
A\î>.  eu  quoi  elle  est  <\\\  m:  ;\tr:  :t^jki>  etinn,  il  en  e>l  ici  comme 
jùus  haut  des  delîniliv^us  :  il  est  loujo«r^  l<^:t:3i*.<-  vi-e  >ttl^lita«r  la 
deliuîtk^n  âu  Jeâisi. 

XIjiLcre  »K>î.  je  s«i>  rji3*e»e  4iii  *«j<t  %jiw  -e  n  <iji>  ùilerdil: 
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même  en  essayant  de  me  placer  au  point  de  vue  des  auteurs,  je  ne 
puis  m'empécher  de  trouver  excessive  leur  crainle  de  réaliser  Tin- 
fini  ou  de  paraître  le  réaliser  en  parlant  d'une  limite,  en  mettant 
sous  un  mot  la  suite  tout  entière.  Je  ne  reviens  pas  sur  ce  que  j'ai 
déjà  laissé  entendre,  que  le  pas  est  peut-être  déjà  fait  dès  qu'on 
parle  d'une  suite;  je  me  garde  bien  d'ajouter  qu'en  se  réservant  de 
S'arrêter  aussi  loin  qu'ils  veulent  dans  une  suite  donnée,  les  auteurs 
supposent  par  cela  même  quelque  existence  à  la  suite  tout  entière. 
Celle  objection  ne  vaudrait  que  contre  ceux  qui  ne  craignent  pas 
de  parler  d'une  suite  déterminée,   sans  rien  spécifier   sur  cette 
détermination.  Ce  n'est  pas  le  cas,  cela  va  sans  dire,  pour  Robin 
elM.  Raffy;  ils  ne  parlent  que  de  suites  de  nombres  rationnels 
dont  on  sait  effectivement  calculer  un  terme  lorsque  l'on  connaît 
son  rang.  Dès  lors,  il  n'entre  plus,  dans  la  conception  de  la  suite, 
que  la  règle  même  qui  permet  de  calculer  le  /i'*™°  terme,  connaissant 
il,règle  qui  s'applique  aussi  bien  au  (/i  -h  i )'*"•.  S'il  en  est  ainsi,  je 
ne  crois  pas  me  tromper  en  disant  que   les  auteurs,   sans  rien 
changer  au  fond  de  leur  exposition,  auraient  pu  la  présenter  sous 
une  forme  tout  aussi  claire  et  tout  aussi  rigoureuse,  en  s'écartant 
moins  qu'ils  n'ont  fait  du  langage  ordinaire.  Que  l'Analyse,  ainsi 
constituée,  suffise  aux  applications,  cela  n'est  pas  douteux  et  l'on 
sait  assez,  depuis  M.  Klein,   qu'il  serait  très  désirable  de  voir  se 
coDSliluer,  si  elle  |3ouvait  être  suffisamuieul   simple  cl   étendue, 
une  mathématique  où  toutes  les  propositions   seniienl  vraies,   en 
ne  gardant  jamais,   par  exemple,  que    les  sept  premiers  chiffres 
significatifs  des  nombres  qui  y  figurent.  Que,  d'une  part,  l'Analvse 
constituée  sur  la  seule  base  que  je  viens  de  dire  conduise  ou  non 
à  un  concept  parfaitement  équivalent  ù  celui  de  la  grandeur  con- 
tinue; que,  d'autre  part,  il  soit  permis,  ou  non,  de  parler  d'une 
suite  infinie,  dans  sa  totalité,  comme  ayant  une  réalité  autre  que 
la  régie  qui  permet  d'en  calculer  chaque  terme,  c'est  là  d'autres 
points  dont,  décidément,  je  ne  veux  pas  parler  davantage. 

Aussi  bien  ce  n'est  pas  par  les  sujets  dont  j'ai  parlé  ((uc  la  con- 
ception de  Robin  me  semble  se  distinguer  foncièrement  des  habi- 
tudes, mais  bien  par  la  façon  dont  il  conçoit  la  fonction. 

'(  Si  à  l'un  quelconque  des  nombres  x  qui  appartiennent  à  un 
intervalle  (a,  b)    on  fait   correspondre    une    suite    convergente 
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connue,  ainsi  que  toutes  les  suites  équivalentes  à  celle-là,  on  dit 
que  Tensemble  de  toutes  ces  suites  définit  une  fonction  de  la  va- 
riable j?  dansTintervalle  (a,  6). 

»  On  représente  pary'(x)  un   terme  quelconque,  pris  à  partir 
d^un  rang  suffisamment  élevé  dans  l'une  des  suites  qui   corres- 
pondent à  x;  réciproquement,  on  dit  que  chacune  de  ces  diverses 
suites  définit  la  valeur /(x)  de  la  fonction  pour  la  valeur  x  de  la 
variable.  Celte  valeur  est  unique,  en  effet,  les  résultats  devant 
être,  dans  chaque  question,  calculés  avec  un  nombre  déterminé 
de   décimales.   Si  f{x)  doit  être  connu  avec  r  décimales,  pan 
exemple,  dans  Tune  des  suites  convei^entes  qui  définissent/'(âr)9 
on  choisira  le  premier  terme  qui  diffère  de  lous  les  suivants  de 
moins  de  lo"'",  et  l'on  ne  prendra  de  ce  terme  y"r(j:)  que  la  partie 
entière  et  les  r  premières  décimales.  On  trouvera  ainsi  un  nombre 
parfaitement  déterminé^';  c'est  lui  qui  répond  à  la  question....» 

Je  n'ai  poussé  si  loin  la  citation  que  pour  montrer  comment, 
ainsi  que  je  Tai  dit  plus  haut,  les  auteurs  entendent  toujours  s'ar- 
rêter dans  les  suites  convergentes  qu'ils  considèrent^  mais  ce 
n'est  pas  le  point  sur  lequel  je  vais  insister  maintenant. 

En  parlant  des  nombres  qui  appartiennent  à  Tintervalle  (a,  6), 
les  auteurs  entendent  uniquement  les  nombres  entiers  et  les  frac- 
tions à  termes  entiers  compris  entre  a  eiO;  pour  parler  le  langage 
ordinaire,  leur  fonction  /{x)  n*est  définie  que  dans  l'ensemble 
des  nombres  rationnels.  D'où  une  différence  profonde  avec  la 
notion  ordinaire;  j' =y(j")  peut  être  défini  par  une  suite  conver- 
gente (irrationnelle),  mais  non  la  variable  j:*.  La  variable  indépen- 
dante est,  en  quelque  sorte,  plus  restreinte  que  la  fonction,  d'où 
un  désaccord  manifeste  avec  les  habitudes. 

((  Pour  rétablir  l'accord,  on  devrait  définir  autrement  les  fonc- 
tions. Ce  n*e$t  pas  seulement  à  tout  nombre  déterminé  or,  mais  à 
toute  suite  convergente  Xi,  -r^,  . . .,  Xn^  . . .,  comprise  dans  l'in- 
tcrvallc  (a^  6),  qu'il  faudrait  faire  correspondre  le  nombre  que 
nous  appelons  la  fonction.  Mais  ce  serait  sortir  du  domaine  du 
nombre  pur,  où  nous  voulons  nous  tenir.  En  effet,  si  la  suite 
Xty  x^,  ...,  J*//,  ...  était  irrationnelle,  en  appelanty(x)  le  nombre 
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qu'on  lui  ferait  correspondre,  on  ne  désignerait  par  x  aucun  des 
termes  de  cette  suite,  ni  même  aucun  nombre,  et  ce  qu'on  met- 
trait sous  ce  symbole  ne  serait  pas  autre  chose,  en  réalilé,  qu'une 
grandeur.  » 

Je  ne  puis  admettre  cette  conclusion,  l'emploi  delà  lettres,  pas 
plus  que  l'emploi  des  mots  «  nombre  irrationnel  »  ou  u  limite  » 
o'implique  qu'on  ait  affaire  à  une  grandeur,  La  lettre  x  me  fait 
penser  à  la  suite  J7|,  ^2>  •  ••»  ^//>  •  ••>  P"*s  le  symbole  y(^)  à  la 
suite ^1,  /2î  •  •  *iyni  •  •  •?  q»e  je  sais  déduire  de  la  précédente  par 
des  calculs  plus  ou  moins  compliqués,  et  qui  définit  f{x)  à  son 
tour.  Je  vois  là  une  suite  convergente  que  Ton  déduit  d'une  autre 
suite  convergente,  je  ne  vois  pas  de  grandeur. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  définitions  sont  libres  et  le  désaccord 
entre  les  propositions  qui  se  succèdent  dans  la  Théorie  nouvelle 
dn fonctions  et  celles  qu'on  trouve  ailleurs  n'est  pas  tel  qu'on  ne 
poisse  en  prendre  son  parti.  Il  portera  essentiellement  sur  la  notion 
decontinuité;  celle-ci  pourra  être  définie  comme  d'ordinaire,  soit 
dans  un  intervalle,  soit  pour  une  valeur  de  x  (rationnelle)  appar- 
tenant à  cet  intervalle.  Mais  l'une  des  définitions  ne  reviendra 
plus  à  l'autre,  lors  même  que  la  fonction  sera  continue  pour  toutes 
les  valeurs  (rationnelles)  de  x  appartenant  à  cet  intervalle. 

Selon  les  auteurs,  la  fonction  — r est  continue  pour  toute  va- 

Jeurdejr;  elle  n'est  pas  continue  dans  l'intervalle  (i,4?  ^j^)-  1'^ 
ne  manquent  pas  de  mettre  en  lumière  toutes  ces  difFérences,  et 
je  crois  même  qu'ils  y  ont  éprouvé  quelque  plaisir,  tant  est  vif 
chez  eux  le  goût  de  la  franchise. 

Il  me  reste  à  dire  quels  sujets  ils  ont  traités  et  jusqu'où  ils  sont 

ailes;  le  lecteur  verra  qu'ils  sont  allés  assez  loin  et  se  convaincra 

que  l'exposition  de  l'Analyse,  dans  l'ordre  d'idées  où  ils  ont  voulu 

retenir,  est  parfaitement  possible.  A  la  vérité,  ils  ne  parlent  pas 

lies  variables  complexes,  mais  le  fait  d'introduire  deux  variables, 

3U  lieu  d'une,  n'a  rien  qui  soit  essentiel. 

Les  deux  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  des  suites 
convergentes  et  à  la  notion  de  fonction;  le  second  se  termine  par 
\a  définition  de  l'oscillation  moyenne  d'une  fonction,  finie  dans 
un  intervalle. 

A  cette  notion  de  l'oscillation  moyenne  sont  rattachées  de  la 
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façon  la  plus  intéressante,  dans  le  Chapitre  suivant,  la  notion 
d'intégrale  définie,  d'après  Riemann  ;  les  notions  de  continuité  et 
de  discontinuité,  de  fonctions  à  oscillation  totale  limitée,  de  fonc- 
tions rectiHables  qui,  à  la  fois,  sont  continues  et  ont  leur  oscilla- 
tion totale  limitée. 

Dans  le  Chapitre  IV,  les  auteurs  traitent  de  la  déGnition  des 
fonctions  inverses;  ils  montrent  comment  se  pose,  dans  Tordre 
d'idées  où  ils  sont  placés,  le  problème  des  racines  d^une  équation 
f{x)  =  o,  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  x 
dans  rinlervalle  (^,  b).  Ce  problème  revient,  comme  pour  tout  le 
monde,  à  la  recherche  d'une  suite  convergente  J"i,  t^^  . ..,  J^»,..., 
de  nombres  appartenant  à  l'intervalle  (a,  0).  telle  que  la  suitey(  jTi), 

.A*^2 '» /{jrn)y  •••;  ait  pour  limite  o;  s'il  existe  une  telle  suite 

j^i,  j^2 r„ ils  diront  que  Téquation  admet  une  racine  dans 

cet  intervalle  et  que  la  fonction  y  (x)  s'annule  dans  cet  intervalle. 
Tout  cela  est  très  franchement  expliqué;  mais,  si  la  suite  est  irra- 
tionnelle, la  racine  n'est  pas  un  nombre  de  Tintervalle,  puisqu'il  est 
entendu  qu'il  n'v  a  pas  d'autres  nombres  que  les  nombres  ration- 
nels. Ce  n'est  pas  pour  une  valeur  de  la  variable  que  la  fonction 
s'annule.  Je  ne  puis  m'empècher  de  le  dire  à  nouveau  :  pourquoi 
direct  racine  )>  quand  on  n'a  pas  voulu  dire  ce  limite»,  et  si  Ton 
ne  craint  pas  d'emplover  le  mot  racine  pour  rappeler  ^existence 
d'une  cerlaine  suite  convergente,  pourquoi  craindre  d'employer 
une  lettre  pour  rappeler  la  même  chose  et  pourquoi  rejeter  le 
svmbolisme  ordinaire?  Ils  se  sont  résignés  sans  doute  à  des  habi- 
tudes de  langage,  qu'il  faut  bien  respecter  (|uand  on  écrit  pour 
être  compris. 

Quoi  qu*il  en  soit,  ils  montrent  comment,  dans  le  cas  d'une 
fonction  croissante  ou  décroissante,  le  problème  de  la  détermina- 
tion de  la  fonction  inverse  est  susceptible  d'une  solution  précise  ; 
ils  étudient  enfin  les  fonctions  exponentielle  et  logarithmique  avec 
tout  le  soin  que  mérite  l'importance  de  ces  fonctions. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  aux  dérivées;  rattention  est 
particnlièroment  attirée  sur  les  fonctions  unif armement  diffé- 
rcntiablcs, 

Il  Une  fonction  f\Jr\  est  dite  uniformément  diflTérentiablc  dans 
un  intervalle  (<?.  ^^  si,  étant  donnée  une  fraction  positive  e,  aussi 
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pelile  que  Ton  veut,  on  peut  déterminer  un  nombre  positif  a  tel 
que,  pour  deux  nombres  x^  x'  appartenant  à  rinlervalle  et  difle- 
rantde  moins  de  x,  le  rapport 

x'  —  X 

diffère  de  moins  de  s  de  tous  les  rapports  analogues  que  Ton  peut 
fonneravce  deux  autres  nombres  quelconques  pris  dans  le  petit 
intervalle  x  auquel  appartiennent  x  et  a^ .  n 

^        Bon  nombre  des  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 
N  dérivées  se  démontrent  d'une  façon  plus  simple  quand  on  suppose 
que  Ton  a  aflfaire  à   une   fonction  uniformément    difTérentiable. 
Céuil  d'autant  plus  le  droit  des  auteurs  de  se  borner  à  ces  fonc- 
tions, comme  ils  Tout  fait  dans  le  Chapitre  VI,  que,  bien  évidem- 
nKDt,la classe  des  fonctions  uniformément  dilïerentiables  contient 
tooles  celles  que  l'on  a  à  considérer  dans  les  éléments,  et  le  fait, 
établi  dans  le  Chapitre  suivant,  que,  si  les  termes  d'une  série  sont 
des  fonctions  uniformément  difTérenliables  et  si  la  série  formée 
par  les  dérivées  de   ces  termes  est  uniformément   convergente, 
celle  série  est  la  dérivée  de  la  série  proposée,  achève  de  montrer 
imporlance  de  la  notion  sur  laquelle  ils  ont  insisté.  Notons  en- 
core la  façon  vraiment  simple  et  élégante  dont  est  expliquée  la 
formation  de  fonctions  continues  sans  dérivée. 

Le  Chapitre  VllI  est  consacré  aux  propriétés  essentielles  des 
séries  entières  ;  les  fonctions  sinj:  et  vosx  sont  déterminées  par 
les  équations  fonctionnelles  qui  expriment  les  lliéorènies  d'addi- 
tion  pour  ces  fonctions. 

Le  Chapitre  IX  contient  diverses  propositions  importantes 
concernant  les  intégrales  et  rétablissement  de  la  série  de  Fourier 
dans  le  cas  d'une  lonclion  à  oscillation  totale  limitée,  ne  com- 
portant  qu'un  nombre  fini  de  discontinuités. 

Le  dernier   Chapitre,   enfin,  contient   quelques  définitions  et 
propositions  relatives  aux  fonctions  de  deux  variables,  dont  on  ne 
peut  guère  se  passer,   lors  même  que  l'on  veut  traiter  spéciale- 
ment des  fonctions  d'une  variable;  il  se  termine  par  la  démons- 
tration de  Texistence  d'une  solution  à  l'équation  dinerenlielle  du 
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premier  ordre,  démonslralion  qui  eslfaile  dans  Tordre  d'idées  où 
s^esl  placé  M.  Lipschilz. 

La  Théorie  nouvelle  des  fonctions  se  recommande  à  lous  ceux 
qui  goûtent  la  clarté,  la  précision  et  la  suite  dads  les  idées. 

J.  ï. 


MELANGES. 


SUR  L'AIRE  DU  PARALLÉLOGRAMME  DES  PÉRIODES 
POUR  UNE  FONCTION  p  u  DONNÉE  ; 

Par  m.  Jules  TANNERY. 


M.  Borel  a  bien  voulu  appeler  mon  attention  sur  rinlérét  que 
pourraient  présenter,  dans  certaines  recherches,  des  limitations 
de  Taire  du  parallélogramme  des  périodes  d'une  fonction  pu  dont 
on  connaît  les  invariants  g^  et  g^-  C'est  de  ces  limitations  que  je 
vais  m'occuper  ici. 

Je  me  permettrai,  pour  les  formules  ou  les  résultats  dont  j'aurai 
besoin,  de  renvoyer  le  lecteur  aux  Eléments  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  que  j'ai  publiés  avec  M.  Moik  et,  en  parti- 
culier, au  Tableau  (*)  de  formules  qu'ils  contiennent;  au  reste,  il 
trouvera  les  unes  et  les  autres  dans  le  formulaire  de  M.  Schwarz, 
principalement  aux  Articles  27,  3o,  40,  41,  54  et  55. 

Désignons  par  ^i,  (»2î  ^a  'es  racines  de  l'équation 

rangées  dans  l'ordre  que  déterminent  les  inégalités 


(')  Je  profite  de  roccasion  pour  y  relever  une  faute  : 

Dans  le  second  membre  de  la  formule  CXVIg,  6^  doit  ôtre  remplacé  par  H|. 
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et  soient 


X  = 


ex—ei 


I  — X  = 


g|  — 


Cl  — gj 


on  aura,  en  vertu  des  inégalités  précédentes, 

En  désignant  par  o  une  variable  réelle  comprise  entre  o  et-> 
et  en  choisissant  pour  les  radicaux 

/i  —  â?sin>9,     /i  —  (i  —  a?)  sin*9 

les  déterminations  pour  lesquelles  les  parties  réelles  sont  positives, 
les  quantités  s^coi,  2(03  constitueront  pour  la  fonction  pu  un 
couple  de  périodes  primitives  si  Ton  fait  (') 

X{x) 


Cl»l  = 


/ei  — C3 


it 


J     /i  — arsin«9  J     /i  —  (1  —  a?)  sin^cp 


posons  en  outre 


wj  _^  tX'(ar) 
ci)i  ~    X(ir) 


^  =  e*f '^^  ; 


on  aura 


7"  7" 

\{X)  =  -&|(o)=   -(£-h2<7  -i-  27*-!-...)' 


On    trouve   immédiatement,   pour    Taire   du  parallélogramme 
construit  sur  les  périodes  2CO1,  2(03 


A=fl^'Hlo. 


•ic  «l —  Cs 


I 
9 


«1—  ^3| 


log 


1 
9 


et  c^est  de  la  quantité 


B  =  1^5(0)1  log 


i 
9 


A\ei  —  en\ 


que  je  m'occuperai  tout  à  l'heure. 


(*)  Éléments,  CXIX,.  Les  quantités  x,  X(ar),  X'(a7)  sont  les  mômes  que  AS 
K,  K';  je  réserve  ces  dernières  notations  pour  désigner  des  fonctions  de  t.  La 
lettre  X  remplace  ici  la  lettre  x  qui  figure  dans  les  Éléments. 
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Auparavant,  je  dois  rappeler  quelques  résultats  connus  relatifs 
aux  régions  où  doivent  se  trouver  les  points  t,  q  quand  le  point  x 
reste  dans  la  région  (I),  définie  par  les  inégalités 

Tout  d'abord,  cette  région  même  est  la  moitié  de  la  région 
commune  aux  deux  cercles  Co,  C|  décrits,  avec  le  rayon  i ,  des 


points  o  el  i  comme  centres,  qui  est  à  gauche  de  la  corde  com- 
mune A.V. 

L'affixe  du  point  t,  correspondant  au  points:  de  la  région  (I)  par 
la  relation 

\kx) 

peut  élre  représentée  par  la  formule 

T  =  sin  <  -+•  (  /i  -h  cos  /  )  /, 

t  et  h  étant  des  nombres  réels  satisfaisant  aux  conditions 


o  t) 


en  sorte  que  la  région  où  se  trouve  le  point  t,  située  tout  entière 
au-dessus  de  Taxe  des  quantités  réelles,  est  limitée  en  bas  par  un 
arc  de  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  I ,  et  limité  aux  points  [A]  et  [A'],  images  des  points  A,  A'  de  la 

figure  i;  les  allixes  des  points  [A]  et  [A']  sont  di  sin^  4-  icos^; 

Tare  de  cercle  est  Timagede  la  corde  AA'  de  la  figure  i.  La  même 
région  est  délimitée  à  droite  et  à  gauche  par  deux  parallèles  à 


III 
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l^axe  des  quantités  imaginaires  qui  parlent  des  points  [A],  [A']; 
ces  parallèles  sont  les  images  respectives  des  arcs  du  cercle  Ci 


[0 


LA] 


[0]  [0] 


[A] 


0. 


de  la  figure  i  qui  vont  l'un  du  point  A  au  point  O,  Tautre  du 
point  A'  au  même  point  O. 

Le  lecteur  retrouvera  très  aisément  ces  derniers  résultats,  s'il 
▼eut  bien  se  rappeler  la  façon  dont  le  plan  des  x  fait  son  image 
sur  le  plan  des  i  (*  ),  et  faire  les  observations  suivantes. 

Quand  le  point  x  de  la  figure  test  sur  l'arc  AOA'  du  cercle  C|, 

la  quantité 

*/ 

I  —  y  \  —  X 


^ 


i-^VT^ 


X 


f>ù  la  détermination  du  radical  est  telle  que  Targument  trigono- 

inétri(|ue  de  y  i  — x  soit  compris  entre  —    ■  et  +  y>  est  purement 

imaginaire;  le  coefficient  de  /  a  le  même  signe  dans  [i  et  dans  x; 
il  eu  est  de  même  pour  q^  comme  le  montre  la  relation  (-) 


On  a  d'ailleurs 


T  =  -log-, 


en  prenant  pour  le  logarithme  la  détermination  principale;  j)()iir 


(  '  )  Éléments,  l.  IV,  p.  264. 
(')  Éléments,  CXXI4. 
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ces  valeurs  de  t  la  partie  réelle  est  donc  dz  -  suivant  que  :r  est  sur 

l'arc  AO  ou  sur  Tare  A'O. 

Aux  points  A,  A'  correspondent  les  valeurs  (* )  de  gr 

q=±:ie      «", 
et  par  conséquent  les  valeurs  de  t,  affixes  des  points  [A],  [A'] 

T  =  ±:  sin  -  -4-  i  cos  -  ; 
o  o 

lorsque  le  point  x  est  sur  la  corde  commune  AA',  les  nombres  x 
et  I  —  X  sont  conjugués,  il  en  est  de  même  de  X(j:),  X'(^);  il  en 
résulte  que  t  doit  se  trouver  sur  un  cercle  de  centre  O  et  de  ravon  i  ; 
à  la   corde  AA'  correspond  Tare  de   cercle  qui  joint   les   deux 

points  [A],  [A'];  le  milieu  de  cet  arc  qui  correspond  au  point  -  a 

pour  afïixe  /. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  x  reste  dans  la  région  (1), 
q  prend  les  valeurs  données  par  la  formule 

^  ^- g— m  A -K  co»  /  ) -f- i  7t  «In  / 

OÙ  h  et  t  ont  les  mêmes  significations  que  plus  haut;  la  région  où 
le  point  q  doit  rester  est  représentée  dans  la  figure  3  :  je  la  dési- 

Fig.  3. 


-  .^-Jm 


gnerai  par  (Q).  La  correspondance  avec  la  figure  i  est  marquée 
par  remploi  des  mêmes  lettres,  entourées  de  paf*enthèses.  La 
droite   sur  laquelle  se  trouvent   les   points   (A),   (A'),    dont    les 


(•)  Éléments,  CXXI^. 
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affîxes  sont  dz  ia,  en  posant 

est  l'axe  des  qaaotilés  imaginaires;  c'est  l'image  de  Tare  AOA.' 
do  cercle  C|  ;  l'image  de  la  droite  AA'  est  la  courbe  qui^asse  par 

les  points  (A),  (^j»  (A'),  définie  par  l'équation 

quand  i  varie  de  —  g  ^  +  g>  l'affixe  du  point  (-j  est  e~^. 
Je  poserai  dans  la  suite 

g  =  /•«'*, 

r  étant  un  nombre  positif  compris  entre  o  et  a  et  a  un  arc  compris 

Ure et  H 

J'arrive  enfin  à  l'étuile  de  la  fonction 

B  =  |aj(o)|log 


U  est  clair  que  lorsque  x  reste  dans  la  région  (I)  et  ^  dans  la 
région  (Q),  B  est  une  fonction  continue,  sauf  pour  le  point  x  =  o 
ou  ^  =  o.  La  formule  (  *  ) 

'        i6  il  io'i4 

donne  d'ailleurs 

1       .      i6      .  I 


log-  =  log h  lo 


O 


en  posant 


q  T  ^  X 


?(x)  =  gx»-^.... 


Si  Ton  attribue  à  log-,  log—  leurs  déterminations  principales, 
dans  Irsqiielles  les  coefficients  de  /  ont  ontre  cn\  une  dinercnce 


(  1  )  ÉiémenU,  GXXI,. 
Buli.  de*  Scieneei  maihém.,  3* série,  t.  XXVIII.  (Avril  1904.) 
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moindre  que  -f  ainsi  qu'il  résulte  clairement  des  figures  i  et  3,  il 

faudra  attribuer  aussi  sa  détermination  principale  au  second  terme 
du  second  membre;  ce  second  terme,  quand  x  est  très  petit  en 
valeur  absolue,  est  lui-même  très  petit  en  valeur  absolue;  il  en  est 

de  même  de  la  différence  log log—  et,  par  conséquent,  de  la 


I 


—  log 


i6 

X 


partie  réelle  de  cette  différence,  c'est-à-dire  de  log 

D'ailleurs  la  fonction  2r*  (o),  regardée,  soit  comme  fonction  de  q^ 
soit  comme  fonction  de  x^  est  égale  à  i  pour  q=:o  ou  x  =  b; 
comme  elle  est  régulière,  on  voit  de  suite  que  la  différence 


C  =  |&*(o)llog 


I 
7 


—  log 


i6 

X 


si  on  lui  attribue  la  valeur  o  pour  x  =  0,  est  continue  quand  x 
reste  dans  la  région  (I)  et  sur  son  contour;  elle  admet  un  minimum, 
dont  on  montrera  qu'il  est  nul,  et  un  maximum,  pour  lequel  je  me 
bornerai  à  prouver  qu'il  est  plus  petit  que  1. 
Je  mettrai  pour  cela  C  sous  la  forme 


Ona(«) 


C  =  [|^Mo)|-i]log^-4log 


a^* 


X 


i 

r 

x'^ 


par  conséquent,  puisque  q  est,  en  valeur  absolue,  au  plus  égal  à  a, 
Terreur  que  l'on  commet  en  remplaçant  le  second  membre  par 


9  a  savoir 


^(i-i-y')(2-H  2y"-f-...)  — (i-^  2y)(9»-^9»-f-...) 


(i -t- 9*)(i  H- 9*-h  9*-h. . .) 


est  moindre  que 


2-t-a»-f-(r-f-a')(2a**H-...)-h(iH-2a)(a»-H...)^ 


C)  Éléments,  XXXVII^. 
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il  est  aisé  de  calculer  une  \aleur  approchée  du  coefficient  de  r*  ; 
on  trouve  successivement 


i-h  1(4' 


I  -4-  q^ 


erS 


i  ,       14-  4''Cosa  -»-  4r* 

-  log r 

2     °  I  -4-  r*  cos  'iT,-^  r* 


El /-S 


e  et  Cl  étant  des  nombres  qui  diffèrent  très  peu  et  dont  il  est  aisé 
de  reconnaître  qu'ils  sont  l'un  et  l'autre  moindres  que  2,0219,  en 
valeur  absolue.  On  a  d'ailleurs 


I  i  -¥-  4  r  cos  a  -H  4  r' 

1     ^  I -I- /'*  cosaa  H- r* 


2r 

—  cos    qc- 
I 

/•* 
-  —  cos2a 
I 

arcos    a 


'À 


cos  2  a 


(o^ry 


cos  3  a — ..» 


—     cos  'À  a 

'2 

3r'    cos  2  a 


—     cos6a -{-.•. 
es/-', 


et  Ton  déduit  de  là  sans  peine 


log 


i 
2^* 


Et   < 


X 

8 


1 

T 


=  2r  cosa  —  3/*^  cos 2 a  -f-  Ejr', 


a 


3(  f  —  2a)        2(1  —  a- ) 


-h  2,0219a  <  3,2372, 


On  trouve  de  la  même  façon 


|2rJ(o)|  —  I  =  (4 /-cos  a -h  4^')  (2  H-  4 /'COS  a  4-4/'*)  -+->)^S 

|rj  <  11,595, 

et,  par  suite, 


en  faisant 

C'=8r(logi- 


G  =  C'-+-r/H, 


1     cosa 


8r*(i  -H  2  cos* a  ■+-  2/' cos  a  -+-4'*')  'og — h  12/**  cos  2  a, 
I 


T/=7irlog-  —  46i. 
r 


Lorsque  r  croît  de  o  à  a  les  produits  de  log-  par  r,  r^,  r',  r* 
vont  en  augmentant.  On  voit  tout  d'abord  que  V  est  moindre  en 
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valeur  absolue  que 

|7)|a— h  12,9488  <  i5, 0254. 

D'un  autre  côté,  lorsque  r  reste  fixe  et  que  a  croît  de  o  à  - 
il  est  clair  que  ÇJ  va  en  décroissant,  on  a  donc 


» 


C  >  r«(8Iog-!;  —  12  — i5,0254rj. 

Le  coefficient  de  r^,  dans  le  second  membre,  est  positif,  car  la 

plus  petite  valeur  de  8  log-  correspond  kr-=.a\  elle  dépasse  21 . 

La  valeur  minimum  de  C  correspond  à  ^  =  o. 

D'un  autre  côté,  lorsque  l'on  regarde  a  comme  fixe  et  que  l'on 

G' 
fait  croître  r,  C  augmente;  en  effet,  la  dérivée  de  -7-  par  rapport 

à  r  peut  s'écrire 

2(cosa  -4-  2r)  Mog ^)  "^  4'''(cosa  -+-  2r)  (  3  log 1  ) 

-T-  8  r  cos*  a  (  I  -H  log  -  j  -+-  8  r'  log  -  ; 

elle  est  positive,  puisque  la  plus  petite  valeur  de  log -est 

loff =  ^î72-  •  •• 

11  résulte  de  là  que  le  maximum  de  C  a  lieu  quand  le  point  q 

est  sur  la  courbe  qui  limite  à  droite  la  région.  (Q).  Sur  cette 

courbe,  /*  et  a  sont  des  fonctions  de  la  variable  t  définies  par  les 

relations 

r  =  c-^*"®*',         a  =  7rsin^, 

C  devient  une  fonction  de  t  dont  on  pourrait  se  proposer  de 
chercher  la  plus  grande  valeur;  il  est  bien  aisé  de  reconnaître 
qu'il  y  a  un  maximuju,  pour  t=^  o^{q  =  e~'^),  A.u  degré  d'approxi- 
mation auquel  je  me  suis  borné,  il  scml)le  que  l'eflort  qu'il  fau- 
drait pour  constater  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  maximum  soit  assez 
vain;  la  pi^[>ositiQn  n'offrirait  quelque  intérêt  que  si  elle  concer- 
nait la  fonclion   G   elle-même,    dont  la   valeur,   pour  q  =  e~^, 


=  ~  9  est 

!2 
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C  =  0,5292. . .. 


Je  me  suis  coDlenté  de  vérifier  que  le  maximum  d^une  partie 
de  Cf  pour  laquelle  celte  vérification  est  aisée,  a  lieu  en  elTetpour 
/  =  o  ;  il  s'agit  de  Fensemble  des  termes 

Srflog 1  j  cosa-+-  i6r»  log-cos'a  -+-  lar*  cos2a, 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  t  peut  s^écrire 

—  8:tr    (iccos/ )  sin(a  —  ^)  -h  -sin(a  H-  ^) 

—  ';:r<[cosacos/sin(a  —  t) -h  sin^cos*a] 

—  aicr'  sin(2a  —  t), 

Otj  lorsque  /  varie  de  o  à  ->  a  reste  plus  grand  que  t  et  Ton 

reconnail  de  suite  que  l'expression  précédente  reste  négative.  Dès 
lors,  en  remplaçant  dans  C  la  somme  des  termes  précédents  par 
son  maximum,  et  les  autres  termes  par  des  nombres  manifeste- 
ment plus  grands,  on  trouve 

-I- 8a*(i -+- 2a-f- 4<^*) h  i5,o254a^<  «,923. 

En  résumé,  Taire  du  parallélogramme  des  périodes  s'exprime 
par  la  formule 

A  =  ■ r    lo-  --   -I-  G    , 

c  étant  un  nombre  dont  on  sait  qu'il  est  compris  entre  o  et  i . 


T—  t3  Ci  ^ 


SUR  UNE  FORME  NOUVELLE,  LINÉAIRE.  DE  L*ÉQUATION  DONT  DÉPEND 
LA  DÉTERMINATION  DES  SURFACES  QUI  ONT  UN  ÉLÉMENT  LINÉAIRE 

DONNE; 

Par  m.  Jules  DRACH,  à  Poitiers. 

1.  La  recherche  des  surfaces  S  qui  admettent  pour  élément 

linéaire 

E  du'*' -+- 1¥  du  dv  -\-  G  dv^ 
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peut  être  faite  par  la  méthode  suivanle  :  on  détermine  d'abord  les 
rotations/?,  ç, />i,  g\  du  trièdre  (T),  attaché  à  l'une  de  ces  sur- 
faces comme  Ta  indiqué  M.  Darboux  {Leçons  sur  la  théorie  des 
surfaces,  Livre  V,  Chap.  H),  puis  les  cosinus  directeurs  a,  P,  y; 
a',  P',  y;  (/,  P",  y^  de  trois  axes  rectangulaires  fixes  OX,  OY,  OZ 
par  rapport  au  trièdre  mobile  (T).  Les  coordonnées  X,  Y,  Z  de 
l'origine  du  trièdre  (T),  c'est-à-dire  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'une  des  surfaces  cherchées,  sont  alors  données  par  des  qua- 
dratures, ainsi  qu'il  résulte  des  formules 


OÙ  les  quantités  ^,  y^,  ^i,  y^i  sont  les  translations  du  trièdre  (T) 
assujetties  seulement  à  satisfaire  aux  trois  équations 

La  détermination  des  rotations  /?,  ç,  /7|,  Çi  exige  l'intégration 
du  système  simultané  : 

'    àp        f)pi 
dr        ôf'i 

T-  =pqi  —  <jp\y 

ôv         Ou       '  ^  ^ 

OÙ  les  inconnues  sont  p,  q^  p^^  q^,  r,  r^ . 

Les  deux  premières  équations  du  système  (II)  définissent  r  et  r^ 
en  partant  des  translations;  les  dernières  équations  de  chacun  des 
deux  systèmes  déterminent  alors  sans  difficulté  p  et  pi  au  moyen 
des  inconnues  q  et  qi. 

Si  Ton  porte  ces  expressions  dans  les  deux  premières  équa- 
tions (I),  on  obtiendra  un  système  de  deux  équations  du  pre^ 
mier  ordre  aux  inconnues  q  et  q^. 
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Li^ntégration  de  ce  système  simultané  parait,  à  un  premier 
exmmen,  dépendre  de  celle  d'un  système  à  une  seule  inconnue 
formé  d*éqaations  dont  l'ordre  est  supérieur  au  second.  C'est, 
par  exemple,  nn  système  de  cette  nature  qu'on  obtient  en  élimi- 
nauai  Pane  des  inconnues  ou  encore  en  prenant  pour  nouv,elle 
fonction  inconnue  une  fonction  quelconque  de  q  et  Çi, 

Nous  nous  proposons  de  montrer  qu'on  peut  ramener  cette 
intégration  à  celle  d'une  seule  équation  du  second  ordre, 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes  de  la  fonction 
inconnue. 

Avant  de  passer  à  cette  démonstration,  il  convient  de  remar- 
quer que  la  recherche  des  quantités  p^  q^  p^^  q^  est  simplement 
celle  de  la  représentation  sphérique  de  l'une  des  surfaces  (S), 
ainsi  que  cela  résulte  de  l'expression  de  l'élément  linéaire  de  la 
représentation  sphérique 

d^^{pdu-\-pydv)'^'^(qdU'^qxdvY\ 

on  sait  d'ailleurs  que  lorsque  cette  représentation  sphérique  est 
connue  la  surface  est  entièrement  déterminée,  à  un  déplacement 
près.  Il  est  cependant  nécessaire  d'intégrer  encore  une  équation 
de  Riccati  pour  obtenir  les  cosinus  directeurs  des  axes  mobiles  (T). 
Cette  remarque  met  immédiatement  en  évidence  les  liaisons  du 
système  qui  définit/?,  q^  /)|,  q^  avec  celui  qui  définit  les  quan- 
tités D,  D',  ly,  puisque  l'on  a 

II* 
—  î^(D  ^tt  -+-  D'</P)(D'  du  -h  D"  dv)  -\-  ^(D' du  -+-  \>' dvy. 

Il  en  résulte  que  le  système  que  nous  étudions  est  aussi  celui 
qui  définit  les  éléments  D,  D',  D'^  en  partant  de  l'élément  linéaire. 

2.  Nous  ferons  observer  que  les  trois  équations  (I)  qui  lient 
les  rotations  expriment  simplement  {Cf.  Darboux,  loc.  cit., 
Livre  I,  Cbap.  VI)  que  les  deux  équations  de  Riccati 

-r-  =a  4-26  a-t-c  a*, 
ou 


O  '  6. 


—-  =  ai  H- 'A  61  a -h  Cl  j5, 
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où  Ton  a  posé 

q  —  ip  ,  q  -hip 

ont  une  solution  commune  dépendant  d'une  constante  arbi- 
traire. 

Le  système  (I)  transformé  par  le  choix  des  éléments  a,  è,  c,  . . . 
s'écrit  sous  la  forme 

'   âa       àtti  .  , 

dv         du  11» 

àb        db^ 

de        dct  ,  , 

-r r h  2C6l  lOCi  =  O, 

dif         ou 

et  la  dernière  des  équations  (II)  deviendra 

(3)  c(r,i  —  t{|)  -f-  ai{T,  H-  ii)  —  Ci(yj  —  t  J)  —  a(Tii-h  «£i)  =  o. 

Convenons  de  prendre,  comme  inconnue,  la  fonction  o- qui  satis- 
fait aux  deux  équations  (i);  ces  deux  relations  nous  donneront  les 
expressions  de  a  et  a^  au  moyen  de  c,  Ci  et  <t. 

Portons  ces  expressions  dans  l'équation  (3)  et  dans  la  seconde 
des  relations  (2),  nous  aurons  deux  équations  linéaires  en  c  et  C| 
qui  détermineront  ces  deux  quantités  au  moyen  de  <t  et  de  ses 
dérivées  premières. 

Les  expressions  de  c  et  C|  ainsi  obtenues  devront  vériGer  les 
deux  autres  relations  ('2),  mais  nous  savons  déjà  qu'on  n'obtiendra 
ainsi  qu'une  seule  équation  [cela  résulte  de  l'interprétation  du 
système  (I)  rappelée  plus  haut].  Nous  n'avons  par  suite  qu'à 
porter  les  expressions  de  c  et  Ct  dans  l'équation 

de        dct  ,  , 

r h  icO,  —  ibct  =  o 

dv        du 

et  nous  obtiendrons  manifestement  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  pour  déterminer  o-,  équation  qui  sera 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes. 

Le  calcul,  qui  se  fait  sans  difficulté,  donnera  c  et  d   par  les 
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formules 


Aci  = 


/dbt        db 


\du 


—  5;;)['ii--*Si-+-^*(Tli-+-«Si)]--(TQi-+-'^)(^--^^<')(^--2^^,j^ 


—  (r,  -+-/ 


'î)(s -'..)• 


où  Ton  a  posé 

nous  désignerons  Féquation  du  second  ordre  en  a-  qui  en  résulie 
et  dont  récriture  est  un  peu  compliquée  par  la  notation 

(5)  A(cr)  =  o. 

3.  Supposons  que  Ton  connaisse  une  solution  de  Téquation 
linéaire  du  second  ordre  (5)  que  nous  venons  de  former;  que 
resle-t-il  à  faire  pour  obtenir  la  surface  corresj3ondanle? 

Montrons  qu^ on  parvient  à  l'expression  des  coordonnées  X, 
Y,  Z  de  l'un  de  ses  points,  par  de  simples  quadratures. 

Désignons  par  0*0  la  solution  connue  de  l'cquation  en  cr;  les 
expressions  de  a,  c,  ai,  c^  sont  enlièrement  déterminées  et  la 
solution  générale  du  système 

l   — -  =  a  -}-àI?  (j  -h  c  a* 
1  du 

[    --     =  ai-î-  '2t»i<TH-  Cl  J2 

dont  nous  connaissons  la  solution  particulière  (Tq,  s^obtiendra  par 
deux  quadratures. 
PosoDS  par  exemple 


Û-    Acdo 


b)du  -hi^Ci^Q-^  bi)  di^ 


lA'x  PUEMIËRE  PARTIE, 

et 

nous  aurons  pour  expression  générale  de  (t 

(7)  (j  =  (Jo-+- 


<ï>-hX- 


en  désignant  par  k  la  constante  d'intégration  (*). 

Soient,  d'une  manière  générale,  x  et  y  deux  solutions  du  sys- 
tème (6)  correspondant  aux  valeurs  X  et  [x  de  la  constante  k;  on 
en  déduit  immédiatement  les  expressions  des  cosinus  directeurs 

ï-xy  Q       ,  I  -4-  .rv  ar-i-^ 

a  =  >  p  =  t 1  y  =  

X — y  X — y  •        X — y 

d'une  direction  fixe,  par  rapport  au  trièdre  mobile  (T).  Soient  de 
même  ^i,  y\  deux  autres  solutions  du  système  (6),  X|,  jXj  les 
valeurs  de  la  constante  k\  les  cosinus  correspondants  seront 

i~r,v.                       ,  1  -^  -gin               r       a7i-hjKi 
a  =  '    ■  >  p  =  I i  Y  =  • 

^1-/1  ^1—7»  ^1—^1 

Pour  que  les  deux  directions  soient  orthogonales,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

ix  -\- y){^x^-\- yx)  —  -y.xy  —  'xx^yx  =  o, 

c'est-à-dire  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  quantités  x^ 
y^  ^M  JKi  soit  égal  à  —  i.  Mais  la  solution  générale  o-  est  liée  à  la 
constante  k  par  une  relation  homographique;  il  en  résulte  que  la 
relation  précédente  se  réduit  à  la  relation  analogue 

entre  les  valeurs  de  la  constante  d'intégration. 

Pour  obtenir  trois  directions  a,  p,  y;  a',  P',  y';  a'',  P",  ^ formant 


(^)  Il  convient  d'ajouter  que  <s  est  en  môme  temps  que  9^  une  solation  de 
réquation 

(5)  A(a)=o 

qui  admet  ainsi  en  elle-même  une  transformation  curieuse.  Cette  transformation 
n'altère  pas  non  plus  les  valeurs  de  c,  C|  données  par  les  relations  (4). 
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un  trièdre  trirectangle,  il  faut  donc  donner  à  la  conslante  k  trois 
couples  de  valeurs  ^^^  p>!  Xf  ^  p>i  ;  X^,  [A2  satisfaisant  aux  relations 

(X|-+-[x,)(X2-4-  jxj)  — 2Xi{A|— aXj|^î=  o, 
(Xi-+-îij)(X  -+-[x  )  — -iXîîXi—   i\\k  =0, 

et  former  les  cosinus  correspondant  à  chacun  de  ces  couples.  On 
voit  qu'on  peut  prendre  arbitrairement  les  trois  quantités  X,  [jl,  X, 
par  exemple. 

On  peut  d'ailleurs  se  proposer  d'exprimer  toutes  ces  quantités  X, 
ji.,  ...  en  fonction  rationnelle  de  trois  paramètres.  Pour  y  par- 
venir, nous  remarquerons  que  les  équations  précédentes  demeurent 
vérifiées  quand  on  fait  subir  aux  X,  [jl  la  même  transformation  pro- 

jcctive 

M  /  -^  N  M  m  -i-  \ 

^^  =  177-7-71'  \^  = 


il  suffira  donc  de  trouver  pour  /,  m;  l^j  m^]  I2,  m2  un  système 
particulier  quelconque  de   valeurs  numériques   satisfaisant  aux 
relations  qui  lient  les  trois  couples  À,  [x. 
En  prenant,  par  exemple 

/  =  o,         /ii  =  3c;         /i=i,         mi=    -i;         fi=  h         m»  =  — /, 
on  obtient  les  formules 

^  -  Q'  !^  -  7,; 

_  M -4-N  M  —  N 

M  /  -+-  N  _  ^1  -^  ^^'  ' 

Ajoutons  que  ce  raisonnement  s'applique  évidemment  aux 
quantités  x^y  qui  vérifient  les  mêmes  relations  que  les  X,  [jl;  on 
est  ainsi  conduit  aux  formules  d'Euler  {Cf.  Darboux,  loc.  cit., 
Livre  I,  Chap.  III,  n«27). 

Nous  venons  de  montrer  que  les  cosinus  directeurs  des  trois 
ânes  fixes  OX,  OY,  OZ  s'obtiennent  rationnellement  à  l'aide  de 
rintégrale  générale  du  système  (()),   intégrale  que   nous  avons 


124  PREMIÈRE  PARTIE. 

obtenue  par  deux  quadratures;  trois  quadratures  nouvelles  don- 
nent, comme  on  sait,  Texpression  des  coordonnées  (X,  Y,  Z)  de 
Forigine  du  Irîèdre  mobile  (T). 

4.  La  solution  que  Ton  vient  de  présenter  conduit  en  général  à 
des  expressions  complexes  pour  les  rotations  />,  ç,  />|,  q^  et  pour 
les  cosinus  directeurs  a,  ^,  y, 

Si,  partant  d'un  élément  linéaire  réel,  à  discriminant  positif 

on  se  propose  de  déterminer  des  fonctions  réelles  X,  Y,  Z  des 
variables  u  cl  \'  qui  satisfassent  à  Téquation 

les  cosinus  directeurs  a,  ^,  y,  . . .  et  les  rotations/?,  q, Pif  q%  doi- 
vent aussi  être  des  fonctions  réelles  de  u,  v.  Cette  condition  est 
d'ailleurs  suffisante,  car  les  translations  Ç,  y),  Ç|,  y|i  et  les  rota- 
tions r,  Ti  peuvent  toujours  être  choisies  parmi  les  grandeurs 
réelles  quand  E,  F,  G  sont  réels  et  EG  —  F^  positif. 

Lorsque  les  rotations  />,  ç,  /?i,  qt  sont  réelles,  les  deux  équa- 
tions 

I  -r-  =  a   -{-  lO   d  -h  c  œ2 
}  Ou 

(G)  -,  ^^ 

f    -T-    =  «I -T- '261  J -H  CiC- 

admettront  toujours,  en  même  temps  que  la  solution  complexe  a: y 

la  solution  —  où  Xq  désigne  la  quantité  conjuguée  de  x.  Il  suffit 

d'ailleurs  que  ces  équations  admettent  deux  solutions,  telles  que  x 

et  — >  pour  que  a  et  c,  d'une  part,  ai  et  C|,  d'autre  part,  soient 

imaginaires  conjuguées,  c'est-à-dire  pour  que  les  rotations  soient 
réelles. 

On  conclut  de  là  que  les  expressions  des  rotations  formées 
avec  une  solution  o-  de  l'équation  du  second  ordre 

A((j)  =  o 


—  I 


ne  changent  pas  si  l'on  remplace  o-  par  l'expression  — >  et  encore 

^0 
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que  la  fonction  ^^^  est,  en  même  temps  que  cr,  solution  de  Téqua- 

lion  précédente. 

Si  nous  parlons,  par  conséquent,  d'une  solution  o-  de  l'équa- 

lion 

A((j)  =  o 

gui  satisfait  en  même  temps  aux  relations  du  premier  ordre 
exprimant  que  c  et  C|  ne  changent  pas  quand  on  remplace  cr 

par  — »  les  rotations  p^  ç,  />,,  <7<  seront  réelles.  Considérons 

le  système 

I-— -=a-+-265-+-cs* 
du 

-—  =z  at-h  20iS  -\-CiS^ 
Ov 

el  soient  x^  —  un  couple  de  solutions  complexes  de  ce  système, 
les  cosinus  définis  par  les  équations 

a  =  ,  B  =  t f  V  = 

seront  également  réels.  Il  reste  donc  simplement  à  examiner  com- 
ment on  déterminera  trois  solutions  J?,  y^  z  du  système  (8),  de 

façon  que  les  directions  correspondant  aux  couples  x,  — ;  y 
z,  -^^  soient  deux  à  deux  orthogonales. 


I  —  I 

•   V     • 

^0  }  Q 


■^0 

—  r 


Désignons  par  or,  —  le  couple  qui  a  servi  à  obtenir  les  rota- 
lions  réelles/?,  ç,/?«,  q^  et  par  x^  —  un  autre  couple  quelconque 

Xq 

«le  solutions  du  système  (8);  la  solution  générale  S  de  (8)  peut 
être  définie  par  la  formule 

I  -T-  >x^,  y    Xq  ' 

où  c  désigne  la  constante  arbitraire  et  où  la  quadrature  porte  sur 
une  imaginaire  pure  (  '  ). 

Soit  G'  la  détermination  do  la  constante  qui  donnera  la  solu- 

(  '  )  Il  est  bien  entendu  que  l*on  pourra  prendre  aussi  x  ~  z  de  telle  sorte  que 
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tion  -^— ;  on  aura  immédiatement 

C  ^  (S  —  x)  .   (  "S7  "" ^)  ^  __    (S-ar)(So  — arp) 
G'        I -h  Sjto  '  I  (i-^  Saro)(i-H  Soa?) 

I  —  V,-  Xq 

et 

(Sj— Xo)(n- Saro) 


d'où  Ton  conclut 


en  désignant  toujours  par  Co  la  quantité  conjuguée  de  C. 

La  condition  d'orthogonalité  des  directions  qui  correspondent 

aux  couples  jt,  — ;j^,  — >  qui  s'écrit 

(x ]ly ]  -^  '1 1-  "i  ^  =0, 


peut  donc  s'écrire  aussi 


{^-i){^-i) 


A  a 

-+-2^-  -I-  2  -—  =  O, 
Ao  Ko 


en  désignant  par  X  et  p,  les  constantes  qui  définissent  respecti- 
vement X  et  y. 

On  obtiendra,  par  suite,  les  valeurs  les  plus  générales  de  trois 
constantes  X,  [jl,  v  correspondant  à  trois  directions  orthogonales 
en  exécutant  sur  un  système  particulier,  par  exemple  sur  le  sys- 
tème 

/  =  o,        m  =  I ,        n  =  i, 

la  substitution  projective  la  plus  générale  qui  change  deux  quan- 
tités complexes 

—  I 

0)    et    9 

en  deux  quantités  complexes 

—  I 


Q     et 


Qo 


rintégration  du  système   (6)  dont  on  connatt  les  solutions  9  et  n'exige 


qu'une  seule  quadrature. 


<»• 
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Cette  substitution  s'obtient  sans  difficulté;  elle  s^écrit 


i2  =  —y 


(0 —  aoc'f* 

en  désignant  par  a  une  quantité  complexe  quelconque  et  par  ^ 
une  quantité  réelle.  On  a  donc  simplement 

^        —  I  a  -r-  e'?  ai  -+-  e^P 


ou  bien  encore 


(9)  X  =  a,         (x  = 


a  —  e't^  a-¥-  ie'^ 


>   .        V 


à^e^^-^\  I  —  aote'f* 
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r.().Mi>Ti:s  iiKNhUs  i:t  analvsks. 


HOCHHEIM  (Al).  —  At  FtiABEX  aïs  of.r  Analytisciikn  dkr  Hbfnk.  Hofi  I  : 
Dis  geraiir  Linik,  dkr  Pl'nkt,  dkii  Khkis.  hrilto,  v(M'ineiirte  AuHago, 
bearl)eitel  von  F.  lîochheim.  i  vul.  in-8;  vi-y8  paijos.  Leipzij:,  Toiibnor. 

1904. 

Ce  recueil  contient  ^-i*  prohionics  sur  les  rh'nieiits  Ao.  la  (iéonu;- 
trie  analytique  (point,  droite,  rorcle').  licaucouj)  de  ces  problùincs 
sont   purement  numériques,  et  In   plupart  sont  des   applications 
immédiates  de  ce  que  les  élevés  doivent  savoir  :  ceci  nVst  nulle- 
ment  une  critique,  car  il   est   (certain   que    les  étudiants  doivent 
faire  de  tels  exercices,  en  assez  ^rand  nombre,  pour  .se  rainilia- 
rîser  avec  les  méthodes  de  la  Géométrie  analvti(|ue.  Bt^aucoup  de 
questions,  en  même  temps  (pfelles  sont  simples,  >ont  intéressantes. 
On  en  rencontre  quelques-unes  (ju'il  semble  que  Tauteur  aurait 
dû  éviter,  la  sixième  par  exemple,  où  Tcm  demande  combien  de 
points  sont  donnés  par  deux  équations  (en  ./'.,  j')  dont  Tune  est  %, 

du  />'^"'*,  l'autre  du  r/*'"""  degré.  ^^ 

Ce  n'est  pas  là  un  r.rercire  ni  une  question  à  po^cr  aux  éhncs 
auxquel.'f  >'adressent  les  (pieslions  \oisinc»s.  J.  T. 


RUSSKLL  { lierlraml ),  M.  A.  —  Thk  i'hinj.nm.ks  ok    MATUKMATirs.    v<il.   I. 
\xi\-*3î  [>aj;cs  iii-8'*.  (liiiiibrid^e,  ljiivi»rsily  l*ress.  Kjnl. 

On  connaît  les  recherches  crili(|ncs  auxcpielles.  dcpu.i-i  ,')o  oti 
Ai^  ans  surtout,  les  mathéniaticit^ns  ont  soumis  j(>s  principes  <lc  leur 
scrience  ;  elles  ont  enlrainé  unt;  relonh*  lof;i(pic  de  la  plupart  liert 
anciennes  théories,  et  la  création  de  doctrines  nouvoiltvs,  comme 
la  ihéorie  des  ensembles.  Mais  ces  recherches,  poussi*es  en  sens 
divers     l^'ir  des   auteurs   indépendants    et    de  ten(lanc(*s  diverses, 

Jftéi/.  ti^^  Scii'ncfx  niiitlivni.,  j'  scnr,  1.  .\\\  111.  {.Mui  ny]  )  •, 
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appelaient  une  systématisation  et  une  synthèse.  C'est  cetle 
s}'nthèse  que  M.  Kussell  nous  apporte  aujourd'hui  ;  de  tous  les 
travaux  des  mathématiciens-logiciens  il  a  dégagé  la  philosophie 
qui  y  était  impliquée  d'une  manière  latente.  Ce  n'est  pas  seulement 
une  nouvelle  philosophie  des  mathématiques  qui  ressort  de  cette 
étude,  c'est  aussi  et  avant  tout  une  logique  nouvelle  :  car,  en 
approfondissant  et  en  éclaircissant  les  principes  de  leur  science, 
les  mathématiciens  ont  été  amenés  à  analyser  avec  plus  de  finesse 
et  de  rigueur  qu'on  ne  l'avait  jamais  fait  les  opérations  de  l'esprit 
et  les  procédés  de  raisonnement.  Leibniz  disait  déjà  que  les 
mathématiciens  sont  les  vrais  maîtres  dans  Tart  de  raisonner;  les 
mathématiciens  contemporains  ont  brillamment  vérifié  celte 
pensée,  car  c'est  à  eux  que  la  Logique  moderne  doit  presque  tous 
ses  progrès.  Par  cette  double  évolution,  la  l^ogique,  en  se  déve- 
loppant, et  la  Mathématique,  en  remontant  à  ses  principes,  sont 
arrivées  à  se  rejoindre  et  à  se  souder:  et  il  est  apparu  que  la  Mathé- 
matique n'a  pas  d'autres  principes  et  d'autres  notions  premières  que 
les  notions  preniièrcs  et  les  principes  de  la  Logique  même.  Telle  est 
la  thèse  fondamentale  de  l'Ouvrage  de  M.  Russell.  Il  est  parvenu 
à  la  démontrer  en  appliquant  à  l'analyse  des  propositions  et  des 
déductions  mathématiques  la  Logique  mathématique  de  M.  Peano. 
A  vrai  dire,  cette  démonstration  formelle  se  trouvera  seulement 
dans  le  Volume  H,  (|ue  fauteur  prépare  avec  le  concours  de 
M.  Whilehead  ;  mais  renchaînement  des  idées  et  des  proposi* 
tions  est  suffisamment  marqué  dans  le  Volume  I  pour  qu'on 
puisse  l'apprécier,  quand  ou  eoiuiaît  dt^jà  les  théories  spéciales 
édifiées  par  M.  Poano  (')  et  par  M.  Whitehead  (^). 

Nous  pouvons  nous  dispenser  de  résumer  les  principes  de  la 
Logique  mathématique,  car  nous  les  avons  déjà  exposés  ici  même 
en  reudant  compte  du  Formulaire  de  M.  Peano  (^).  Nous  devons 
toutefois  ajouter  que  M.  Russell  a  perfectionné  cette  Logique  dans 
une  partie  essentielle,  la  Logique  des  relations,  qui  sert  précisé- 


(')  Formufaire  de  Mathématiques^  t.  IV  (Turin,  Uocca,  igoS);  Aritmeiica 
générale  e  Algebra  elcmentare  (Turin,  Paravia,  igoi). 

(2)  -^  treatise  on  unWcrsal  Algebra,  Vul.  I  (Cainbrijlgc,  1H9H);  On  cardinal 
niinibers  {American  Journal  of  Mathema tics,  l.  WIV,  n.)'>>)« 

(^)  lluUetin  des  Sciences  ma/liematif/ues,  octol»r«"  »îV". 
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^l  de  l>aseaiix  Mathématiques  (*),  et  qu'il  a  invenlé  pour  cela 

^t'«*^^oïîsme  très  simple  et  1res  commode^  bien   préférable  à 

■•  ^|<rèV>ï*e  des  relations  de  Schroder  ('^).  Au  surplus,  nous  avons 

^^\,\îé  «ailleurs  une  analyse  de  celle  Logique  nouvelle  (^),  et  l'on 

iioti*  permettra  d'y  renvoyer  le  lecteur.  Nous  nous  attacherons  ici 

de  préférence  aux  théories  mathématiques  de  l'auteur. 

Si  Vidée  de  nombre  n'est  pas,  comme  on    le   croit   souvent, 
l'^i^inîci^c  objet  des  Mathématiques  pures,  elle  en  est  du  moins  le 
nrennier,  le  plus  essentiel  et  le  plus   simple.    Cette  idée   paraît 
même  tellement  simple  à  beaucoup  de  mathématiciens,  qu*ils  la 
considèrent  comme  intuitive  et  indéHnissable.  Parla,  ils  se  dispen- 
sent d*une  recherche  bien  plus  difficile  qu'ils  ne  pensent,  et  ils 
tranchent  sans  s'en  douter  de  graves  problèmes  philosophiques, 
dont  la  solution  est  de  grande  conséquence.  C'est  déjà  une  grosse 
qoestîon  que  de  savoir  lequel,  du  nombre  cardinal  ou  du  nombre 
ordinal,  est  logiquement  antérieur  à  l'autre;  c'est  une  question 
encore  plus  délicate  que  de  savoir  comment  il  faut  les  définir,  et 
elle  n'a  été  résolue  que  tout  récemment. 

Le  nombre  cardinal  peut  se  définir  par  abstraction  ou  par 
postulats,  La  définition  par  abstraction  consiste  à  dire:  deux 
classes  (ensembles)  ont  le  même  nombre  lorsqu'elles  sont  équi- 
valentes, c'est-à-dire  lorsqu'on  peut  établir  entre  leurs  éléments 
respectifs  une  correspondance  univoque  et  réciproque.  Cette 
délinition  ne  constitue  pas  un  cercle  vicieux,  comme  on  pourrait 
le  croire  (*),  car  on  peut,  grâce  à  la  Logique  des  relations,  définir 
la  corres[)ondance  univoque  et  réciproque  en  termes  purement 
logiques,  sans  faire  appel  à  la  notion  de  nombre,  ni  même  à  celle 
du  nombre  un.  Le  nombre  cardinal  est  donc  l'idée  qu'on  obtient 
par  abstraction  en   considérant  un  ensemble  de  classes  équi^'a- 


(M  V.  RussKLL,  Sur  la  Logique  des  relations  {Bévue  de  Mathématiques  do 
M.  I*EAN0,  l.  VII,  p.  115-1^8,  1901)  et  Théorie  générale  des  séries  hien  ordon- 
nées {  fie\'ue  de  Mathématiques,  t.  VIII,  p.  i2-43,  1902). 

<  '  )  Que  nous  avons  analysée  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
d'avril  1900. 

(,'  )  I^s  principes  des  Mathématiques  {Bévue  de  Métaphysique  et  de  Morale, 
janvier  kjo'i). 

(  '  "5  Kl  roinmo  nous  l'avons  soutonu  dans  notre  Ouvrnpfc:  De  P/n/ini  mathéma- 
//#////'.   p.    »»<). 
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lentes;  et  comme  dans  le  calcul  logique  chaque  concept  est  repré- 
senté par  la  classe  qui  forme  son  extension,  on  peut  dire  que  le 
nombre  cardinal  d'une  classe  est  la  classe  des  classes  équivalentes. 
On  obtient  ainsi  la  définition  nominale  du  nombre. 

La  définition  par  postulats  (')  consiste  à  poser  trois  notions 
indéfinissables  :  o  (zéro),  N  (nombre  entier)  et  seq  (suivant  de),  et 
cinq  axiomes  ou  postulats  qui  établissent  entre  ces  trois  notions 
les  relations  fondamentales  d'où  dérivent  toutes  leurs  propriétés, 
à  savoir  : 

i"  Zéro  est  un  nombre  entier; 

ii"  Zéro  n'est  le  suivant  d^aucun  nombre  entier  ; 

3"  Le  suivant  d'un  entier  est  un  entier  ; 

4"  Deux  entiers  sont  égaux  quand  leurs  suivants  le  sont  ; 

5"  Si  une  classe  est  telle  qu'elle  contient  o,  et  que,  si  elle 
contient  un  nombre  enjlier,  elle  contient  aussi  le  suivant,  alors  elle 
contient  tous  les  nombres  entiers  (ce  dernier  axiome  constitue  la 
loi  d^ induction). 

Ces  cinq  axiomes  sont  indépendants,  donc  nécessaires;  et  l'on 
peut  en  déduire  tous  les  théorèmes  de  l'Arithmétique  des  nombres 
finis,  donc  ils  sont  suffisants.  Mais  une  définition  par  postulats  est 
logiquement  imparfaite,  car  elle  n'établit  ni  l'existence,  ni  l'unicité 
des  objets  définis.  Aussi  y  a-t-il  intérêt  à  ramener  cette  définition 
à  une  définition  nominale.  C'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Russell  et 
Whitehcad  en  définissant  comme  suit  les  trois  notions  premières: 

«  Zéro  est  le  nombre  cardinal  de  la  classe  nulle  (définie  eu 
Logl(|ue  )   »  ; 

«  Ix' suivant  d  un  nombre  n  est  la  somme  de  n  et  de  i  »  (Tad- 
ditlon  arilhmélique  étant  définie  en  fonction  de  l'addition 
l()gi(|nc); 

((  N  (nombre  entier  (ini)  est  la  classe  des  nombres  cardinaux  (^) 
(|ui  apparlicnnent  à  toute  classe  s  (jiii  (contient  o,  et  cjui  contient 
{n  -\-  i)  (lès  qu'elle  conlicnt  n,  » 


(')  Peano,  Formulaire  de  Afathcmntifjues. 

{')   N'oublions   p;is   «jiic   le   n<iml)r<'   (Mr(liii;i!    a   clé   pirréWcnimrnt    délini   d'une 
niatiific  absolument  ^«"uéialr. 
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Comme  on  le  voit,  la  loi  dMnduclion  est  impliquée  dans  la  défi- 
nition nominale  des  nombres  entiers  finis,  c^est  elle  qui  les 
dislingue  (les  autres  nombres  cardinaux,  c'est-à-dire  des  nombres 
entiers  infinis.  Elle  sert  donc  en  quelque  sorte  à  définir  négali- 
vemenlceui-ci. 

On  connaît  une  autre  définition  des  ensembles  infinis,  et  par 

suite  des  nombres  infinis:  «  Un  ensemble  infini  est  un  ensemble  qui 

est  équivalent  à  une  partie  intégrante  de  lui-même.  ))M.  While- 

head  (')  est  parvenu   à  déduire  cette  propriété  de  la  définition 

précédente,  et  par  suite  à  supprimer  un  axiome  de  la  théorie  des 

nombres  infinis.    Il  a   d'ailleurs  démontré  rigoureusement,   par 

le  calcul  logique,  les  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des 

nombres  infinis,  et  cela,  sans  faire  aucun  appela  Tidée  d'ordre.  Il 

est  donc  établi  désormais  que  le  nombre  cardinal  est  indépendant 

de  ridée  d'ordre,  et  par  suite  du  nombre  ordinal. 

La  définition  du  nombre  ordinal  est  analogue  à  celle  du  nombre 
Cardinal.  De  même  que  celle-ci  repose  sur  la  considération  des 
classes  équivalentes ^  celle-là  repose  sur  la  considération  des  suites 
semblables.  On  appelle  suite  une  classe  dont  les  éléments  sont 
rangés  suivant  un  ordre  linéaire   tel  que  chacun  d^eux.  (sauf   un 
peul-èlre)  ait  un  consécutif,  et  un   seul.  (On  définira  plus   loin 
Tordre  linéaire.)  Deux  suites  sont  semblables,  si  Ton  peut  éta- 
blir entre  leurs  éléments  respectifs  une  correspondance  uuivo(|ue 
et  réciproque  telle  que,  si  dans  Tune  Télémcnt  ^,  suit  l'élément  r^i , 
dans Tautre  l'élément  b*  suit  l'élément  ao»  (f-i  db*  étant  les  corres- 
pondants respectifs  de  rt,  et  ^, .  Le  nombre  ordinal  d'une  suite  est  la 
propriété  qu'elle  a  en  commun  avec  toutes  les  suites  semhiables, 
ou,  si  l'on  se  place  au  point  de  vue  de  l'extension,  c'est  la  classe  des 
suites  semblables  à  cette  suite.   Plus  exactement,   la  relation  de 
similitude  existe^   non  pas  entre  les  suites,  mais  entre  les  rela- 
lions  ordonnatrices  qui  déterminent  l'ordre  de  chacune  d'elles. 
Dès  lors,  un  nombre  ordinal  est  une  classe  de  relations,  de  même 
qti^un    nombre  cardinal  est    une  classe   de  classes  ;    M.    Ilussell 
conroit    ainsi    des    nombres-relations,     et    la     possibilité    d'une 
yirit/iniéfiquef/es  relations  analogue  3  rArithméli(|ue  des  nombres 
cardinaux. 

/  'j    ff/i  rmiiinnl  n(t/n/n'rs,  Snlioii  III. 
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Nous  avons  dû  invoquer  l'Idée  dWdre,  et  la  supposer  défini 
C'est  encore  là  une  idée  fondamentale  des  Mathématiques,  quV 
se  dispense  en  général  de  définir  sous  prétexte  qu'elle  est  intuiti' 
et  simple,  et  en  réalité  parce  qu'elle  est  assez  complexe  et  difi 
cile  à  analyser.  M.  Kussell  a  catalogué  six  manières  différent 
de  définir  un  ordre  ;  nous  ne  les  énumérerons  pas,  car  elles 
ramènent  à  deux  relations  génératrices  :  l'une  est  la  relatif 
d^entre,  qui  porte  sur  trois  termes  (exemple:  b  est  entre  a  et  i 
l'autre  est  la  relation  de  séparation^  qui  porte  sur  quatre  terme 
ou  plutôt  sur  deux  couples  de  termes  (exemple:  les  termes  a  ei 
sont  séparés  par  les  termes  b  et  d.)  La  première  engendre  I 
suites  ouvertes  (l'ordre  linéaire),  la  seconde  les  suites  ferme 
(l'ordre  circulaire);  M.  Russell  montre  que  toutes  les  deux  pe 
vent  se  ramener  en  dernière  analyse  à  une  relation  as^métriq 
transitive  entre  deux  termes  (précède  ou  suit).  Asymétriqi 
c'est-à-dire  (pi'on  ne  peut  avoir  à  la  fois  «  x  précède^  »  et  «j^pr 
cède  X  »  ;  transitive  y  c'est-à-dire  que  «  x  précède  j^  »  et  a  y  pi 
cède  z  »  entraîne  nécessairement  «  x  précède  z  ».  Par  suite  de  ce 
réduction,  la  distinclion  de  l'ordre  linéaire  et  dé  l'ordre  circula 
ne  parait  pas  essenlielie;  toute  suite  fermée  peut  se  ramènera  u 
suite  ouverte,  si  ou  la  «  coupe  »  avant  ou  après  un  ternie  qu 
conque.  On  volt  que  c'est  la  Logique  des  relations  qui  a  perii 
d'analyser  et  de  définir  exactement  l'idée  d'ordre  aussi  bien  q 
ridée  de  nombre. 

C'est  encore  elle  qui  va  |)ermellre  de  définir  les  diver 
espèces  de  nombres  sans  commettre  les  fautes  de  logique  ( 
entachent  en  général  la  généralisation  du  nombre  (notamm< 
(|uand  on  introduit  les  nouveaux  nombres  comme  solutions  de  p 
blêmes  impossibles).  Dans  la  suite  naturelle  des  nombres  entle 
il  y  a  une  relation  R  entre  deux  nombres  consécutifs  quelconqu 
On  peut  définir  ses  puissances  successives  :  si  x]\y  m  yKz^  o 
.r  K'-^  ;  et  ainsi  de  suite.  On  peut  définir  aussi  sa  relation  couver* 
xHy  =jj^Rx,  et  cette  relation  converse  aura  elle  aussi  ses  pi 
sauces  successives,  converses  des  puissances  homologues  de  R.L' 
semble  des  puissances  de  R  et  de  R  est  ce  qu'on  appelle  W 
semble  des  nombres  entiers  qualifiés  (positifs,  négatifs  et  nul), 
ne  sont  pas  à  proprement  parler  des  nombres,  mais  des  relatic 
(des  intervalles  ou  des  distances)  entre  les  nombres.  Cette  c( 
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ceplion  des  nombres  qualifiés  n^est  nullement  paradoxale,  elle  est 
conforme  au  sens  rommun  :  4-  3  signifie  qu'on  avance  de  3  rangs, 
—3  qu'on  recule  de  5  rangs  dans  la  suite  naturelle,  à  partir  d^un 
quelconque  de  ses  termes;  -+-3  —  5  =  —  2  signifie  que  Texécu- 
tion  des  deux  opérations  équivaut  à  l'opération  —  2,  c'est-à-dire  à 
un  recul  de  2  rangs.  Comme  on  le  voit,  on  ne  crée  pas  de  nou- 
veaux nombres  destinés  soi-disant  à  compléter  la  suite  naturelle, 
et  l'on  Viidenlifie  pas  les  nombres  positifs  aux  nombres  entiers,  ce 
qui  serait  contradictoire. 

De  même,  les  nombres  fractionnaires  ne  sont  pas  des  nombres, 
mais  des  relations  entre  les  nombres  entiers;  cette  espèce  de  rela- 
tion est  bien  connue  des  mathématiciens  sous  le  nom  de  rapport. 
Si  un  nombre  est  un  multiple  d'un  autre  :  a  =  bx,  il  a  avec  cet 
iotre  une  certaine  relation  X  :  aX&.  Les  mathématiciens  ont  l'ha- 
bitude de  parler  ^''opérations  plutôt  que  de  relations  :  X  est  une 
relation  multiplicative,  c'est  l'opération  par  laquelle  on  passe  de 

A  à  6.  La  relation  ou  opération  inverse  s'appelle  X.  Supposons 

"iaînlenant  que  l'on  ait  :  c  =  by,  ou  :  cY6,  ou  enfin  bYc,  En 

combinant  les  deux  relations  aX6,  iYc,  on  obtient  une  relation 

<|ni  est  le  produit  des  deux  premières  :  aWc.  Celle-ci  signifie 
que,  pour  passer  de  a  à  Cy  il  faut  multiplier  par  x,  puis  diviser 

ï^^y.  La  relation  complexe  XY  exprime  donc  le  rapport  de  a 

••  ^*-  On  pourra  la  représenter  par  le  sjmbole  Xxjy,  ou  siniple- 

'^ent  :  xj y,  et  retrouver  ainsi  les  fractions  ordinaires.  Mais  il  ikî 

**'l  pas  oublier  qu'une  fraction  n'est  (|u'un  symbole  opératoire 

('indication  d'une  multiplication  suivie  d'une  division),  conlor- 

''ï**tnent  à  la  conception  de  M.  Méray  (*);  il  ne  faut  donc  pas  con- 

'Uérer  les  fractions  comme  des  nombres  homoi^ènes  aux  précé- 

^'^Is,  ni  identifier  les  fractions  de  dénominateur  i  aux  nombres 

'Hiers,ce  qui  serait  un  paralogisme  :  la  fraction  3/i  dési|^ne,  non 

^  'Nombre  entier  3,  mais  le  rapport  du  nombre  3  au  nombre   1, 

**^  comme  3/2  désigne  le  rap[)ort  de  3  à  2.   Encore  ici,  on  con- 

**^c   <|ue  cette  conception   est   conforme  au   sens  commun;   car 

I**  est-ce  que  prendre  les  2/3  d  une  pomme,  si  ce  n'est  lu  (li^iscr 

'****  «i  cl  mnltiplirr  le  résultat  par  2?  Mais  ce  ((u'il  inij)orlc  sur- 


)    Les  fitivlions  vt  les  quandlcs  ncgutives,    iS<jo. 
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tout  (le  remarquer,  c'est  que,  grâce  à  celte  conception,  les  frac- 
tions s'appliquent  aussi  bien  aux  grandeurs  qu'aux  nombres;  car 
un  rapport  est  toujours  le  même,  quelle  que  soit  la  nature  de  ses 
termes,  ou  celle  des  unités  qui  les  constituent.  Seulement  il  ne 
faut  plus  considérer  les  fractions  comme  des  nombres  concrets,  et 
dire  :  2/3  de  mètre,  2/3  de  litre;  il  faut  dire  :  telle  longueur  est  au 
mètre,  telle  capacité  est  au  litre,  dans  le  rapport  de  2  à  3  (*).  On 
aperçoit  dès  lors  comment  les  nombres  rationnels  (y  compris  les 
nombres  dits  entiers)  peuvent  s'appliquer  à  la  mesure  des  gran- 
deurs des  espèces  les  plus  diverses. 

Pour  les  nombres  irrationnels,  on  comprend,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  M.  Russell  ne  veuille  ni  les  créer  arbitrairement,  ni  les 
définir  comme  limites  de  suites  ou  de  séries  qui  n'ont  pas  de  limite 
(rationnelle).  Il  les  conçoit  (suivant  une  suggestion  de  M.  Peano) 
comme  des  segments  ."  un  segment  est  un  ensemble  de  nombres 
rationnels  qui  ne  contient  pas  tous  les  nombres  rationnels,  mais 
qui  contient   to*is  les  nombres    rationnels   plus  petits  que  l'un 
(juelconque   de    ses    éléments,    et   tel    que    chacun   de   ses   élé- 
ments est  plus  petit  qu'un  autre  de  ses  éléments  (de  sorte  qu'aucun 
d'eux  n'est  le  plus  grand).  Eu  somme,  cette  définition  est  voi- 
sine de  la  conception  de  M.  Dedekind  :  au  lieu  de  considérer 
deux  classes,  Tune  inférieure,  l'autre  supérieure,  on  n*en  considère 
qu'une,  l'inférieure,  qu'on  nomme  segment  et  qu^on  définit  par  ses 
propriétés  intrinsèques  (on   pourrait  tout  aussi   bien   prendre  la 
classe  supérieure  pour  jouer  le  rôle  de  segment);  mais,  au  lieu  de 
ciéer  par  «onvenlion  un  nombre  pour  combler  la  coupure,  l'inter- 
valle des  deux  classes,  on  identifie  le  nombre  irrationnel  au  segment 
(|ui  le  «  défiuil  »,  de  manière  que  les  questions  d'existence  et  d'uni- 
c:ilé  ne  se  posent  plus.  C'est  là  d'ailleurs  le  but  principal  de  toutes 
ces  défjniùons  du  nombre  généralisé  ;  il  importe,  pour  la   pureté 
logique  de  la  ihéorie,  ({u'aucune  entité  ne  soit  introduite  arbitrai* 
rcincnl,  car  cela  obligerait  à  admettre  des  postulats  d*existcnce 
(pli   rompraient  rcnchaînenient  logique  des  propositions  à  partir 
(les   principes    premiers.    Un    nombre    irrationnel    n'est   rien    de 


{')  Il  cil  csl  de  riièiiu',  (railleurs,  f)our  les  nombres  entiers:  2  nièlrcs,  3  litres, 
rw  cléHJMnrui  p^^  rêrlieiniMit  dis  iioiiilties  catiliiianx,  lllai^  le  rapport  iriine  grau- 

donr  .1  riinit»"  «Ir  môiiic  ('S|»rrc. 
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plus  qu'un  ensemble  de  nombres  rationnels;  par  suite,  les  nombres 
irrationnels  existent  dès  qu'existent  les  nombres  rationnels,  et  au 
même  titre  qu'eux.  Ici  encore,  on  peut  montrer  que  cette  conception 
nestpas  contraire  au  sens  commun  :  car  les  nombres  irrationnels 
(quelle  que  soit  leur  définition)  n'ont  d'autre  rôle  que  de  tra- 
duire (de  mesurer)  les  grandeurs  incommensurables  :  or  qu'est-ce 
quW  candeur  incommensurable,  sinon  une  grandeur  dont  la 
mesure  donne  lieu  à  une  suite  infînie  de  nombres  rationnels  plus 
grands  les  uns  que  les  autres,  et  dont  aucun  n'est  le  plus  grand, 
parce  qu'aucun  n'épuise  la  grandeur  à  mesurer?  11  est  donc  na- 
turel de  prendre  pour  mesure  de  cette  grandeur  l'ensemble  même 
des  nombres  rationnels  qui  en  sont  les  mesures  indéfiniment 
approchées  par  défaut.  Cela  dispense  de  tout  postulat  relatif  à 
fciistenee  d'une  limite.  C'est,  au  contraire,  après  que  les 
nombres  irrationnels  ont  été,  non  pas  créés,  mais  trouvés  et  dé- 
finis, qu'on  peut  définir  la  limite  d'une  manière  générale,  et 
dénoolrer  que  toute  suite  convergente  a  une  limite. 

On  est  ainsi    amené   à  la  notion    du  continu.    Il   importe    de 

remarquer  que  cette  notion  est  désormais  purement  ordinale, 

c'est-à-dire  qu'on  peut  la   définir  uniquement  par  des  relations 

d'ordre,  saos  faire  aucun  appel  à  Tidée  de  grandeur  :  et  c'est  un 

d'^s  résultats  les  plus  intéressants  des  travaux  de  Georg  Cantor.  La 

première  définition  qu'il  avait  donnée  du  continu  (ensemble  par- 

/ail  el  bien  enchni/ié)  impliquait   la  notion  de  grandeur  ou   de 

dislance,  et  postulait  l'existence  de  points-limites  en   dehors  de 

I  rnsejnble  considéré  (un  ensemble  par/ait  devant  contenir  tons 

srs  jioints-liinites  ).  Par  suite,  c'était  une  définition  relative^  puis- 

qii  elle  définissait   un  ensemble  continu  par  rapport  à  un  espace 

i  aritliniélic|ue)  préexistant  où  il  était  en  quelque  sorte  plongé.  11 

fal/ait  trouver  une  définition   intrinsèque  de  rensemble  continu, 

qui  ne  supposât  rien  en  dehors  de  rensemble  incine  et  qui  reposât 

iiDiquenient  sur  les  relations  internes  de  ses  éléments.  Pour  c(;la, 

on  part  du  tvpe  d'ordre  Yj  de  rensemble  des  nombres  rationnels 

compris  entre  o  et  i  ;  ce  tvpe  d'ordre  est  entièrement  défini  par  les 

j>roj*riétés  suixuntes  : 

i"  (^esl  un  ensemble  dénoinbrable  : 
a"  Il  n'y  a  ni  premier  ni  (Iniiiei  tcriiK  : 
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3**  Entre  deux  termes  quelconques  il  y  en  a  un  autre  {^cr^t 
qu'on  exprime  en  disant  que  l'ensemble  est  compact  [ûbercÊK:  /. 

diclitY). 

Ces  propriétés  sont  purement  ordinales,  car,  Ja  première  QH  1 
seule  pour  laquelle  cela  n*est  pas  évident),  équivaut  à  dire  qu'«=^i 
peut  ranger  autrement  les  termes  de  l'ensemble  de  manière  à  ^lei 
Caire  une  progression  (*). 

Cela  posé,  on  considère  dans  cet  ensemble  des  suites  fono^T'^k 
mentales  (ascendantes  ou  descendantes),  telles  que  leurs  terir^e 
successifs  se  suivent  (ou  se  précèdent)  dans  le  même  ordre  aus^^i 
de  l'ensemble.  Une  suite  fondamentale  a  pour  limite  un  élément.  #i 
de  l'ensemble,  si  cet  élément  est  le />/'em^r  après  tous  les  éléraesis  t. 
de  la  suite  (^).  \!in  ensemble  est  condensé  en  soi,  si  tous  ses  é  1  ^ 
mcnts  sont  des  limites  de  suites  fondamentales;  ilest^erm^,  ^ 
toutes  les  suites  fondamentales  qu'il  contient  ont  des  limites  (  ^  ^ 
et  il  est  parfait f  s'il  est  à  la  fois  fermé  et  condensé  eu  soi. 
peut  maintenant  définir  le  type  d'ordre  0  du  continu  linéai 
comme  suit  : 

«   L'ensemble  0  est  parfait  et  contient  un  ensemble  ordonné 
dénombrable,  et  tel  qu'il  y  a  un  de  ses  éléments  entre  deux  élé-^^ 
nients  quelconques  de  0.  » 

On  peut  démontrer  que  l'ensemble  E  ainsi  caractérisé  possctic 
le  type  d'ordre  r,.  Ainsi  l'ensemble  6  esta  l'ensemble  y\  ce  que  Ten- 
senible  i\cs  nombres  réels  (compris  entre  o  et  i)  est  à  l'ensemble 
des  nombres  rationnels.  Cette  délinilion  est  un  peu  plus  compli- 
quée (|ue  l'ancienne,  parce  qu'elle  exige,  comme  intermédiaire, 
la  (léllnition  du  type  d'ordre  r,,  qui  sert  en  quelque  sorte  de  char- 
pente ou  de  carcasse  au  type  d'ordre  6  :  mais  elle  est  pbilosoplii- 

(')  Lue  progression  est  une  suilc  semblable  à  la  suite  naturelle  des  nombres 
entiers,  mais  qui  peut  î^trc  définie  directement,  sans  invoquer  l'idée  de  nombre, 
par  ses  propriétés  ordinales  (  Kl'ssell,  o/>.  cit.,  p.  a^^). 

(0  On  remarquera  que  cette  dclinilion  de  la  limite  n'implique  plus  aucune 
notion  de  distance  ni  de  grandeur. 

(•^)  Inutile  d'ajouter  :  «  en  lui  »,  puis<|uc,  l'ensemble  n'étant  pas  conçu  comme 
contenu  dans  un  autre  ensemble,  les  suites  fondamentales  ne  peuvent  avoir  de 
limite;^  liors  d<'  lui. 
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quenieiil  plus  simple,  cmi  du  moins  plus  pure,  puisqu'elle  n'invoque 
que  ridée  d'ordre  ('). 

Ceslun  résultai  considérable,  el  quelque  peu  paradoxal,  que 
d'avoir  pu   aiTranchir  la  nolion  de   continu  de  toute  immixtion 
de  ridée  de  grandeur,  alors  que,  suivant  une  tradition  pliiloso- 
phiqae séculaire,  la  continuité  semblait  l'attribut  propre  et  carac- 
téristique de  Ja   grandeur.  Et  cela  nous  fait  présumer  (ce   que 
M.  Russell  ne  dit  pas)  qu*on  réussira  peut-être  à  définir  la  gran- 
dear  au  nio^en  de  l'idée  d'ordre.  En  tout  cas,  on  a   pu  définir 
dune  manière  purement  ordinale  l'ensemble  des  nombres  réels, 
qui  est  en  quelque  sorte  le  décalque  de  l'idée  de  grandeur.  Or, 
comme  le  remarque  M.  Russell  (^),  si  les  applications  des  Mathé- 
matiques sont  fondées  sur  les  propriétés  cardinales  (ou  logiques) 
lo  Dombre  entier,   ce  sont  ses   propriétés  ordinales  qui    seules 
eatrenlen  jeu  dans  les  Mathématiques  pures  :  les  nombres  n'y  sont 
coDsidérés  que  comme  les  termes  d'une  progression  (*).  Par  con- 
séquent, ce  n'est  pas  sur  l'idée  de  nombre  que  repose  l'édifice 
entier  des  Mathématiques  pures,  c'est  sur  l'idée  d'ordre  :  nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  d'apprécier  l'importance  philosophique 
de  cette  conclusion. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  Chapitres  où  M.  Russell  traite 
de  (infini  et  du  continu;   ils  sont  surtout  utiles  pour  les  philo- 
sophes qui  s'allardeiit  encore  à  discuter  les  antinomies  de  Kant. 
Aucun  mathématicien  ne  trouve  plus  de  difficulté  à  concevoir  les 
nombres  infinis;  aucun  non  plus  ne  croit  à  Texistence  (uiêuic  idéale) 
des  infiniment  petits.  Selon    la  remarque  ingénieuse   et  juste  de 
J'auteur(*),  rinfiniment  petit  a  perdu,  dans  la   philosophie  des 
Mathématiques,  tout  le  terrain  que  Tinfiui  proprement  dit  a  gagné. 
i^eGilcul  dit  injinitésinial  ne  repose  nullement  sur  l'idée  d'infini  ; 
tt  en  revanche,  celle-ci  se  présente  dans  les  théories  élémentaires 
et  fondamentales  des  ensembles  et  des  nombres.  Tel  est  le  résultat 


(  I  )  (i.  Canto»,  Sur  les  fondements  de  la  lliéorie  des  ensembles  Iransjinis  (  189')- 
i^';7)»  tra«hn  lion  Mdrollc  (  l*aris,  lleriiiiinn,  *^y9)' 

(  -  )  Op.  cit.,  p.  24  •• 

{  •*  )  Ofilce  qui  explique  que  d'cmiiienls  malliéiiiati(  tcns  (  llelinliollz,  Kioncckcr, 
f  N'dekincl  )  aient  considère  le  nombre  ordinal  connue  anlerii-ur  au   nombre  rar- 

,  ■  )  O/t.  cit.,  w  '200. 
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curieux  de  la  refoule  logique  de  la  Scienc,e,  à  laquelle  est  alU=JM^MMcliti 
le  nom  de  Weierslrass.  Un  autre  résullal,  non  moins  iinporL^-^^^ot, 
est  que  les  notions  d^infini  et  de  continu  peuvent  être  définie  ^^■^=sau 
moyen  des  seules  idées  de  nombre  et  d'ordre,  sans  aucun  appi»  ^£^1  à 
rintuition  (spatiale  ou  temporelle),  et  même  sans  immixliora         de 
ridée  (le  f;;rundeur;  en  outre,  le  continu  numérique  ainsi  d«5  ^ini 
suffit  à  fonder,  non  seulement  TAnalyse  entière,  mais  encoi*^^'    '^ 
(iéométiie  et  la  Mécanique,  ce  qui  permet  de  puriGer  celles-ci       ^^ 
toute  d(Minéc  intuitive  et  empirique,  et  de  les  constituer  com 
sciences  malliéiuatiques  pures. 

Il  convient,  à  ce  propos,  d'expliquer  ce  qu'il  faut  entendre  p^ 
A/at/irmati(/urs  pures.  D'après  M.  Russell,  la  Mathématique  pu 
est  renseu)l)le  des  propositions  de  la  forme  :  «  p  implique  y  »,/> 
(/  étant  des  propositions  qui  contiennent  les  mêmes  variables, 
(]ui  ne   contiennent   pas  d'autres    constantes   que   les  constante 
lo«;iques.  (^ette   définition  paradoxale  se  jiislilie  |>ar  ce  qui  pré- 
cède.   Klle    si^ïuilie,    en    somme,   que    toutes   les   vérités   matlié 
mutiques  sont  des  ju*;ements  hypothétiques  de  la  forme  :  «  si 
est  vrai^  y  est   vrai  »,  et  cela,    tout  mathématicien  Taccordera, 
car  il  est  habitué  à  énoncer  avec  le   plus  grand    soin  les  h\po 
thèses  moyennant  lesquelles  chaque  théorème  est  valable.  Chacun 
sait  qu'on    ne  peut   rien   démontrer  sans  supposer    ou    postuler 
quelipie  chose  :  ce  qui  constitue  proprement  une  vérité  niathé- 
mati(|ue,   ce   n'est  pas  la    ththe.   c'est-à-dire  la   proposition  dé- 
montrée, mais  la  relation  iiécessaii*e  qui  unit  cette  thèse  à  V/iypo- 
//if'Xr*,  Or  »  et  ceci  aohè\e  de  justifier  la  définition  susdite)  cette 
relation  est    purement   /o^ô/ue.   attendu  que    toutes  les   entités 
nKithématiqiie>    peux  eut    se    définir   tii    fonction    des   constantes 
logiques,  et,    p«r   suite,    toutes    les    pro|H>>ilions   mathéiiiati<|ues 
peux  eut    se    déduire    des    principes  île    U    l^)£:i«|ue.    I^    Mathê- 
inalique   apparaît   en  drfinitixe    comme   un    prolongement    de   la 
l.Oijique,  comme  l'application  de  la  Logique  à  certaines  espèces 
de  relatîviii<:  et  inxersemenl,  la  Logique  ire>l  plus  que  fensemlile 
di^s  pnncipe>  g«*ucrau\  de  ht  \Lith:  malique  purt*.    \in>i  >e  trouve 
couMUUuue  la  luMvni  de  U  l.ogitptc  tl  ae  ij   \lath»»inatique,  que 
hMir  .iiiaL^gio  et  !eur'-:illit»îlexxCxiviox  .ixaiotit  t,tit  pr\'\«^irâ  quchpies 
^i.in  ix  oxt.iiix,  c^uînc  rialvMî  et  Ia  .l»:v:. 

*  ^.-    V   't'.;;.:;!    :i\a  ul^'iMUt  \Î.jî:^   -^    li    ^•.  «^    !.*   <i»*-.»milue    peut 
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renlrer  dans  les  Malhëmaliques  pures:  ce  n'esl  pas  en  tanl  que 
science  de  l'espace  actuel  que  nous  habitons,  mais  en  tant  que 
science  de  loas  les  espaces  possibles.  A  ce  point  de  vue,  c'est  une 
science  purement  formelle,  a  priori  et  hypothétique^  au  sens 
qui  vient  d'être  défini  ;  si  tels  ou  tels  axiomes  sont  véritiés,  telle  ou 
telle  géomëtrie  sera  vraie  et  s'appliquera  à  l'espace  actuel.  Mais 
c'est  à  l'expérience  de  nous  apprendre  si  tels  ou  tels  axiomes  sont 
vérifiés,  et  par  suite  la  Géométrie  de  l'espace  actuel  sera  empirique, 
tout  en  conservant  la  forme  déductive  de  la  Géométrie  pure,  de 
manière  à  ne  faire  appel  à  l'intuition  que  pour  la  vérification  de 
ses  axiomes,  mais  nullement  pour  l'enchaînement  des  propositions 
qui  en  découlent. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  explications,  la  Géométrie  pure  peut  être 
définie:  /«  science  des  suites  à  plusieurs  dimensions.  Elle  repose 
(loBC,  elle  aussi,  sur  les  notions  d'ordre  et  de  relation.  Cette  défi- 
oilion  ne  surprendra  pas  trop  les  mathématiciens,  qui  sont  habitués 
àdépouiller  les  entités  géométriques  de  toute  propriété  spatiale  et 
I  ioluilive,  et  à  les  définir  uniquement  par  leurs  relations.  Que  ces 
relations  seules  importent,  et  que  la  nature  de  leurs  termes  soit 
indifférente  et  étrangère  à  la  construclion  logique  de  la  Science, 
c  est  ce  que  prouve  la  dualité  de  la  Géométrie  prqjective,  où  les 
mêmes  propositions  valent  pour  les  points  et  pour  les  plans. 

La  considération  des  suites  à  plusieurs  dimensions  justifie  seule 
la  création  des  nombres   con)plexes  en  f>énéral,  et  en  j)arliculier 
des  nombres  dits  imaginaires.  Eu  ellet,  on  ne  peut  pas  logique- 
ment définir  les  nombres  imaginaires  comme  racines  dVqualions 
algébriques  qui  n'ont  pas  de  racines  w  réelles  »,  et,  en  tout  cas, 
on  ne  peut  pas  démontrer  l'existence  de  telles  racines  ;  on  ne  peut 
que  les  créer  par  convention  (').  ^Jous  n'avons  pas  besoin  de  dire 
\c\  comment  on  définit  les  nombres  complexes,  leur  égalité  et  leurs 
opérations  ;  c'est  seulement  lorsque  la  théorie  de  ces  nombres  est 
constituée  qu'on  peut  constater  et  prouver  qu'ils  servent  à  résoudre 
'es  équations  algébriques  insolubles  en  nombres  réels.  Mais,  remar- 
luorjs-le  bien,  les  équations  qu'ils  résolvent  ne  sont  pas  identiques 
u\  équations  insolubles  (ce  qui  serait  une  contradiction)  ;  elles 
[>rit  seulement  analogues,  car  tous  leurs  coeliicients  doivent  élie 

(  î  )    CJ"  lîoiu  1,  cl  DiiAr.ii,  Théorie  ifrs  nornhrrs  et  A/i;rhrc  si/j/cricnrc. 
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considérés  comme  des  nombres  complexes:  y/ — i  n'est  pas  I3 
racine  carrée  du  nombre  réel —  i  (laquelle  n'existe  pas),  maisbi^^n 
celle  du  nombre  complexe  ( —  i,  o).  Par  conséquent,  il  impoE-^l.e 
de  distinguer  radicalement  l'ensemble  total  des  nombres  compleiK.  ^s 
de  l'ensemble  des  nombres  réels,  et  il  n'esl  pas  permis  d'identîfm^r 
ceux-ci  à  une  partie  de  ceux-là.  Cela  prouve  en  même  temps  (^  mm^ 
la  conception  algébrique  des  imaginaires  est  illogique,  puisqu'e-  Vie 
ne  peut  les  définir  que  par  rapport  aux  nombres  réels.  Reste  ui  vse 
seule  difficullé  :  on  conçoit  d'ordinaire  un  nombre  complus*  "m.e 
général  comme  l'ensemble  de  n  nombres  réels  rangés  dans  -wj  n 
ordre  déterminé,  autrement  dit,  comme  une  suite  de  n  nombiKT^^s 
réels.  Or  deux  ou  plusieurs  de  ces  nombres  peuvent  être  égat>jMi  "x, 
<*.'est-à-dire  identiques,  de  sorte  qu'ils  deviennent  indîscernabl  -^^s- 
Ce  qui  définit  le  nombre  complexe,  c'est  une  relation  unifor.^^'^t 
entre  les  ^  premiers  nombres  entiers  et  les  nombres  entiers;  ^:>n 
peut  donc  considérer  une  telle  relation  comme  étant  le  nomL> 
complexe  lui-même  (*).  Cette  conception  supprime  en  mê 
temps  toute  difficullé  relativement  à  Texislence  et  à  l'unicité  cf  «' 
nombre  défini. 

M.  Russell  dislingue  trois  espèces  de  géométrie,  qui  diffùren  ^ 
par  leurs  notions  premières  et  parleurs  axiomes.  Elles  admetteolC^ 
toutes    trois  comme   notion   première  l'idée  de   point;   mais  les 
points  étant  simplement  les  termes  des   relations  géométriques, 
leur  nature  n'importe  pas.  La  plus  simple  des  relations  étant  celle 
qui  existe  entre  deux  points,  c'est  par  la  notion  de  la  ligne  droite 
que  les  trois  géoinétries  se    séparent.  La  Géométrie  projective 
considère  la  ligne  droite  (dans  sa  totalité)  comme  Tensemble  des 
points  déterminés  par  deux  points  donnés.  La  Géométrie  descrip- 
tive  considère,  au  contraire,   soit  le  segment  fini  déterminé  par 
deux  points,  soit  le  rayon  constitué  par  une  demi-droite  infinie. 
La  Géométrie  métrique^  enfin,  considère  lesegmentfini  déterminé 
par  deux  points  comme  une  grandeur,  une  distance. 

Les  axiomes  de  la  Géométrie  projoctive  ont  été  formulés  par 


(')  RussKLL,  op.  cit.^  n"  3G0.  Rappelons  que  M.  Pcano  définit  les  nombres 
iiiia^iiiaires  cuinine  des  siihslilulions  de  nombres  complexes;  or  une  sul>stilution 
4>si  une  espèce  de  relation  :  la  inultiplioalion  dos  substitutions  est  idciiiique  à  la 
iiiiijlipliratioii  dis  relations. 
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M.  Pieri(*),  en  s'înspirant  des  travaux  de  Sraiidlel  de  M.  Pasch. 
lis  aboutissent  à  la  construction  du  quadrilatère  de  Slaudt,  et  à 
riolroduction  des  coordonnées  projectives.  L'uniformité  de  la 
coDSlruclion  du  quadrilatère  (c^est-à-dire  Tunicité  du  quatrième 
pot  d*uDe  rangée  harmonique)  ne  peut  être  démontrée  qu'au 
oiojen  de  la  troisième  dimension. 

La  Géométrie   descriptive  formulée  par  MM.  Pascli  et  Peano 
repose  sur  la   relalion    A^ entre  (un   point  est  situé  entre   deux 
aulrcs  sur  une  droite)  qui  n'est  pas  projective.  Un  segment  ab 
est  Penseroble  des  points  situés  entre  deux  points  din'érenls  a 
tih\  le  segment  a'b  est  l'ensemble  des  points  c  tels  que  b  est 
enlre  a  et  c  (prolongement  de  ab  au  delà  de  b)  et  le  segment  ab' 
est  l'ensemble  des  points  c  tels  que  a  est  entre  6  et  c  (prolon- 
gement de  ab  au  delà  de  a),  La  ligne  droite  complète  (infinie) 
se  compose  des   segments   aby    a'b^   ab'  et  des  points   a   et  b. 
'      On  peut  aussi   concevoir,   avec  M.  Vailati,   la   droite  comme  le 
diamp  d'une  relation  symétrique  transitive  qui  existe  entre  deux 
qaelconques    de    ses    points,    cette    relation    étant    définie    par 
8  Juiomes  qui  suffisent  à  fonder  la  géométrie  de  la  ligne  droite.  On 
peut  ensuite  définir  le  plan  par  la  même  méthode.  Il  est  intéressant 
de  comparer  les  deux  sortes  d'espaces  que  construisent  respective- 
ment la  Géométrie  projective  et  la  Géométrie  descriptive.  L'espace 
projeclif  est  elliptique  (une  droite  y  est  une  ligne  fermée;  deux 
droiless'y  rencontrent  toujours)  ;  Tespace  descriptif,  au  contraire, 
est  euclidien  ou  hyperbolique.  Si  Ton  supprime  de  Tcspace  pro- 
jeclif tous  les  points  d'un  plan,  ou  tous  les  points  situés  d'un  côté 
d  une  quadrique  fermée,  on  obtient  un  espace  descriptif  (eucli- 
dien ou  hyperbolique,  respectivement). 

La  Géométrie  métrique  est  caractérisée  par  l'introduction  de  lu 
notion  de  t//.ç/a/jce  entre  deux  points.  (La  déCmlùon  projec/i\'e  delà 
distance,  comme  relation  enlre  4  points,  n'est  qu'un  artifice  verbal 
|ui  ne  réussit  pas  à  déduire  réellement  la  Géométrie  métrique  de  la 
irojective).  Cette  grandeur  est  définie  par  les  axiomes  suivants  : 

I®  Chaque  couple  de  points  a  une  distance  et  une  seule  ; 


(  '  )  /  I*rincipii  clclla  Geometria  di  posizionc,  coniposti   in  sislemn  loLîico- 
fiuilU'O  {Mémoires  de  l'Académie  t/es  Sriemes  de  Turin).  Tmin,   ('.l.nisrii, 


lit  PlUtlMlÈKi:  PAHTIE. 

2**  La  (lislance  est  une  relation  symétrique  (une  grandeur 
absolue)  ; 

3"  Sur  une  droite  donnée  il  y  a  deux  points,  et  deux  seulement, 
qui  soient  à  une  dislance  donnée  d\in  point  donné  de  cette 
droite  ; 

4"  Il  n^y  a  pas  de  distance  maximum  ; 

5"  La  distance  d^un  point  à  lui-même  est  zéro  ; 

6"  Il  n^y  a  pas  de  distance  minimum  entre  deux  points  distincts; 

7" Si  rf  et  S  sont  desdistances  données,  etsi  A©,  Ai,  A2v^  A.^,... 
sont  des  points  distincts  d\ine  droite  tels  que  la  distance  de  deux 
consécutifs  soit  o,  il  y  a  des  valeurs  de  n  pour  lesquelles  Aq  A^  est 
plus  grande  que  d  (axiome  d'Arcliimcde)  ; 

8**  Si  Ao,  A,|  sont  deux  points  quelconques,  il  existe  sur  leur 
droite  (quel  que  soit  n)  n  —  i  points  distincts  A|,  A^,  ...,  A,i_f, 
tels  que  toutes  les  distances  AqAi,  A|  A2,  ...,  A/,_i  Kn  sont  égales 
[axiome  de  divisibilité  (*)]. 

Movennanl  ces  axiomes,  les  distances  seront  mesurables.  Pour 
achever  de  fonder  la  Géométrie  métrique,  il  faut  encore  définir  la 
mesure  des  angles,  et  d'abord  définir  exactement  le  concept 
d'angle.  Un  angle  est  une  Strecke  (siretc/i)  de  rayons,  autrement 
dit,  Tensemble  continu  des  rayons  d'un  faisceau  compris  entre 
deux  d'entre  eux  (ce  qui  implique  la  relation  ordinale  d^entre). 
On  comprend  mieux  celte  définition  quand  on  pense  à  la  relation 
projeclive  qui  existe  entre  un  faisceau  de  rayons  (plan)  et  une 
série  de  points  (droite),  cl  qu'on  se  rappelle  que  l'ensemble 
continu  des  points  d'une  droite  situés  entre  deux  points  donnés 
est  ce  qu'on  appelle  une  Strecke  {^^). 

Quant  à  la  définition  projeclive  des  dislances  et  des  angles  (par 
des  rapports  anharmoniques),  elle  n'a  qu'une  valeur  technique  ; 
car  elle  fait  intervenir,  outre  les  deux  éléments  dont  on  mesure  la 
distance,  deux  éléments  de  référence  qui  ne  sont  nullement 
impliqués  dans   la   notion   de  distance.   Par  suite,    la  Géométrie 


('  )  Que  Af.  Russcll  appelle:  axiome  de  linéarité. 

(')  Il  est  facile  de  recdiinailie  l'insuffisance  de  la  (It^fmilioQ  classique  de 
ranj;Ie  (figure  formée  par  deux  droites  qui  se  coupent),  quand  on  considère 
<|u'ellr  ne  perincl  piis  de  concevoir  la  somme  de  deux  jinjjlcs,  c'est- à-dire  qu'elle 

ne  (lélinit  pas  l'aniilc  comme  £;riindeur. 
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mélrique  dépasse  la  Géométrie   projeclive,  qui  d^aillcurs  en  est 
iodépendante. 

L^auteur  montre  par  des  exemples  qu'on  peut  défînir  les  difTé- 
renls  espaces  d'une  manière  purement  formelle  et  analj'tique;  et 
que  la  continuité  attribuée  a  l'espace  n'est  pas  autre  que  la  conti- 
nuité arithmétique  ordinale  définie  par  G.  Cantor.  Puis  il  discute 
la  théorie *kantienne  de  Tespace,  et  certains  arguments  philoso- 
phiques dirigés  contre  la  conception  de  Tespace  comme  composé  de 
points.  Il  en  tire  des  conclusions  en  faveur  de  la  notion  d'espace 
absolu,  c'est-à-dire  indépendant  des  objets  qu'il  contient  et  de  leurs 
relalioDs  (*). 

L'auteur  tient   d'autant  plus    à  justifier  l'espace  absolu,  que 

ceUii-ci  est,  comme  le  temps  absolu,  un  postulat  de  la  Dynamique. 

Celle-ci  suppose  en  outre  la  matière  ;  mais  cette  matière  n*est  pas 

la  matière  physique,  c'est  simplement  le  sujet  ou  substratum  du 

mouvement  destiné  à  établir  une  relation  entre  l'espace  elle  temps. 

Un  point  matériel  n'a  d'autre  fonction  que  d'occuper  un  certain 

pointa  un  certain  instant  ;  l'impénétrabilité  de  la  matière  se  réduit 

à  ceci,  que  deux  points  matériels  ne  peuvent  occuper  le  même 

point  au  même  instant.  D*autre  part,  un  même  point  matériel  ne 

peut  occuper  deux  points  au  même  instant.  Enfm,  le  mouvement 

d'an  point   matériel  doit  être   continu.    Toutes    ces   conditions 

peuvent  se  résumer  comme  suit:  étant  donne  un  continu  à   une 

diniensioo  (le  temps)  et  un  continu  à  trois  dimensions  (l'espace), 

il  existe  entre  eux  un  ensemble  de  relations  uniformes  cl  continues 

telles  que  le  produit  logique  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est 

nul.  Telle  est  la  définition  logique  d'un  monde  <(  cinématique  ». 

Le  mouvement  consiste  dans  le  fait  qu'une  entité  occupe  une  suite 

continue  de  points  en  une  suite  continue  d'instants. 

Peut-on  bannir  de  la  Dynamique  l'idée  de  causalité,  comme  le 
veut  l'école  <(  descriptive  »  et   phénoménisle  (Kirchbofl*,  Macli)? 
La  Dynamique  suppose  tout  au  moins  que,  dans  un  système  maté- 
riel indépendant,  les  configurations  à  deux  instants  impliquent  la 
configuration  à  un  troisième  instant  quelconque  (passé  ou  futur). 
Telle  est  la  formule  logique  du  principe  de  causalité.   Le  monde 


(  '  >   (^/  ^^^  articles  de  M.  IlusscU  dans  hi  Bibliothèque  du  Congrès  de  Philo - 
xophie  (t.  III;  A.  Colin,  1900)  cl  dans  le  MinJ,^.  S.,  n»  31). 

BtiU.  des  Sciences  nialhém.,  i'  série,  t.  XWIII.  (Mai  190 '|.)  m 
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les  conclusions  de  Tailleur  (dont  quelques-unes  sont  hardies  et 

paradoxales)  ne  prévaudraient  pasdéfînilivemenl,  elles  fournissent 

une    malière  à  réflexion  et  à   discussion,   et  donnent  à  l^csprit 

rîmpulsion  nécessaire  pour  s'afl*ranchir  des  préjugés  de  la  tradition 

Ci    de    la   routine.   Même   au- point  de   vue  de  l'enseignement, 

les  théories  de  M.  Russell  seront  utiles,  en  contribuant  à  éclaircir 

el  à  préciser  ]es  principes  des  Mathématiques,  qui  en  sont  encore 

(malgré  tant  d'efl*orts  méritoires)  la  partie  la  plus  difficile,  la  plus 

obscure  et  la  moins  bien  traitée.  Il  faut  espérer  qu'elles  réussiront 

à  y  répandre  la  lumière,  à  y  faire  régner  une  rigueur  absolue  et 

à  réconcilier  enfin  ces  deux  sœurs  trop  longtemps  séparées  et 

parfois  même  opposées  :  la  Logique  et  la  Mathématique. 

LOLIS    COUTURAT. 


orna 


liI]MB£RT(G.) —  Cours  d'analyse  professé  a  l'Ëcolb  Polytechnique. 
Tome  II:  Compléments  de  Calcul  intégral.  Fonctions  analytiques  et 
iLumouBs.  Équations  différentielles,  i  vol.  xviii-493  pages.  Paris, 
Gaulhier-Villars,  1904. 

H  n'est  guère  utile  de  dire  que  les  qualités  du  premier  Volume  de 

ce  Cotfr5rf'>4/ia/j'5e  se  retrouvent  dans  celui-ci  :  même  rigueur  sans 

sécheresse,  même  clarté  et  même  élégance,  même  mesure  dans  le 

développement  de  chaque  sujet  :  Tauteur  sait  dire  ce  qui  est  vrai- 

meol  essentiel.  Si  l'on  regrette  parfois  qu'il  n'aille  pas  plus  loin, 

ce  regret  même  est  un  hommage  involontaire  à  la  perfection  des 

explications  qu'on  vient  de  lire  et,  lorsqu'on  est  parvenu  à  la  fin 

da  Lî\Te,  on  se  dit  qu'il  ne  pouvait  guère  être  plus  heureusement 

mesuré  el  composé. 

Dans  la  préface  qu'il  a  mise  en  tête  de  ce  second  Volume, 
M-  Humbert  a  cru  devoir  s'expliquer  sur  le  caractère  de  son 
enseignement  à  l'Ecole  Polytechnique  et  je  crois  que,  à  un  moment 
on  il  est  question  de  modifier  les  programmes  d'entrée  de  celle 
îtluslre  maison,  il  est  bon  que  ceux  qui  auront  la  rcsponsahililé 
de  CCS  changements  veuillent  bien  méditer  ce  qu'il  dit.  Il  parle  de 


^- 
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rciiscigncmenldc  seconde  année,  dont  la  matière  est  celle-là  m&r  tMi^ 
c|ui  est  traitée  dans  le  Volume  dont  nous  aurons  à  parler. 

((  La  place  la  plus  importante  y  est  due  aux  Théories  foD 
mentales  dont  la  Mécanique,  la  Physique,  TArt  de  l'Ingénieur 
du  Constructeur  font  un  perpétuel  usage  ;  j^ai  donc  consacra 
moitié  de  mes  Leçons  aux  équations  différentielles,  quiintervi 
nent  dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  posent  les  scieoC^^ 
nppliquécsi  et  dont  Tétude  est  donc   la  question   maîtresse 
TAnalyse  ;  j*ai  insisté  spécialement  sur  les  procédés  d*intégrati 
et   de  réduction,  en  les  éclairant  par  des  exemples  variés;  j 
donné  euHu  une  idée  des  méthodes  employées  pour  Tétude  direcr 
des  solutions,  principalement  dans  le  cas  particulier  des  équatio 
linéaires.  En  vertu  des  mêmes  principes,  j*ai  développé  avec  se 
lu  théorie  des  intégrales  multiples,  si  utile  à  rÉlectricien  ;  j'en  s^ 
fait  des  applications  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique;  j'y  ai  raltach 
on  quelques  pages,  les  intégrales  eulériennes. 

»  Mats  le  luit  de  l'Institution  polytechnique  n'eût  pasétéattei 
si  le  Cours  t/\ifuth'se  n'avait  dépassé  ce  cadre  un  peu  étroi 
mesuré  au\  besoins  actuels  des  écoles  d'ingénieurs;  eo  vue  d 
perfoclionnements  possibles  de  Tappiication,  il  était  iodispensab 
d'aller  au  delà«  en  introduisant  dans  le  Cours  des  notions  math 
uialiquos  d'un  orilro  plus  élevé*  simplifiées  cependant  par  reflb 
continu  dos  iicomctivs  et  miiros  pour  Tutilisation  pratique. 

«  Co  dôvcloppomont  do  rinstructîon  a  un  autre  avantage.  Oi 
no  pos>t\lo  on  olVol  lu  molhodo  et  la  sûreté  qui  sont  nécessaire 
pour  plior  à  uno  application  nou\ollo  une  théorie  d'Analyse.  luém* 
clcmcnt4irt\  que  si  Ton  ost  mjîlrt^  do  colle-ci  :  il  convient  dès  lo 
do   TwixiMr   dopussoo,    do    connaîlro   se^   lions    avec   les    théorie 
\oisinc>  qui  la  prv^lon^oul  ol  qui  l  îlluminont...  * 

\  oiià  do  vu^o>  pjirv^Ios.  dï^«c<  do  oolui  qui  enseigne  et  de  ccu' 
qui  rxvoîxciU  ^o>  U\^m*>  :  ol  >î  '.'onsoiinemonl  0*1  doooê  dans  ce 
o^prtî  j  rKcv^^o  lVi\:o\'  îui.jtio»  v'o:^:  djin>  io  môme  esprit  que  le 
cUxo^  .îv^îxoiî*  \  cirv*  l'^r^jvA^'^»  v:  :;r  I;-^  cjr.viidâls  doivent  él 
*  .;.-^  1  \'^l  >4;:>  vî.^*::e  co  v:;iî  i<:  .:,*/  >:.;*cr.  doit  Axoir  en  \ue 
,  .•  ■.  i^jiN  >,*,;'o:v.,*";  vv  .:«   .'^:  ./*:•;. vin ^^-ïroiiI  utile:  la  \ërî- 

.V  >>."  .■■/vv.  . ,"    i  .  ..  >>jv.cv  do  ses  mêthodes- 
>.î  ^,i  ,,   .  v :  ^:    :  "vi.>  -:ii::^o  À  ceux  nii 
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seront  appelés  à  dîrîger,  à  perfectionner,  à  renouveler  les  indus- 
tries scientifiques,  et  l'enseignement  (|uJ  les  prépare  à  ces  fonc- 
tions ne  doit  pas  consister  dans  un  recueil  de  recettes,  lors  même 
que  celles-ci  pourraient  suffire  à  des  gens  dont  toute  Tinitiative 
scientifique  consistera  à  modifier  dans  une  formule  les  données 
numériques. 

La  division  du  second  Volume  du  Cours  d'Analyse  est  nette- 
ment  indiquée  parle  sous-titre. 

Les   compléments     de    Calcul    intégral    commencent    par   la 
notion  de   l'intégrale  multiple.    Une  aire  plane,  limitée  par  un 
coDtour  rapporté  à   des  axes  obliques,   est   définie  d*une   façon 
précise  par  la  décomposition  du  plan  en  petits  losanges  et  l'éva- 
Wlion  de   la    somme    des    losanges    contenant   des    points   du 
contour;  il  est  ensuite  aisé  de  montrer  que  Taire  ainsi  définie  ne 
dépend  pas  de  la  direction  des  axes.  Une  fois  la  notion   d'aire 
précisée,  l'intégrale. double  se  rapportant  à  une  aire  plane  déter- 
minée se  définit,  d'une  façon  rigoureuse,  par  un  procédé  identique 
à  celui  qui  a  servi  pour  l'intégrale  simple.  La  môme  méthode,  en 
remplaçant  les  aires  par  les   volumes,  s'applique  aux  intégrales 
triples. 

Ces  notions  générales  acquises,  Tauteur  met  le  plus  grand  soin 

à  expliquer  comment  l'on  procède  effectivement  au  calcul  d'une 

intégrale  double  ou   triple,    ou   plutôt  comment   l'on   ramené  ce 

calcul  à  celui  de  deux  ou  de  trois  quadratures  ;  il  ne  laisse  aucune 

obscuriié  ni  sur  la  façon   de  procéder,  ni  sur  la  légitimité  de  la 

mélhode.  11  donne  ensuite  bon  nombre  d'a|)|)licalions  (volumes, 

centres  de  gravité,  moments  d'inertie),  judicieusement  choisies 

de  manière  que  les  calculs   soient  simples:  lorsqu'on   veut  faire 

comprendre  une  méthode  sur  des  applications,  il  ne  faut  pas  que 

1  attention  soit  détournée  de  la  méthode  par  la  complication  ou  la 

difficulté  des  calculs  intermédiaires. 

Le  changement  de  variables  est  d'abord  expliqué  en  toute  rigueur 
pour  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires  aux  coordonnées 
polaires;  l'auteur  fait  voir  ensuite  comment  la  méthode  de  décom- 
position du  champ  de  l'intégrale  employée  dans  ce  cas  se  généra- 
iiserait  pour  le  cas  où   l'on   aurait   à    faire    un    changement   de 
variables  tel  que 
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et  conduirait  à  la  décomposition  du  plan  en  petits  parallélo- 
grammes curvilignes  dont  on  prévoit  sans  peine  révalualion,  eia 
se  bornant  à  la  partie  principale;  il  indique  rapidement  les  dîfG- 
cultes  qu'il  y  aurait  à  présenter  sous  une  forme  rigoureuse  celle 
méthode  que,  toutefois,  les  étudiants  doivent  connaître,  parce 
qu'elle  est  intuitive  et  qu'elle  ne  s'oublie  pas;  puis  il  établît  la 
formule  du  changement  de  variables  en  changeant  successive- 
ment les  deux  variables  ;  la  méthode  une  fois  bien  comprise 
s'étend  immédiatement  aux  intégrales  triples.  De  nombreux 
exemples  achèvent  de  Téclairer. 

M.  Humbert  évite  les  difficultés  relatives  à  la  défini  tien  géomé- 
trique de  l'aire  d'une  surface  courbe,  en  adoptant  pour  la  défini- 
tion même  de  celte  aire  l'intégrale  double 

f  fy/ïLij  —  F«  du  dv, 

où  E,  F,  G  sont  les  coefficients  du  carré  de  l'élément  linéaii'^  ;  il 
prend  soin  d^établir  que  cette  définition  ne  dépend  pas  du  choix 
des  coordonnées  curvilignes. 

Il  passe  ensuite  à  l'extension  de  la  notion  d'intégrale  multiple 
au  cas  d'un  champ  infini  ou  d'une  fonction  à  intégrer  discon- 
tinue. Celle  extension  est  légitime  lorsqu'une  certaine  intégrale 

double    /    f  fi^-,  y)dxdy^  relative  à  un  champ  fini,  où  il  n'y  a 

pas  de  discontinuités,  tend  vers  une  limite  finie,  dans  les  conditions 
que  l'on  sait:  l'auteur  prend  soin  d'insister  de  suite  sur  la  difTé- 
rence  essentielle  entre  ce  cas  et  celui  des  intégrales  simples  ;  il  est 

nécessaire  ici  que  l'intégrale  /   /  \f{JC',y)\dxJy  ait  une   limite. 

Les  cas  simples  où  l'on  reconnaît  de  suite  l'existence  de  celte 
limite  sont  ensuite  traités.  Signalons  l'exemple  de  l'intégrale 

où  P,  Q,  \\  sont  trois  fonctions  linéaires  de  x,  j',  prise  à  l'inlé- 
ricur  du  triangle  formé  par  les  droites  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o, 
lorsque  a,  [i^  y  sont  des  nombres  plus  petits  que  i . 

L'auteur  traite  cnsuilc  des  intégrales  de  lignes  et  de  surfaces. 
Les    définitions  une  fois    précisées,  il  établit  successivement   les 
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forroiiles  de  Greeo  et  de  Slokcs,  en  insislanl  comme  il  convienr, 
pour  la  formule  de  Green,    sur  le   cas  d^une  iolégrale  double 
(Riemann);  ce  sera,  plus  lard,  le  fondement  de  la  ihéorie  des 
intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
La  détermination  des  intégrales 


/     e~^'*  (ijc^       I     e-'^'*  COS7.X  dx, 


la  g^énéralisation,  d'après  Âbel,  du  problème  des  lautochrones,  la 
réduction  des  intégrales  eulériennes  de  première  espèce  et  de 
Fîntégrale  de  Dirichlet  aux  intégrales  eulériennes  de  seconde 
espèce,  fournissent  de  belles  illustrations  des  règles  relatives  à 
rintëgration  sous  le  signe  somme  ou  au  cbangement  de  variables. 

Signalons  encore,  dans  le  Cbapilre  qui  concerne  les  intégrales 
eulériennes,  Tévaluation  de  F  (x)  pour  x  très  grand,  et  la  démons- 
iralion,  diaprés  M.  Hilbert,  de  la  transcendance  de  e. 

Les  fonctions  analeptiques  P  (^, J)')  -h  ^  Q  (j?,  y)  ont  été  définies, 
dans  le  premier  Volume,  par  les  conditions 

Ox  ~~  Oy  dy  ~       dx  * 

rîntégrale  prise  entre  des  limites  inïaginaircs  est  définie  comme 
une  intégrale  curviligne  et  le  théorème  fondaniculal  de  Cauchj^ 
est,  comme  je  Tai  déjà  dit  plus  haut,  fondé  sur  la  formule  de 
Oreen.  On  sait  assez  combien  celte  voie  est  sini|)le  et  naturelle  ; 
elle  ne  met  pas  en  évidence,  à  la  vérité,  Pirnililité  de  Tliypollièse 
relative  à  la  continuité  de  la  dérivée  et  l'on  sait  aussi  qu'il  est 
possible  de  présenter  les  choses  d'une  façon  très  simple,  en  se 
donnant  la  satisfaction  de  ne  point  faire  celle  hypolhèse.  Les 
applications  du  théorème  de  Cauchj  aux  séries  de  Taylor,  do 
I^aurent,  de  Fourier,  les  pro[)()silions  fondamcnlales  de  la  ihcoric 
des  fonctions  analytiques,  en  particulier  des  fonctions  enlières  cl 
des  fonctioîis  niéromorphes  sont  élablicsavcc  toute  la  clarté  et  la 
simplicité  qu'on  peut  désirer.  Signalons  en  particulier  la  façon 
dont  est  présentée  la  démonstralion  du  ihéortuie  de  MM.  Millag- 
Lofller  sur  le  développement  d'une;  fonction  niéromorphc,  qui  ne 
lient   c|ue   quelques   lignes  :    c'esl    à  ce  ihéorème    (iiTesl    raltaeln' 
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I'J9. 


celui  de  Wcierstrass  sur  la  décomposilion  d^une  fonction  entière 
en  facteurs  primaires. 


La  détermination  des  intégrales  déTinies 


cosx*  dx.       I     ~ dx        I     dx, 

l'application  de  Fintégrale 

—, dz 

ziz  —  a) 

prise  le  long  du  contour  d'un  carré  qui  grandit  indéfiniment,  à 
rétablissement  de  la  formule 

coin  =  -  H — ; H —-  -f-..., 

suffisent  à  montrer  quel  puissant   outil  de  transformation  cons- 
titue rinlégrale  de  Caucliy  :  Tétude  des  cas'ies  plus  simples  des 


intégrales  de  la  forme 


x: 


fiz)  dz, 
ini/(z)  est  une  fonction  algébrique  de  z 

montrera  de  même  comment  elle  permet  de  découvrir,  de  la  façon 
la  plus  simple,  les  propriétés  de  la  fonction  définie  par  Tintégrale, 
ou  plutôt  de  la  fonction  inverse.  Dans  les  premiers  cas  le  carac- 
trre  univoquo  do  la  fonction  inverse  est  connu,  puisque  celle 
fonctiiui  inverse  est  connue  elle-même,  et  la  considération  des 
l(tcrts  fait  apparaître  immédiatement  le  caractère  périodique  delà 
fonction  sin//,  par  exemple. 

Il  me  semblerait  désirable  d'ajjuter  a  ces  conditions  si  impor- 
tantes (leu\  mots  sur  la  définition  de  la  fonction 

arosinc—    /  - 

considérée  comme  une  fonction  univoque  de^  dans  le  plan  oii  Ton 
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a  pratiqué  deux  coupures  le  long  de  l'axe  des  abscisses  de 
I  a  oc,  de  —  là  —  oo,  et  de  dire,  par  exemple,  que  la  partie  réelle 

de  celle  fonction  est  comprise  entre et  4-  7;  j'ai  observé,  plus 

d'une  fois,  combien  les  étudiants  étaient  embarrassés  quand  on 
leur  demandait  d'évaluer  numériquement  une  intégrale  recliligne 
lelle  que 


/ 


^^'      dz 


y/|— 52' 


lors  même  qu'ils  savaient  bien  manier  le  théorème  de  Caucliv 
relatif  à  des  contours  fermés.  Une  observation  analogue  s'applique 
à  la  foDClion  arctang;;. 

Pour  ce  qui  est  du  caractère  univoque  de  la  fonction  inverse  de 
la  fonction 

dz 


L 


M.  Hunibert  renvoie  le  lecteur  à  la  théorie  des  équations  dilTéren- 
tielles,  où  ce  point  sera  établi  en  toute  rigueur.  C'était,  comme  on 
sait,  la  voie  ouverte  par  Briot  et  Bouquet,  et  l'on  ne  saurait  en 
contester  la  valeur,  puisqu'elle  se  relie  à  des  méthodes  générales 
qui  se  sont  montrées  singulièrement  fécondes  :  c'est  M.  Picard  qui 
a  montré  le  premier,  dans  ce  Bulletin^  comment  on  pouvait 
combler  la  lacune  qui  subsiste  dans  la  démonstration  de  Briot  et 
Bouquet;  dans  la  démonstration,  d'ailleurs  très  simple,  qu'a 
adoptée  M.  Humbert,  intervient  le  caractère  algébrique  de  l'inté- 
grale de  l'équation  d'Euler.  Pour  le  moment,  il  n'est  question 
bien  entendu  que  de  la  détermination  des  périodes  au  mo^^en  des 
intégrales  prises  le  long  des  côtés  du  triangle  formé  par  les 
racines. 

L'auteur  consacre  un  peu  plus  de  quatre-vingts  pages  à  la 
théorie  et  aux  applications  des  fonctions  elliptiques.  On  est  vrai- 
ment émerveillé  de  tout  ce  qu'il  a  fait  tenir  dans  ces  pages,  qui 
restent  cependant  d'une  lecture  attrayante  et  facile. 

Après  avoir  établi  les  propriétés  générales  les  ])lus  importantes 
(théorèmes  deLiouville,  etc.),  il  introduit  les  fonctions  ^n  etj3w 
parles  séries  doubles;  la  périodicité  de  p^/  se  déduit  de  celle  de 
j///,    qui   se  lit  sur  la  série  ;   la  fonction   rsu    est  définie   par    la 
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forraule 


/:('-;> 


\dlt 
(jU  =  ue 


d'uù  il  est  aise  de  déduire  son  caractère  de  fonction  entière  ;  la 
relation  entre  pu  et  p'u  est  obtenue  en  formant  une  combinaison 
de  ces  fonctions  qui  n^aitplus  de  pôle.  La  formule  de  décomposi- 
tion en  éléments  simples  est  obtenue  en  montrant  comment  on 
peut  détruire  la  partie  infinie  du  développement  d^ine  fonction 
elliptique  relative  à  un  pôle  a  en  en  retranchant  une  combinaison 
linéaire  de  la  fonction  2^  (f/  —  ûr)et  de  ses  dérivées  :  cette  méthode, 
que  Riemann  employait  systématiquement  dans  son  enseignemenl 
pour  des  cas  particuliers,  semble  plus  naturelle  que  la  méthode  si 
élégante  que  Ch.  Hermite  a  donnée  pour  établir  sa  forraule. 
Celle-ci  appliquée  à  l'expression 

*^^    ^  C(M— ai)(3'(M  — a,)...a'(M  — a«) 


ar(  w  —  fli  )  C(m  —  rtj). .  ,^(  u  —  a„) 


^'^{u  —  a) 
où  Ton  suppose 

« i  -H  «j  -h  . . .  -f-  a,|  =  6|  -h  6j  -h  . . .  -h  ^/»  =  na, 
conduit  immédiatement  à  la  forme 

a -+-aiji(M  — a) -i-aj  j)'(i/ —  «) -h  .. . -Han-i  j)^"-*'(  w  —  «>' 

qu'a  fait  connaître  IM.  Painlevc,  et  dont  il  a  montré  Tutilité,  en 
particulier,  pour  Tétiide  des  courbes  elliptiques. 

L'auteur    développe    ensuite    le    théorème   d'addition    et    les 

propriétés  des  fonctions  \/pu  —  Ca,  auxquelles  il  rattache  la 
«  vieille  »  fonction  snu.  Je  suis  persuadé  que  M.  Humbert  a  le 
plus  grand  respect  pour  la  vieillesse. 

Jusque-là  la  fonction  p  a  été  définie  au  moyen  des  périodes  ; 
pour  la  définir  au  moyen  des  invariants  g-ii  gi,  on  a  admis  anté- 
rieurement que,  en  posant 
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el  en  définissant  les  demi-périodes  au  moyen  des  intégrales 


rdz 

J  n 


prises   le  long   des  côtés  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les 
points  ei,  e^,  es,  ]a  fonction  ^  de  e/  définie  par  Tégalité 


ri  =  b>i  -f-  / 


élaîl  bolomorplie;  il  n'y  a  maintenant  aucune  difficulté  à  montrer 
qu'elle  coïncide  avec  la  fonction  pu  construite  au  moyen  des  pé- 
riodes calculées  comme  on  vient  de  le  dire.  Soit  en  ramenant 
d^abord,  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  dans  le  premier  Volume,  le  poly- 
nôme sous  le  radical  à  être  du  troisième  degré,  soit  par  la  substi- 
tution birationnelle  que  Ton  sait,  le  problème  de  l'intégration  des 
diCTérenlielles  elliptiques  se  résout  ensuite  très  aisément^  sauf  les 
petites   difficultés  qui  concernent  la  détermination  précise  des 
logarithmes  qu'introduisent  les  intégrales  de   troisième  espèce, 
difficultés  que  l'auteur  ne  soulève  pas. 

Quelques  pages  très  intéressantes  se  rapportent  aux  courbes  du 
Iroisièrae  ordre,  au  pendule  simple,  aux  polygones  de  Poncelet,  à 
Tare  de  la  lemniscate  :  elles  suffisent  à  faire  comprendre  le  parti 
qu^on  peut  tirer  des  fonctions  elliptiques  dans  des  ordres  d'idées 
très  divers. 

Un  dernier  Chapitre  concerne  les  calculs  numériques.  Jusqu'ici, 
la  fonction  thêta  n'a  pas  paru;  il  faut  bien  arrivera  elle  pour  le 
calcul  numérique.  Les  facilités  extraordinaires  qu'elle  y  apporte 
persuaderont  sans  doute  le  lecteur  qu'elle  n'est  pas  bonne  seule- 
ment pour  cet  objet;  ces  facilités  mêmes  tiennent  aux  propriétés 
de  celle  admirable  fonction,  comme  les  facilités  qui  résultent  de 
remploi  d'une  table  de  logarithmes  tiennent  aux  propriétés  de  la 
fonction  logarithmique,  plus  «  vieille  »  encore  que  la  fonction  sn//. 
Quoi  qu'il  en  soit,  en  se  bornant  au  cas  où  les  racines  f?i,  ^2,  c^ 
sont  réelles  et  en  les  rangeant  dans  un  ordre  tel  que  q  soit  plus 
petit  que  e~^,  la  convergence  rapide  des  fonctions  £;  permet  de 
calculer  très  aisément,  comme  le  montre  l'auteur,  la  quantité  q 
par  des  approximations  successives,  puis  les  différents  éléments 
c.),,  €J2,  ci>3,  Tii,  7,2,  Yja,  puis  ]^u  conuaissaut  u^  ou  a  connaissant  J3^/. 
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Toiil  cela  est  présenté  sous  une  forme  brève  el  vraiment  utilisable. 

J'arrive  maintenant  à  la  troisième  Partie,  aii\  équations  diffé- 
rentielles. 

Après  avoir  montré  la  signification  de  Téquation  du  premier 
ordre,  de  la  solution  générale  et  de  la  solution  singulière: 
après  avoir  montré  comment  d'ordinaire  les  courbes  intégrales 
n'ont  pas  d'enveloppe,  l'auteur  passe  en  revue  les  types  classiques 
d'équations  qu'on  sait  intégrer;  à  chaque  fois,  il  a  grand  soin  de 
signaler  les  propriétés  géométriques  des  courbes  intégrales  qui 
résultent  de  la  nature  de  l'équation  différentielle  qui  les  définit. 
Un  paragraphe  est  consacré  au  facteur  intégrant,  au  changement 
de  variable,  et  à  ce  procédé  qui  consiste  à  combiner  d'une  façon 
heureuse  Téqualion  différentielle  proposée  et  celle  qu'on  en  déduit 
par  dérivation. 

Ces  méthodes  sont  appliquées  à  divers  problèmes  concernant  les 
trajectoires,  les  lignes  de  courbures,  les  lignes  asymptotiques,  etc. 
Un  paragraphe  est  consacré  à  l'intégration  algébrique  de  l'équa- 
tion d'Euler,  fondée  sur  les  mêmes  considérations  géométriques 
qui  ont  permis  Tétude  des  polygones  de  Poncelet. 

L'auteur  passe  ensuite  aux  cas  de  réductibilité  immédiate  d*une 
équation  de  l'ordre  n.  el  donne  de  nombreuses  applications  géo- 
métriques :  la  plus  importante  se  rapporte  aux  lignes  géodésiques, 
dont  Téqualion  différentielle  est  donnée  en  coordonnées  curvi- 
lignes, sous  la  même  forme  que  l'on  obtient,  en  Mécanique, 
lorsque  l'on  écrit  les  équations  de  Lagrange. 

Les  propriétés  des  lignes  géodésiques  sont  rattachées,  pour  une 
bonne  partie,  au  cas  où  le  ds-  de  la  surface  est  mis  sous  la 
forme  du-  -\-  (jcIk'^,  Les  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde,  leurs 
belles  propriétés  relatives  aux  ombilics  fournissent  un  exemple 
très  intéressant. 

Jusqu'ici,  les  «  théorèmes  d'existence  »  ont  été  laissés  de  côté 
el  cela  était  d'autant  plus  légitime  qu'il  s'agissait  des  procédés  qui 
permellenl  de  ramener  aux  quadratures  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  cl  qui,  ainsi,  fournissent  la  solution  générale  de 
Féquation,  solution  dont  ou  n'a  donc  pas  à  prouver  l'existence.  Le 
théorème  fondamental  de  Cauchv  est  établi  dans  le  cas  de  deux 
équations  différentielles  simultanées  du  premier  ordre,  mises  sous 
forme  canoni(|uo  et  la  démonslration   est  présentée  de  manière  à 
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s'étendre  immédialemenl  an  cas  général.  De  la  démonstralion 
môme  il  résulte  clairement  que  les  points  critiques  des  intégrales 
cl*un  système  d^équations  différentielles  ne  sont  généralement  pas 
fixes  :  l'auteur  établit  immédiatement,  à  cet  égard,  la  propriété 
des  systèmes  linéaires.  Il  indique  en  général  comment  une  solution 
d^un  système  peut  être  prolongée,  et  comment  on  peut  être  arrêté 
dans  ce  prolongement. 

Ces  propositions  sont,  comme  je  Tai  dit  plus  haut,  appliquées  à 
démontrer  le  caractère  univoque  de  la  fonction  définie  par  Téqua- 
lion  différentielle 

Après  avoir  établi  les  propositions  classiques  qui  concernent  les 
éc|uations  différentielles  linéaires,  M.  Humbert  consacre  un  Cha- 
pitre à  Tétude  des  intégrales  d'une  telle  équation,  supposée  du 
second  ordre  : 

Ici  encore  les  démonstrations  sont  présentées  de  nianirre  à 
pouvoir  se  généraliser  aisément. 

L'auteur  établit  d'abord  la  forme  des  intégrales  aux  environs 
d*un  pointa  qui  est  pôle  ou  point  singulier  essentiel  pour  les  fonc- 
tions jJi  (j?),  p2('2:')*  Cherchant  ensuite  la  condition  pour  qu'il  j 
ail  deu\  solutions  distinctes  de  la  forme 

Zi  =  {x  —  ayiUi{j[')^         Zi  =  (x  —  a)''Ali(x), 

où  H|,  ll'2  sont  des  fonctions  holomorphes  autour  du  pointa,  il 
fiionlre  que  a  doitèlre  pour/?i(x)  un  pôle  d'ordre  i  au  plus,  pour 
Pa(^)  ^^  P^'c  d'ordre  2  au  plus;  il  est  ainsi  amené  ù  l'équation  dé- 
terminante  relative  au  point  a,  cl  à  la  discussion,  fondée  sur  la 
nature  des  racines  de  cette  é(|uation,  qui  conduit  aux  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  solutions  appartiennent  au 
type  considéré.  Application  est  faite  à  la  recherche  des  équations 
diflcrenlielles  linéaires  du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale 
ot  nicromorphe,  entière  ou  rationnelle,  puis  à  l'équation  de  Lamé. 
Anr«;s  avoir,  en  queh|ues  mots,  caractérise''  la  iiiiturc  des  solu- 
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lions  des  cquallons  aux  dérivées  partielles,  l'auteur  traite  des  équa- 
tions linéaires;  je  signalerai,  pour  le  cas  où  il  s'agit  d'une  équalion 
linéaire  avec  second  membre,  le  soin  avec  lequel  il  montre  que  la 
méthode  classique  ne  fournit  pas  toujours  la  solution  la  plus  géné- 
rale, mais  ne  laisse  échapper  que  des  solutions  exceptionnelles 
sans  constante  arbitraire.  Des  équations  linéaires  il  passe  au% 
équations  aux  diflerentielles  totales,  puis  aux  équations  de  la 
{orme /{x^  y ^z,  pyq)=  o,  pour  lesquelles  il  développe  la  méthode 
de  Lagrange,  en  insistant,  comme  il  convient,  sur  son  interpréta- 
tion géométrique. 

Il  se  borne,  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur  au  premier,  à  quelques  exemples. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  vingtaine  de  pages,  en  petit  texte, 
intitulées  :  Exercices  sur  la  théorie  des /onctions  analytiques 
et  les  fonctions  elliptiques.  Ces  exercices,  qui  fournissent  soit 
d^cxcellents  exemples^  soit  des  indications  sur  de  belles  théories 
comme  la  multiplication  complexe,  sont  traités  en  détail. 

J.  T. 
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-         BURAU-FORTl  (C.)»  —  Leziom  dï  Oeometria  MKTnn:o-i»RojETTiVA. 
ï  I  vol.  in-8,  \ii-3o8  pages.  Turin,  Borca  frères,  kjo.J. 

Ces  Leçons  de  Géométrie  rendront  grand  service  à  tous  ceux 
qoi  vendront  apprendre  à  manier  les  niélhodcs  de  Grassniaiin,  ou 

•  se  rendre  compte  de  ces  niclliodes,  de  leur  porice  et  de  leur 
ftcondité.  Elles  sont  claires,  d\ine  h^cture  inl(^nrssanlo  et  facile; 
eles  embrassent  un  nombre  considérahie  de  faits  gcouiéiricpies 
ipptrlenant  à  des  domaines  difTcrents,  el  je  crois  qu'elles  u'iiilé- 
rcsseront  pas  moins  ceux  cpii  conuai'i.seul  déjà  ces  fails  el  (|ui 
voidroni  les  voir  au  point  de  vue  où  s'est  placré  M.  Burali-Forli 
qoeceuxquî  se  proposeront  d'ap|)rendre  en  niéuie  temps  les  fails 
«tics  méthodes, 
le  point  de  départ  de  l'auteur  est    dans  la    consiiléralion  du 

■  produit  de  quatre  points  A,  lî,  C,  D  ci»nsidéré  comme  le  volume 
(«Tecté  d'un  signe)  du  Iciraùdre  AHCD  el  des  /orntf/fions  i(ro- 
citriques 

^i^  //,  A,  lî,  C,  I),  -♦-  //.  Aj  UjCj  Ds--. , ., 

(')  /#,A,n,c,-;-//2A2r»i(:.  -..., 

(>)  A,A,nî-:-//,A,r,iH-..., 

^0  >ii  Ai-H  //2 Aj-T-. . .. 

"C  qnah'icmc,  de  tn»isicmo,  de  deuxième  el  de  prcmicre  cspcco, 

****  ^M>  H|,  ...  soûl  des  points   cl  //,,  Z/^,  ...  des  noinhrc>   icla- 

^»*«  De  ces  formations,    la   |)rcniicr(î    scuIiî    a     \\\\i\   sii;nilicalion 

numiîriquc,    les  autres  ilnivcnt   clic,  jiour   le   inoinciit    au  moins, 

,     ^**nsidt'rées  comme  dc^  symboles  coiuprciiiuil  d<:s  iioinlnc>  cl  di's 

f.     p<Mnts,  avec    lesipielle>    ou    calcuhrra,  conrormcnicnl    à    ccilaincs 

c     ^''gles  dans  les(piellc>  inhrrvicudroul,  d'une  pari,  les  liaMludes  de 

r      '**li)*'W'L' nnlinairc  cl,  d'aulre  j)arl,  la  >i^iiifiealioii  uiiméiiciuc:  des 

"*rmaliniis  de  (pialricme  espèce.  On  délinll  ;Mn>i  l'é^allh',  laddi- 

"*^ni  la  nndlipliciilion  (  proj;ressi\(î  )  de  (i<  ii\  foiinaliou*».  1)/^  (pie 

*""•(/«  .S'ciV//r*'.ï  niaUirm.,  2'  siiru-,  I.  XWIIl,  (Juin  ni<''i  ) 
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** 


ifri  PREMIÈRH  PARTIE. 

Tégalilé  est  définie,  la  formation  géométrique  apparaît  comme  ayair 
quelque  individualité,  et  Ton  peut  adopter  la  formule  suivante 
malgré  sa  tournure  quelque  peu  métaphysique  :  Une  formation  géc 
métrique  est  Têtre  abstrait  commun  à  toutes  les  formations  égales 
mais  cette  individualité  se  caractérise  davantage  quand  les  opéra 
lions  d'addition  et  de  multiplication  (progressive)  ont  été  définies 
II  en  est  de  même  pour  les  nombres  con\{)lexes  :  ceux-ci  sont  vrai 
ment  définis  quand  on  a  défini,  outre  Tégalité,  les  opérations  fon- 
damentales. Ils  sont  alors  autre  chose  qu'un  couple  de  deux 
nombres  réels.  Les  vecteurs,  bivecteurs  et  Irlvecteurs  s'intro- 
duisent dans  cette  théorie,  de  la  façon  la  plus  naturelle,  comme 
des  foririalions  géométri((ues  spéciales.  Cette  théorie  se  complète 
par  la  définition  de  l'opération  indice  (|),  du  produit  interne,  de 
la  notion  d'angle.  On  a  alors  tout  ce  qu'il  faut  pour  introduire  les 
coordonnées  cartésiennes,  rectangulaires  ou  obliques,  coordonnées 
«  dont  la  connaissance  est  indispensable,  dit  M.  Burali-Forti, 
pour   lire   les  Livres  où  l'on  en  fait  usage  ». 

Cette  phrase  a-t-clle,  dans  l'esprit  de  l'auteur,  la  signification 
dédaigneuse  qu'on  est  tenté  de  lui  attribuer?  11  se  pourrait  bien, 
d'autant  qu'elle  suit  de  bien  prés  l'éloge,  d'ailleurs  mérité,  de  ces 
méthodes  de  Grassmann,  qui  «  fondées  sur  les  j)ropriétés  les  plus 
simples  delà  Géométrie  élémentaire  et  sur  l'usage  d'un  algorithme 
pareil  à  celui  de  l'Analyse  orcliuaire,  permcllenl,  sans  qu'il  soit 
besoin  d'aucun  cflort  intellectuel  pour  les  apprendre,  d'o|)érer 
directement  sur  les  êtres  géoniélrif[ucs  eux-niénies,  point,  droite, 
plan,  sans  avoir  besoin  de  leurs  coordonnées,  en  éliminant  ainsi 
complètement  les  irnariants  nuniériqueSy  en  leur  substituant  des 
opérations  géométriques  simples  et  précises  ».  Quoique  l'auteur, 
malgré  le  talent  qu'il  a  dépensé,  ait  assurément  diminué  l'effort 
nécessaire  pour  apprendre  ces  mélhodes,  il  ne  l'a  pas  entière- 
ment supprimé,  et  ([uel(|ues  commençants  continueront  de  s'efl^a- 
rcuicher  devant  les  abstraclions  du  début,  indispensables  à  la 
pleine  intelligence  du  sujet;  ils  auront  tort,  et  je  veux  bien 
admellie  tout  rc  cpie  dit  M.  Burali-Forli  ;  il  n'empêchera  pas 
(|ue  ce  qu'il  considère  comme  un  dt'd'aut  de  la  Géométrie  anah- 
lic[ue  ordinaire  apparaisse  comme  un  mérite  à  ceux  <|ui  se  [daisent 
su?'lout  aux  Iran^formalions  anal>lique>  cl  même  à  «eux  (pii  sont 
<*ontenls,   prtidant  (|u'ils  développent  un  caleid,  de  n<'  pas  se  pré- 
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>cciiper  de  la  signîncalion  géométrique  de  ce  calcul;  et,  si  même 
"es   derniers,    eux   aussi,    ont  lorl,    après   tout,    les  preuves  que 
la    Géométrie    analytique   a   faites   comme  mctiiode   d'invention 
ïïe    permettent   pas   encore   d'espérer   qu'elle  disparaisse  devant 
des  méthodes  dont  l'intérêt  propre  est  d'ailleurs  inconleslahie, 
el  dont  le  mérite  apparaît  chaque  jour  plus  grand,  par  le  nombre 
de    faits  déjà  connus  qu'elles   permettent  de  mieux  pénétrer  et 
d"'e3Lposcr  sous   une  forme  plus  condensée  et   parfois  plus  pro- 
fonde. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  signification  individuelle  des  formations 
|;êométriques  et  l'utilité  de  leur  considération  apparaissent  nelte- 
nienl  quand  on  arrive  à  la  deuxième  Partie,  dans  la  réduction  des 
formations  géométriques  de  première,  de  deuxième  et  de  troisième 
espèces:  les  réductions  des  formations  de  première  et  de  deuxième 
espèces,  en  particulier,  équivalant  à  la  ihéoriedu  barycentreetà  la 
réduction  d'un   sjstème  de  forces.   La  notion  de  coordonnées  se 
généralise  singulièrement  par  la  notion   des   coordonnées    d'une 
formation  géométrique.  La  définition  des  produits  régressifs,  puis 
l'eiposilion  du  principe  de  dualité,  sous  une  forme  générale,  ter- 
minent celte  deuxième  Partie. 

La  troisième  est  consacrée  à  riiomographie.  Celle-ci  est  définie 
<l abord  d'une  façon  très  générale  qui  sera  étendue  encore,  dans 
'«cinquième  et  dernière  Partie,  à  tons  les  systèmes  linéaires  :  à 
«p concept  j^^énéral  se  rattache  naturellement  celui  de  V/ioniogra- 
phie projectivCy  au  sens  ordiîiaire,  qui  trouve  son  application 
naturelle  dans  la  théorie  (1(îs  corncjues,  cx|)()séc  d'une  façon  larj^e 
ci  intéressante. 

La  quatrième  Partie  contient  la  théorie  des  courbes  et  des  sur- 
faces, et,  d'une  façon  générale,  (\v.?^  êtres  géométriques  engendrés 
|iiir  un  point,  une  droite  ou   un   plan,   (|ui  dépendent  d'une  ou 
p/ii>ieiirs  variables   numériques   ainsi   que   des    fonctions    numé- 
riques d'un  point. 

On  V  remarcpiera  la    façon    dont  sont   présentées  les   formules 

de    Frcnet,    l'introduction    des    j)aranirtres    diflc-rcntiels     comme 

\«?rlcurs,    les  formes  simples  et  suggestives  des  é(|nalions  diflfé- 

rcnliellcs    des    lignes    de    courbure,    des    lignes    g('fMh''sif|ucs    et 

;isymplotiques. 

Dans  une  Note  de  <*inq  pagCb,  (|ui  tcM-mine  ces  Lrroiis  de  (Iro- 
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métrie,  se  trouvent  établies,  d'urte  façon  rapide  cl  élégante,  plu- 
sieurs propositions  classiques  relatives  à  des  courbes  dont  le  rayon 
de  courbure  satisfait  à  certaines  conditions  simples.         J.  T. 


CURTZE  (Maximilian).  —  Urkunden  zur  GESciiicnTB  der  Mathematik 

MiTTELALTER    UXD    DKR    RENAISSANCE.    I    VOl.   gr.    in-S"   de   628    pagCS  (( 

2  fascicules).  Leipzig,  Toubner,  1902. 


Cette  publication,  la  dernière  que  nous  devions  à  l'infatiga 
explorateur  de  manuscrits  que  fut  Max.  Curtze,  forme  les  12*  et  1 
fascicules   des  Abliandliingen  zur  Geschichte  der  Atathem 
tiscken  Wissenschaften,  Elle  comprend  : 

1®  Le  Liber  enibadorum  de  Savasorda,  texte  de  la  versio 
latine  faite  en  1 1 16  sur  l'hébreu  par  Platon  de  Tivoli,  et  traductîo 
allemande  de  Curtze; 

2°  Une  correspondance  en  latin,  échangée  entre  Regîomontanu^ 
(6  lettres),  Bianchini,  astronome  du   duc  de  Ferrare  (2  lettres)^ 
Jacob  de  Spire,  astronome  du  comte  d'Urbin  (i  lettre)  et  Christian 
Koder,  professeur  à  l'Université  d'Erfurt  (i   lettre);  ces  lettres 
sont  écrites  de  1462  à  i47'; 

3**  Un  texte  italien  de  V Artis  metricœ practicœ  compilatio  d'un 
Léonard  de  Crémone  qui  vivait  au  xv*^  siècle.  Curtze  a  trouvé  cet 
opuscule  assez  important  pour  ajouter  au  texte  une  traduction 
allemande; 

4'^  Une  Irrs  curieuse  algèbre  allemande  de  la  première  moitié 
du  XV i*"  siècle,  composée  sous  forme  de  commentaire  très  déve- 
loppé à  de  courts  textes  latins  qui  sont  donnés  comme  composés 
par  un  Arabe  du  nom  d'Algebras  et  adressés  à  un  géomètre  du 
nom  d'I^les,  le  précepteur  d'Euclide,  prince  de  Mégare. 

A.  De  ces  quatre  documents,  le  premier  et  le  troisième  con- 
cernent la  Géométrie  pratique,  la  seule,  en  fait,  qui  ait  été  vrai- 
ment étudiée  au  Moyen  agc.  Leur  publication  est  une  véritable 
révclalion.  Si,  en  clFct,  rexislcncc  du  Traité  de  Savasorda  avait  clé 
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^gnalée  depuis  longtemps  par  Librî,  dans  son  Histoire  des 
Sciences  mathématiques  en  Italie,  les  indications  qu'il  avait 
doDoées  étaient  très  insuffîsantes  et  parfois  inexactes;  ainsi  ce 
Traité  contient  bien  la  formule  dite  héronienne  pour  le  calcul  de 
l'aire  d'un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés,  mais  n'en 
donne  nullement  la  démonstration,  ce  qu'a  répété  Chasies  d'après 
L'bri. 

Savasorda  est  le  surnom  d'un  juif,  Abraham-bar-Hayya,  qui 
occupait,  au  commencement  du  xii^  siècle,  une  situation  assez  con- 
sidérable au  service  du  comte  de  Barcelone,  et  qui  a  laissé  d'assez 
nombreux  écrits  en  langue  hébraïque.  Lié  avec  Plalon  de  Tivoli, 
il  paraît  l'avoir  aidé  dans  ses  traductions  d'auteurs  arabes.  Le 
leile  original  de  son  Traité  de  Géométrie,  qu'il  aurait  composé 
dans  sa  jeunesse  pour  les  Juifs  provençaux,  existe  encore. 

La  traduction  de  Platon  de  Tivoli  est  la  première  qui  ait  en  réa- 
lité introduit  dans  TOccident  latin  les  éléments  de  la  Géométrie 
grecque,  apportée  en  Espagne  par  les  Arabes.  Son  importance  his- 
torique est  donc  considérable;  la  composition  du  Traité  de  Sava- 
sorda est  d'ailleurs  assez  satisfaisante  pour  que  Léonard  de  Pise,  au 
commencement  du  xiii®  siècle,  l'ait  pris  comme  base  pour  rédiger 
sa  Practica  Geometriœ.  Curlzc  a  relevé  avec  soin  les  larges  em- 
prunts faits  par  le  Pisan  au  Liber  embadorum;  il  relève  aussi  à 
bon  droit  comment  Savasorda  a  enseigné  la  solution  numérique 
des  équations  quadratiques,  en  Tappuyanl  sur  des  démonstrations 
géométriques.  La  traduction  de  TAIgèbre  de  Mohammed-al-Rhova- 
rismi  par  Gérard  de  Crémone  est  postérieure  d'au  moins  d'une 
génération. 

B.  A  la  diflerence  de  l'Ouvrage  de  Savasorda,  le  second  Traité 
cle  Géométrie  édité  par  Curtze  n'avait  jamais  été  signalé  par  aucun 
historien  des  Mathématiques,  et  la  personnalité  de  l'auteur  n'a  sou- 
levé de  discussion  que  depuis  la  publication  do  ce  Traité. 

D'après  une  note  du  commencement  du  xv!!!"  siècle  sur  un  des 
fiianuscrils  (pril  a  utilisés,  Curtze  a  indique  comme  auteur  un 
I^onardus  Maynardus^  mentionne  par  Vida  comme  niallicinali- 
cien  renommé  à  la  fin  du  xv*^  siècle,  et  il  a  assigne  à  l'Ouvrage  la 
date  de  1^88  que  porte  à  la  lin  le  texte  italien  {^Complcta  die 
primo  aprilis  i488). 
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L'addition  du  nom  à'Initius  à  celui  A'Atgebras  dans  quelque 
rubriques  des  manuscrits  me  paraît  simplement  due  à  une  fausse 
lecture  pour  Initiuni  (commencement);  de  même,  si,  daos  ce^^ 
rubriques,  Yles  est  qualiflé  de  maître  ou  de  précepteur  à^Algebras, 
c'est  en  contradiction  avec  le  texte» 

Curtze  a  très  bien  fait  ressortir  que  tel  livre  d^Yles,  dans  cell^ 
Algèbre,  est  simplement  tel  livre  d'EucIide»  II  a  découvert,  eo^ 
outre,  un  texte  qu'il  publie  et  d'après  lequel  le  véritable  nonift 
de  l'auteur  des  Éléments  n'aurait  pas  été  Euclide,  mais  £lias«^ 
Euclide  ne  serait  qu'un  surnom  signifiant  V Introducteur.  Curlz<& 
explique  cette  légende  en  admettant,  avec  Cantor,  que  les  Arabes 
auraient  traduit  le  surnom  d'Euclide  chez  les  Grecs,  à  savoir  V Élé- 
mentaire, par  un  mot  dont  on  a  pu  tirer  soit  Elias,  soit  Yles,  el 
qu'ensuite  on  aura  pris  le  surnom  pour  le  nom  et  inversement. 

La  conjecture  est  ingénieuse,  mais  elle  est  loin,  d'être  encore 
élevée  à  la  hauteur  d'une  probabilité,  car  l'on  n'a  pas  encore 
retrouvé  dans  la  tradition  arabe  de  texte  établissant  l'emploi 
effectif,  pour  désigner  Euclide,  de  l'épithète  supposée  dont  on 
aurait  tiré  un  nom  d'YIes  ou  d'Elias.  D'autre  part,  cette  conjecture 
n'est  pas  valable  en  ce  qui  concerne  l'auteur  de  l'Algèbre  dont  il 
s'agit,  puisqu'il  oppose  nettement  Yles  à  Euclide  de  Mégare,  qui 
était  alors  généralement  identifié  avec  le  géomètre. 

Il  nie  semble  qu'il  ne  faut  pas  trop  s'attacher  à  la  recherche  des 
motifs  qui  ont  conduit  notre  algébriste  allemand  à  choisir  tel  ou 
tel  nom  pour  sa  fiction.  Cet  algébriste  est  incontestablement  un 
malhémalicien  de  valeur  pour  son  temps;  il  e<t  à  mettre  au 
niveau  de  Chrisloph  Riidoiff,  sinon  de  Michel  Slilel.  Mais  il  lui  a 
plu  de  raconter  sur  l'origine  de  l'Algèbre  une  Oclion  à  la  mode  du 
temps,  qui  était  celui  de  TArioste  et  de  Rabelais.  11  ne  faut  pas 
s'attarder  à  ses  anachronismes  plus  qu'à  ceux  du  Pentagruel  ou 
de  VOrlando  furioso.  Malheureusement  il  a  la  fantaisie  lourde; 
on  le  voit  surtout  dans  les  historiettes  dont  il  a  agrémenté  les  pro- 
blèmes élémentaires  de  son  premier  livre.  C'est  Platon,  Euclide, 
Arislole  et  Pjthagore  faisant  collation  avec  Algebras  el  lui  don- 
nant à  deviner  leurs  liges.  C'est  La//u*/îO,  le  grand  arithméticien,  qui 
pose  une  question  analogue  sur  les  honoraires  (juWlexandre 
accorde  à  Platon,  à  Aristote  et  à  ISlhagore,  comme  professeurs  à 
la  Haute  Ecole  d'Athènes.  C'est   ilippocrate  qui  fuit  acheter  de 
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Taloèsà  Athènes  par  Galien,  Salomon  qui  envoie  Esope  à  Damas 

pour  j  acheter  du  sarait,  ou  le  philosophe  Âlgus  qui  Tenvole 

acheter  du  poivre  à  Paris.  C'est  Nicomaque  qui  vend  des  ouvrages 

de  Malhématiques  à  Apollonius  et  à  Arislée,  et  Boèce  qui  s'en 

inéle.  Tout  cela  voudrait  être  drôle,  et  ne  l'est  guère.  Notre  auteur 

se  lasse  au  reste  bien  vite  de  ce  jeu  innocent,  et  parfois  il  oublie 

sa  ficlion,  et  se  met  à  citer  Euclide  au  lieu  d^Ylcs. 

Cependant  la  littérature  romanesque  de  l'époque  déguisait  gêné- 
ralernent  des  idées  plus  sérieuses  que  la  forme  dont  on  les  revé- 
taii.  Notre  auteur  semble  être  resté  fidèle  à  cette  tradition.  Au 
premier  abord,  dans  le  récit  que  contient  le  Prologue  fait  en  son 
nom  personnel,  il  peut  être  difficile  de  le  reconnaître.  Voici  à  peu 
près  ce  récit  : 

-^IgebraSy  l'auteur  du  livre  Gebra  et  Almuchabala,  qu'il  a 
adressé  à  Yles,  le  grand  géomètre  d'Egypte,  vivait  au  temps 
d'Alexandre  le  Grand  et  de  Nectanebos.  Son  livre  fut  traduit  de 
"arabe  en  grec  par  Archimède,  du  grec  en  latin  par  Apulée.  Il  a 
^^é  connu  de  Mahomet  qui  en  parle  dans  l'AIcorem  ;  il  a  aussi  été 
traduit,  dès  le  temps  d'Alexandre,  par  l'Hindou  Aliabras  dans  le 
Hvre  Ahoreth^  etc.  Ce  livre  à*Algebras  contient  tout  ce  qu'on  a 
trouvé  jusqu'à  présent  sur  la  science  des  nombres,  mais  le  texte 
^^  est  obscur  el  exige  un  commentaire  détaillé. 

Suit,  également  en  Allemand,  le  Prologue  à'Algcbras  adressé 

^    ^"les.  Nous  y  trouvons  déjà  développée  une  idée  très  juste,  et 

d  Une  importance  historique  capitale.    Vies  a  écrit  à  Algebras 

pour  s'enquérir  de  ses  travaux  sur  les  nombres;  Algebras  lui 

''^pond  qu'il  s'étonne  de  celle  question,  vu  que  le  point  de  départ 

de  ses  travaux  se  trouve  précisément  dans  ce  que  lui,  Yles,  a  écrit 

(.dans  son  second  livre  A^ Euclide).  Le  premier  livre  de  notre  au- 

t-eur  est  consacré  à  l'exposé   Irùs   minutieux  de   celle   thèse  qui 

devient  précisément  à  celle  que  Zeulhen  a  si  bien  mise  en  lumiùre, 

^^  qu'on   peut  maintenant  considérer  comme  classique,   à  savoir 

ï\ue  les  Grecs  avaient  une  Algèbre  sous  forme  géométrique  el  que, 

gT^ce  à  cette  Algèbre,    ils  pouvaient  aisément  résoudre,    même 

numériquement,  les  problèmes  du  premier  et  du  second  degré, 

ainsi  que  tous  ceux  qui  s  y  rattachent. 

Joignez  à  cette  idée  fondamentale  les  suivantes  qui  ont  leur  part 
àt  vérité  ; 
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«  La  Science  est  plus  ancienne,  sous  ses  diverses  formes,  cjuc 
ne  le  représentent  les  traditions  courantes;  elle  n'a  pas  été  linrEi  tée 
à  un  seul  peuple;  il  est  impossible  d'admettre  que  le  philosof>he 
Euclide  de  Mégare  soit  l'auteur  des  Éléments;  en  tous  cas,  les 
Grecs  eux-mêmes  ont  reconnu  qu'ils  avaient  emprunté  la  Cit5o- 
métrie  aux  Egyptiens.  » 

Vous  avez  les  traits  essentiels  de  la  fîction  ;  et  il  n'y  a  de  par- 
ticulièrement intéressant  à  relever  que  le  doublet  hindou  d'^  tf^^' 
bras,  parce  qu'il  semble  lié  au  renseignement  exact  que  les  Hindc^*^*^ 
avaient  pour  le  calcul  plus  d'aptitudes  que  les  autres  peuples,  ^ 
que  ce  doublet  [Aliabras)  revient  au  Chapitre  X  de  la  2*  Par  J 
du  3®  Livre,  avec  mention  de  son  livre  des  Donnés  (?),  à  prop^ 
d'un  problème  d'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  alorsq 
l'on  a  ignoré  pendant  longtemps  que  les  Hindous  avaient  trai 
des  problèmes  de  ce  genre. 

Curtzc  relève  à  juste  titre  la  singularité  de  ces  indications  vérî 
diques  dans  un  Ouvrage  dont  l'auteur  semblait  s'être  proposé  d 
déguiser  autant  que  possible  la  vérité  historique,  et  il  rcvendiqu 
en  tous  cas  pour  Tanteur  allemand  la  priorité  sur  Bacliet  pour  I 
solution  des  problèmes  dont  il  s'agit. 

Sur  le  premier  point,  je  remarquerai,  pour  m'en  tenir  aux 
sources  écrites,  que  notre  auteur  a  pu,  d'une  part,  très  bien  con- 
naître l'origine  hindoue  de  notre  svstèmede  numération,  avouée  par 
les  Arabes,  expressément  affirmée  par  Maxime  IManude  et  autres 
Byzantins,  et  que  cela  suffisait  pour  qu'il  attribuât  aux  Hindous 
une  aptitude  spéciale  aux  calculs  numériques.  D'un  autre  côté, 
le  Moyen  ûge  a  ccrlainement  connu  au  moins  deux  genres  de  pro- 
blèmes indéterminés  du  premier  degré,  à  savoir  le  problème  des 
restes,  et  la  régula  virginuni.  Si  Bachet  a  traité  ces  questions,  il 
ne  s'est  jamais  donné  comme  les  ayant  inventées,  et  il  est  clair 
cpie,  du  moment  où  elles  ont  été  agitées,  on  en  a  trouvé  des  solu- 
tions, ne  fût-ce  que  par  des  lulonnemeuts  méthodiques. 

Le  problème  des  restes  (deviner  un  nombre  dont  on  donne  les 
résidus  par  rapport  à  un  certain  nombre  de  diviseurs)  était  dtgà 
connu  de  Léonard  de  Pise,  comme  Curtze  le  rappelle  d'ailleurs. 
On  l'a  retrouvé  dans  un  texte  byzantin  [Nicomaque,  éd.  Hoche, 
Leipzig,  Tcubncr,  187G,  p.  iJ2)avcc  une  solution  non  cxpli<[uce, 
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mais  qui  paraît  bien  fondée  sur  le  même  principe  que  celle  du 
Traité  à^Algebras,    et  qui  est   reproduite    dans    l'Ouvrage    de 
Rudolir,  imprimé  en  i526.  Regiomontanus  {Urkunderif  p.  254) 
connaissait  certainement  la  solution  générale.  En  tout  cas  on  ne 
peut,  jusqu'à  nouvel  ordre,  dénier  à  Fauteur  de  ce  Traité  la  prio- 
rité   pour  la  rédaction  en  Occident  d'une  solution  claire  et  com- 
plète, qui  est  identique  à  celle  que  l'on  a  trouvée  en  Cliine  comme 
remoolant  au  m®  siècle  de  notre  ère  et  perfectionnée  au   viii*^ 
(régule  Ta-y en),  solution  qui  revient  au  fond  à  celle  de  Gauss  dans 
ses  jDisquisitiones.  Quant  à  Thistoire  de  la  régula  virginiim  ou 
rcg'€fla  cœci,  elle  n'est  pas  aussi  avancée.  H  s'agit  de  trouver,  par 
e^cemple,  trois  ou  quatre  nombres  entiers  dont  on  donne  la  somme, 
ainsi  que  la  somme  de  leurs  produits  par  des  coeflicients  déter- 
minés. Les  problèmes  de  ce  genre  sont  souvent  combinés  en  sorte 
q%i*il  n'y  a  qu'une  solution  possible  (les  valeurs  négatives  étant 
écartées  par  les  hypothèses).  C'est  sur  un  problème  de  ce  genre 
(\\ie  notre  auteur  parle  de  l'Hindou  Aliabras. 

On  en  trouve  déjà  un  dans  la  correspondance  de  Regiomontanus 
\Hrkunde.n,  p.  262  et  296)  et  Rudolff  en  traite  dans  son 
Ouvrage  de  1026.  De  même  notre  auteur;  mais  je  ne  puis  consi- 
dérer sa  solution  que  comme  particulière,  et  par  suite  lui  recon- 
naître sur  ce  point  aucune  priorité  sur  Bachet,  qui,  traitant  v\i\y 
problème  du  même  genre  proposé  dans  une  épigrammc  latine  du. 
siècle  précédent,  est  parvenu  à  une  solution  complète  et  rai- 
sonnée. 

Je  ne  pense  pas  d'ailleurs  que  Ton  puisse  dire  avec  Curlzc  que 
la  solution  de  Bachet  repose  sur  de  tout  autres  considérations  que 
celle  du  prétendu  Algebras,  La  vérité  est  que  Bachot,  n'em- 
ployant, à  l'exemple  de  Diophantc,  de  notations  que  pour  une 
seule  inconnue,  est  de  fait  obligé,  [)0ur  sa  mise  en  équation^  à  des- 
détours  qu'il  aurait  facilement  pu  éviter  en  se  servant  des  nola- 
lions  de  Viète;  mais  ce  point  est  tout  à  fait  secondaire. 

Quant  à  la  mention  du  livre  du  Ikila  d'Aliabras  l'Hindou,  clic 
a  pour  objet  seulement  de  débanasser  une  équation  des  fractions, 
en  multipliant  tous  les  termes  par  un  multiple  commun  des  déno- 
niinaleurs.  Je  ne  peux  sérieusement  croire  que  l'Inde  ait  jamais. 
influé  sur  la  connaissance  en  Occident  d'une  proposition  aussi 
anciennement  connue  et  prati([uéc.  Je  suis  donc  assez  porté  à  sup- 
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poser,  jusqifà  plus  sérieux  indice  du  contraire,  que  celte  mention 
n'a  aucun  rapport  de  fait  avec  les  problèmes  d'analyse  indéter- 
minée, et  que  pour  notre  auteur,  de  même  qu^Yles  si^ifiait 
Euclide,  Aliabras  désigne  ici  quelque  arithméticien  (•)  chex 
lequel  il  aura  trouvé  quelque  règle  donnée  comme  venant  de 
rinde,  mais  en  tout  cas  dilTérente  de  celle  dont  il  s'agit  dans  ce 
passage. 

L'Ouvrage  devait  comprendre  huit  ou  même  neuf  livres.  O 
n'en  n'a  retrouvé  que  trois,  peut-être  les  autres  n'ont-ils  jamaiss 
été  écrits. 

Une  étude  approfondie  de  ce  document,  ainsi  que  des  autre»- 
Vrkunden  publiées  par  Curtze,  serait  extrêmement  instructive- 
pour  quiconque  désire  étudier  l'histoire  des  Mathématiques  élé- 
mentaires, mais  elle  réclamerait,  il  faut  l'avouer,  une  grande 
patience.  En  tout  cas,  c'est  une  publication  qui  fait  grand  honneur  à 
la  précieuse  collection  des  Abhandlungen,  et  qui  clôt  dignement 
la  carrière  si  remplie  de  son  auteur.  Paul  Tawnery. 


>«»« 


F.  KLEIN  und  A.  SOMMERFELD.  —  Ueber  die  ïiieoriiî  des  Krkisels. 
Ilcfl  m  :  Die  storenden  Einflusse.  Astronomisgiie  und  geophysikalische 
Anwendungen.  i  vol.  iu-8°,  pages  512-759.  Leipzig,  Toubner,  1903. 

Ce  fascicule  devait  être  le  dernier  de  l'Ouvrage  dont  le  Bulletin 
a  analysé  les  deux  premiers  (Tome  XXII);  mais  l'abondance  des 
malières  a  forcé  les  auteurs  à  élargir  leur  cadre  primitif,  et  à  réser- 
ver pour  un  dernier  cahier  qui  doit  paraître  celte  année  les  appli- 
cations physiques  et  techni(|ues.  Ce  fait  justifierait  à  lui  seul,  si 
quelqu'un  pouvait  trouver  le  problème  inilial  trop  borné,  les  déve- 
loppements, d'ailleurs  si  intéressants  par  eux-mêmes,  donnés  à  la 
théorie  dans  les  deux  premiers  Volumes. 

Avant  d'abandonner  les  considérations  purement  théoriques,  les 


(')  Par  exemple,   Jorduiius  Ncinorarius  uu    quelque  Iraduclîon   d'un  auteur 
arabe. 
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auteurs  éludient  le  mouvemcnl  sans  froUement  d^unc  loupic  sur 
00  plan  horizontal  fixe;   on  sait  que  la  solution  de  ce  problème 
dépend  d'ÎDlégrales  hjperelliptiques;  le  cas  d^une  vitesse  initiale 
de  rotation  très  grande  correspond  à  un  mouvement  de  Taxe  voi- 
sin  d'une  précision  régulière,   qui  est   étudié  en   détail  sur   un 
exemple  numérique. 

Un  remarquable  exposé  des  diflerences  qui  existent  entre  les 
bases  de  la  mécanique  rationnelle  et  celles  de  la  mécanique  appli- 
quée précède  le  résumé  et  Thistoire  de  nos  connaissances  sur  le 
frollement. 

Pour  apprécier  l'influence  du  frottement  sur  le  mouvement  de  la 
toupie,  OD  imagine  qu'au  lieu  d'avoir  pour  extrémité  un  point  géo- 
métrique, Taxe  de  figure  est  terminé  par  une  petite  sphère,  la- 
quelle reste  en  contact  avec  son  plan  tangent  au  point  le  plus  bas. 
Si  le  mouvement  est  voisin  d'une  précession  régulière  (corres- 
pondant au  cas  où  la  projection  de  l'accélération  sur  la  verticale 
est  nulle),  la  réaction  normale  du  point  d'appui  sera  sensiblement 
la  même  que  dans  l'état  d'équilibre;  on  suppose  ensuite  que  la 
réaction  de  frottement  a  pour  efiet  principal  d'empêcher  la  toupie 
de  tourner  autour  de  son  axe,  c'est-à-dire  que  le  frottement  de 
pivotement  est  négligeable,  ainsi  que  la  réaction  qui  s'opposerait 
à  l'inolioaison  de  l'axe.  Ces  points  admis  après  une  discussion  dé- 
taillée, on  obtient  aisément,   par    les  formules  de  Lagrange,   les 
équations  qui  définissent  le  mouvement. 

L'incertitude  des  hypothèses  faites,  en  même  temps  que  la  diffi- 
culté d'intégrer  les  éc|uallons  dificrentielles,  conduisent  les  au- 
teurs à  proposer  une  méthode  d'approximation,  qu'ils  appellent 
graphique.  Voici  en  quoi  elle  consiste  essentiellement  :  On  peut, 
par  un  changement  de  variables,  ramener  rinlogration  du  système 
à  celle  d'une  seule  écjualion  de  la  forme 

la  fonction  /(  11,  v)  croît  très  rapidement  à  partir  de  la  valeur  zéro  ; 
de  sorte  que,  si  l'on  construit  la  courbe  dite  de  poiirsuitr  avant 
pour  é(|uation  y(//,i')i=o,  et  qu'on  suppose  l'origine  d'une 
courbe  intégrale  voisine  de  celle-là,  la  courbure  de\iendra  rapi- 
clcment   très  grande;   la    concavité  est   d'ailleurs    diri;^^ée  vers    la 
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courbe  de  poursuite,  sî  bien  que  la  courbe  intégrale  se  rappro- 
rlicra  de  la  courbe  de  poursuite,  viendra  la  couper  en  un  point 
(|ui  sera  d'inflexion,  et  oscillera  de  part  el  d'autre  de  celle  courbe 
do  poursuite. 

Si  l'on  admet  que  la  r«^sistance  de  l'air  introduit  un  couple  dont 
la  direction  est  celle  de  l'axe  de  rotation,  on  a,  dans  les  ëquations 
d'Kulor,  trois  termes,  — X/?,  — X7,  — Xx;  que  Tellipsoïde 
d'inertie  soit  aplali  ou  allongé,  on  arrive  à  cette  conséquence 
(|uo  l'axe  de  rotation  a  une  position  limite  dans  la  toupie,  laquelle 
ost  dans  chaque  cas  un  axe  ayant  un  moment  d^inertie  maximum. 
Ku  assimilant,  comme  l'a  indiqué  Stone,  le  frottement  des  marées 
sur  l'écorcc  Icrrestre  à  une  telle  résistance,  on  pourrait  expliquer 
ainsi  comment  la  rotation  de  la  Terre  a  pu  autrefois  s'effecluer 
autour  d\in  axe  Irt^s  différent  de  l'axe  de  la  figure  el  être  ramenée 
au  mouvement  actuel. 

Dans  le  cas  où  la  toupie  est  un  ellipsoïde  de  révolution  aplali, 
raplatissoment  nouveau  introduit  par  l'élasticilé  doit,  à  première 
vue,  chani^er  son  mouvement  de  rotation;  si  Ton  désigne  par  le 

mol  olliplioilé  le  rapport  '  >  C  el  A  étant  les  moments  princi- 
paux d*inorlie«  IVIlIpsoïde  de  la  masse  en  rotation  sera  la  somme 
tie  celle  4|no  pivndrail  une  sphère  élastique  en  rotation  autour 
dun  diumèln*  avec  la  même  \ile>>e,  el  de  reUipticité  primitive.  Il 
o>l  lemarquable  que  la  période  de  prt*ces>ion  ne  dépend  pas  de 
rola>hoilè  du  sphèi\Mdo,  et  quVlle  e>l  la  même  que  dans  le  cas  où 
la  ma^>o  >eiail  ab>v»lunienl  rigide. 

l/inlbioiuo  o!o  l\'la>lioilo  du  supporl  o>l  a>>ez  ct'^mplexe:  pour 
IV\a!uer»  on  >upjv>^oqîio  îo  ^upiv^rl  t'>lre!np!aoê  par  un  point  ma- 
tcrui  >KM,mix  à  uno  lorve  \iilit:a:o  qu  on  |-^>urrji.  en  première 
ai^ptvv>tualK>î>,  v\»nx:Jv  ivr  lommo  îa  ^«  mme  de  vU'ux  termes,  l'un 
p:wvM  îîOîMUv  à  rer:tV:u'o:::c;':  dir  î-  -r:  luiitriru  Tau  Ire  à  la 
NT.v'^^v-  ôo  i"o  r,>'r::  on  vi  iù  tt:  .r«r  e  nTou\en:cpt  Ou  >v>ième 
v>  ».^<  «»*v  i>iS»  vA  i«.%».'.N  ^»  vv  \-v  ..  .  ^.  >..-  V,-,  .,>C'.«i*j.i*>n>*ji  n^.  IvIl■— 
i  .  .  ^  ■»  >« *  ^^ V  . ^  -  ■  ■:•  .» V  V  ,  *  .  «. k 4' ,.v  ^ ».  \  -  ,  »  *  1  \ jLi  j». »n  '.1  I uv i  ojti>on 
*      .  .- \ .   .V    ,i.  «1.  ,~.    K  >^  ,  k     ,  ,a  .\>^  »■«  .  v" . .- jk..^. s..  V arjv ■.c?n>ix«jue  e>l 

i'>-  .'^    .^   ...-.-^  V-.  V-  .-.  ■  Ji.-^v^  ^-'^r.     :r-  :  :  -^,    ^"^  i-;ocr>  dis- 

-:•  »•    rt  .Tapput 
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glisse  avec  froltement  sur  un  plan  horizontal  et  monlrenl  que  ce 
{>4>înt  d'appui  dëcril  une  sorle  de  spirale. 

Arrivons  mainlenant  aux    applications;  elles  sont  divisées  en 

Jeux  groupes  :  les  applications  astronomiques,  ayant  rapport  au 

fiiotiveinenl  de  rotation  de  la  Terre  supposée  absolument  rigide  et 

soumise  à  Tattraction  combinée  du  Soleil  et  de  la  Lune^  d'autre 

part,   les  applications  dites  géopliysiques,  c'est-à-dire  l'étude  des 

déplacements  de  Taxe  terrestre  sous  Tinilucnce  des  déformations 

Jti    S^lobe,  ou  des  transports  de  masse  à  sa  surface. 

I  ..a  méthode  adoptée  pour  Tétude  de  la  précession  et  de  la  nutation 
aslï-onomique  est  l'extension  de  celle  indiquée  par  Gauss  pour  le 
calcrtil  des  inégalités  séculaires  dans  le  mouvement  de  translation 
Jcî:s  planètes.  Kappelons-en  le  principe  en  deux  mots  :  soit  V  le 
|>c>t.^Dliel  dû  à  l'attraction  d'un  corps  qui  décrit  une  orbite  ellip- 
t>«C|m]ie  suivant  la  loi  de  Kepler  ;  on  peut  développer  V  en  série  tri- 
r><^»^  orné  tri  que  dont  les  arguments  ont  pour  période  la  durée  T  de 
*i«    r^'volulion  du  corps  attirant,  et  le  terme  non  périodique  de  cette 

\JWdt. 

Supposons  maintenant  que,  sur  chaque  élément  de  l'ellipse,  on 
|>liice  un  élément  dm  de  masse  attirante*,  le  potentiel  dil  à  cet  élé- 

■*^otit  est  V  — y  m  étant  la  masse  du  corps  attirant;  le  potentiel 

^*^l  de  Panneau  elliptique  est  —  /  Vrfm;  si  l'on  pose  c^m  = —^, 

**taiit  le  temps  mis  par  le  corps  attirant  pour  parcourir  Télé- 
'•t    d'arc  que  r/couvre  la  masse  dni^  les  deux   inlé<rndos   sont 
^•*«Os;  il  en  résuhe  que  le  potentiel  de  l'anneau  donne  la  partie 
'•  taire  du  potentiel  dil  au  corps  mobile  sur  l'ellipse. 

^*    Ton  veut  calculer  le  coefficient  de  cos2/?- ^z;  dans  le  déve- 

**  l^«ment  de  V,  on  remplacera  dm  par  àh  7p  cos2  //-    ,  dt  î  on  est 

^»  r>  ^  -  .        .  * 

^^  «  conduit  toutefois  à  introduire  des  masses  iiéi^alives,  de  sorte 

I  la  masse  totale  distribuée  sur  Panneau  est  nulle,  tandis  que, 

^  ^^  le  cas  du  terme  séculaire,  elle  est  éjrale  à  ni, 

I      .      ^^'ï  pourra  donc,  pour  déleiniimîr  la  précossiou  luni-solaire,  dis- 
'  ^"  •  1  ,       . 

-^  «ler  les  masses  du  Soleil  et  de  In  Lune  sur  leurs  orbites.  Mais 
*  »  t  % 

l>eut  remarcnier  de  plus,  par  la  considéra  lion  de  la  formule  bien 

•^  nue  rpji  exprime  le  polcnlici  du  à  ralliaelion  (ruii  corps  très 


■«est^ 
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éloigné,  que  ce  potentiel  ne  dépend,  lorsqu'on  néglige  les  terme 
du  troisième  ordre,  que  des  moments  d'inertie  du  système;  il  sem 
donc  permis  de  remplacer  la  Terre  par  un  corps  ayant  même 
moments  d'inertie,  et  il  sera  naturel  de  choisir  une  sphère  entoura 

à  Téquateur  d'un  anneau  homogène  dont  la  masse  sera  a — g^ — 

puisque  les  attractions  exercées  par  les  différents  points  de  Pan 
ncau  solaire  sur  la  sphère  passent  par  le  centre,  il  suffira,  pour  cal 
culer  le  couple  qui  influe  sur  la  rotation,  de  considérer  Factio 
exercée  par  les  anneaux  solaire  et  lunaire  sur  l'anneau  terrestre 

La  rétrogradation  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire  s'explique  ; 
l'aide  du  même  procédé,  si  l'on  admet  que  l'action  du  Soleil  laiss< 
invariable  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune,  et  que  la  variation 
de  l'excenlricilé  de  cette  orbite  est  un  phénomène  indépendant  de 
celui  dont  nous  parlons.  Il  faut  ici  considérer  l'attraction  de  Tan- 
neau  solaire  sur  l'anneau  lunaire. 

En  ce  qui  concerne  la  nutation  astronomique  (qu'il  faut  se 
garder  de  confondre  avec  ce  que  les  auteurs  appelaient  précédem- 
ment la  nutation  libre),  c'est-à-dire  la  partie  périodique  du  dépla- 
cement de  Taxe  terrestre  due  aux  actions  extérieures,  on  est  oblige 
de  faire  une  nouvelle  extension  de  la  méthode  de  Gauss,  outre  celle 
qui  a  rapport  aux  termes  ayant  pour  périodes  les  sous-multiples 
de  Tannée  ou  du  mois  lunaire,  dont  nous  avons  indiqué  le  prin- 
cipe. Il  faut,  en  elfel,  tenir  compte  du  déplacement  de  l'orbite 
lunaire,  et  surtout  obtenir  les  termes  ayant  même  période  que  lï 
révolution  des  nœuds.  On  considérera  la  zone  sphérique  engendrée 
par  la  révolution  de  Torbile  lunaire  autour  de  Taxe  de  récliptique; 
cette  zone  étant  parcourue  deux  fois  dans  une  révolution  com- 
plcle,  on  dlstiiii^uera  les  deux  cotés  de  sa  surface  l'un  de  l'autre, 
et,  sur  chacun  des  éléments  de  surface,  on  étendra  un  élément  de 
masse  (jui  sera  le  proiluit  de  rélénienl  de  masse  de  Tanneau  lunaire 

1^ supposé  circulaire)  par  le  rapport  -^-  et  par  la  ligne  lri<b;onomé- 

trique  qui  fi';:ure  dans  le  terme  à  évaluer.  Les  équations  de  Lagrangc 
ilélinissenl  les  angles  o,  s,  i  d'Euler,  et  riuléi:ralion  par  approxi- 
mation, en  supposant  les  dérivées  o'  et  i  très  petites  vis-à-vis  de 
la  rolalli>n  rqui  demeure  constante,  fournit  les  termes  principaui< 
de  la  nutation.  De  i*es  t'ormules,  on  conclut  iuversenunl,  comme 
on  sait,  relliplicité  de  la  Terre  cl  la  masse  de  la  1-une. 
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La  théorie  complèle  de  la  précession  el  de  la  nulalion  ne  paraît 

pas  pouvoir  se  faire  à  Taide  des  considérations  précédentes,  et  il 

semble  bien,  comme  l'indique  d'ailleurs  le  Livre,  que  la  méthode 

de  la  variation  des   constantes   exposée   par  Tisserand  dans  le 

deuxième  volume  de  sa  Mécanique  céleste  garde  une  supériorité 

considérable  au  point  de  vue  de  la  rigueur,  sinon  de  Félégance. 

A.U  contraire,  pour  ce  qui  a  trait  aux  déplacements  du  pôle  dus 
aa^L  changements  de  forme  de  la  Terre,  la  discussion  est  basée 
SUT*  des  résultats  d'observation  récents  coordonnés  par  les  études 
de  Af .  Chandler  sur  la  variation  des  latitudes,  et  sur  des  recherches 
théoriques  qui,  jusqu'à  présent,  n'avaient  pas  été  présentées  sous 
uoe  forme  didactique. 

^vant  d'arriver  aux  résultats  d'observation  il  faut  revenir  sur 
le  problème  de  la  rotation  de  la  Terre  (en  négligeant  les  influences 
es^térieures)  pour  étudier  d'une  façon  complète  la  nutation  libre, 
q^A^on  appelle  dans  ce  cas  le  cycle  eulérien,  qui  provient  de  ce  que 
l*ai3Le  de  figure  ne  coïncide  pas  exactement  avec  l'axe  de  rotation. 
(y*^  obtient  aisément  cette  conclusion  que  les  deux  cônes  décrits 
par  l'axe  de  rotation  dans  l'espace  et  à  l'intérieur  de  la  Terre  sont 
de  révolution;  l'oscillation  dans  l'espace  a  une  période  un  peu 
plus  petite  que  le  jour  sidéral  ;  à  la  surface  du  globe,  la  période  est 
Ae  3o4  jours  sidéraux,  mais  l'ouverture  du  premier  cône  est  envi- 
ron 3o5  fois  plus  petite  que  celle  du  second.  Par  conséquent,  la 
variation  diurne  des  latitudes,  qui  sont  toujours  rapportées  à  l'axe 
de  rotation,  est  moindre  que  le  3oo"  de  Tamplitude  qui  correspond 
aivi  cycle  eulérien.  Cette  simple  discussion  était  d'autant  plus  néces- 
saire qu'un  astronome  qui  est  en  même  temps  un  gcomctre  dis- 
ViBgué  a  pu  faire  une  confusion  à  cet  égard. 

Les  observations  n'ont  jamais  montré  Texislencc  d'une  période 
ealériennede  3o4 jours  dans  la  variation  des  latitudes;  il  faut  dire 
que  l'erreur  due  à  la  réfraction  astronomique,  qui  ne  sY4iminera 
pas  de  sitôt,  a  été  longtemps  un  obstacle  à  la  discussion  des  résul- 
tats; certains  astronomes  sont  même  encore  sceptiques  à  cet  égard. 
H  semble  pourtant  hors  de  doute,  après  les  travaux  de  M.  Chandler, 
qu'un  balancement  de  l'axe  de  rotation  terrestre  se  produise  dans 
titie  période  de  1 4  mois.  Un  comité  international  a  provoqué  depuis 
jSgi  des  recherches  en  divers  observatoires;  elles  montrent  que 
les  courbes  obtenues  en  des  points  différenls  du  globe  ont  nicuic 
Bull,  des  Sciences  matliém,f  n*  série,  t.  XWIII.  (Juin  190 '|.)  i  » 
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période  d^oscillation,  et  que  les  phases,  en  des  méridiens  à  i8( 
l'un  de  Taulre,  sont  opposées.  M.  Albrecht,  qui  cenlralise  les  obse 
valions,  a  Iracé  une  courbe  figurant  la  marche  du  pôle  à  la  surfa 
de  la  Terre  depuis  1891;  celle  courbe  tourne  autour  de  Taxe  de 
gure  (le  rayon  moyen  élant  environ  de  4")  et  affecte  une  forme  Irè 
irrégulière;  il  n'existe  donc  pas  que  la  période  de  i4  mois.  Po 
discuter  la  question,  M.  Sommerfeld  emploie   un  procédé  g 
phique  qui  nous  semble  digne  d'être  signalé  :  soit  iv  Va(Rxex+  i 
d'un  point  de  la  courbe;  s'il  existe  plusieurs  périodes T|,  Tj,  . .  -i^ 
on  a 

ittt-         ,    -ii-K-            lin'-             -îiic~ 
iv  —  rt  t'       ^»  -f-  rt  e  ^t-\-  be       ^«  -+-  «  c  ^«  -h 

Afm  d'éliminer    la    période    principale  T|,  qui   se   calcule  eo 
comptant  le  nombre  de  tours  accomplis  par  la  courbe  dans  le  plus 
long   temps    possible,    on    forme    la    différence  «V-j-t, —  ^tj   <!"' 
s'écrit 

n'/-f/, —  tvi=  ce      ^t-hce  *«-f-.... 

Cette  diflercncc  se  détermine  graphiquement  par  le  vecteur  qui 
joint  les  points  de  la  courbe  qui  se  rapportent  aux  époques  t 
et  /  -H  T|  ;  on  obtient,  en  transportant  ces  vecteurs  à  l'origine,  une 
nouvelle  courbe  sur  laquelle  on  peut  opérer  de  même  que  sur  la 
première.  Bien  que,  comme  l'on  s'en  rend  compte  immédiatement, 
la  construction  de  cette  seconde  courbe  soit  sujette  à  des  erreurs 
qui  peuvent  être  doubles  de  celles  de  la  pren/ière  si  les  positions 
aux  temps  l  cl  /  4- ti  sont  aiVeclées  d'erreur:^  de  sens  contraire, 
celle  constriiclion  montre  que,  en  dehors  de  la  période  de  i4  mois 
de  M.  Chandier,  il  existe  une  |)ériode  annuelle,  dont  l'amplitude 
est  à  peu  près  la  moitié  de  la  première. 

Il  s'agit  d'expliquer  théoriquement  ces  deux  périodes;  pour  In 
seconde,  on  pensera  tout  de  suite  aux  mouvements  annuels  pro- 
duits par  le  Soleil  à  la  surface  de  la  Terre,  tels  que  les  courants 
maritimes,  ou  atmosphériques;  mais,  pour  la  première,  comme  il 
n'exi>te  aucune  influence  extérieure  ayant  la  période  de  i4  mofs, 
ni  aucun  dé|)lacemenl  observable  pour  nous  ayant  celle  période,  on 
doit  faire  une  hypothèse  sur  la  constitution  interne  de  la  Terre. 

Il  est  difficile  d'admettre  que  l'inlérieur  de  la  Teri*e  est  fluide, 
ou.  plus  exactement,  qu'à  l'intérieur  do  la  Terre  se  produisent  des 
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moavemenli  réguliers;  Técorce,  ainsi  que  Ta  indique  Lord  Kelvin, 

doîi  être  assez  épaisse   pour   résister  aux  marées  internes  (sans 

quoi  il  n\  en  aurait  pas  à  la  surface),  et  le  frottement  dans  la 

masse  de  densité  très  grande  voisine  du  centre  doit  entraîner  toutes 

les  couches  dans  le  mouvement  commun  de  rotation.  La  cause  de 

/a  période  de  i4  mois  doit  donc  être  cherchée  dans  l'élasticité  de 

la  X^erre,  laquelle modiQe  Telliplici té    '  et,  par  suite,  la  durée 

du    ovcle  euléricn. 

T^our  traiter  le  problème,  on  ne  doit  pas  se  coulenler  de  ce  (pii 

a   <!^l,ô  dit  plus  haut  sur  l'élasticité  d*une  toupie,  car  l'aUraclion  des 

diverses  parties  du  globe  doit  ici  être  prise  en  considération.  Dans 

s^«    J\atural  Philosopliy^  Lord  Kelvin  s'élait  déjà  occupé  de  celle 

cf  ^A<sâtion;  les  auteurs  tiennent  compte,  en  outre,  d'un  travail  plus 

■■^«i^ntde  M.  Hough;  ils  divisent  le  problème  en  plusieurs  autres, 

^^xxs  lesquels  ils  déterminent  successivemenl,   sans  viser  à  une 

^^oiriplètc  rigueur,  Tellipticité  qu'aurait  la  Terre  si  sa  masse  avait 

^^•-^    primitivement  sphérique  et  fluide,  celle  qu'elle  aurail  acquise 

^^^**s  l'influence  de  l'élasticité  quand  le  cocfficieni  est  xelui  de 

*■   ^^iîer,  puis  l'eliipticité  que  prendrait  la  Terre  si  l'élasticité  cessait 

^-*   ^S'r actuellement;  la  conclusion  est  que  rexislcnce  delà  période 

^^^    14  mois  peut  s'expliquer  par  un  très  faible  coefficient  d'élasti- 

^•■•ê  de  la  masse  terrestre. 

*-»'étude  de  Finfluence  des  mouvements  (|ui  s'opèrent  à  la  sur- 

'^^^  de  la  Terre,  dont  le  plus  important  constitue  le  phénomène 

^^  Qriarées,  est  de  même  décomposée  en  plusieurs  problèmes  ;  on 

^**che  d'abord  la  variation  des  moments  d'inertie  duc  à  un  Irans- 

l*Ort.  jg  masse;  on  évalue,  suivant  les  beaux  travaux  de  M.  Vilo 

^ilerra,  le  déplacement  de  l'axe  de  rotation  produit  par  un  niou- 

***^nt  tel  que  celui  d'un  courant  marin   s'opéraiit  sans   (|ue  la 

^^**îbution  des  masses  varie;  on  suppose  en  dernier  Heu  qu'une 

^^^e  se  déplace  périodiquement^  on  trouve,  couinie  cela  élait  à 


"    ^Voir,  que  le  pôle  se  meut  suivant  la  même  période.  L'iniluence 
^   tnarées  est  étudiée  à  part  ;  elle  est  tout  à  fait  néjj;lii;(;ablc. 
^^n  lira  avec  un  grand  intérêt  le  dernier  (Ihapitre  consacré  aux 

*      ^t.ives  de  la  rotation  de  la  Terre  (|ue  fournissi^nl  lo  i;\roscope  de 

^^caultctle  baroKvroscope  de  GilIxMl;  il  nous  narail  bien  dilli- 

*^    de  résumer  les  élégantes  considérations   ^éomélrlques  qu'il 
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conlienl,  de  même  que  nous  ne  pouvons  que  signaler  les  précieux 
rcnseignemenls  historiques  et  bibliographiques  répandus  dans 
tout  rOuvragc.  L.  Picart. 


LBBESGUE  (Hbnri).  —  Leçons  sua  L'i>rTE6RATioN  et  la  RBCHEacns  dks 
FONCTIONS  paiMiTivBs.  (Collection  de  moDographies  sur  la  Théorie  des 
fonctions,  publiées  sous  la  direction  de  M.  Emile  Borel)*  Paria,  Gauthier- 
Yillars,  1904. 

M.  Lebesguc  a  été  chargé  pendant  Tannée  scolaire  1902-1903  du 
cours  fondé  au  collège  de  France  par  la  famille  Peccol,  cours  pro- 
fessé pendant  plusieurs  années  avec  tant  d*éclat  par  M.  Borel.  Les 
leçons  de  celui-ci  ont  été  publiées  et  sont  entre  les  mains  de  tous 
les  géomètres;  M.  Lebesgue  rassemble  aujourd'hui  les  siennes, 
et  elles  font  partie  d'une  collection  de  Monographies  sur  la 
théorie  des  fonctions  publiées  sous  la  direction  de  M.  Borel. 

M.  Lebesgue  s'est  proposé  de  reprendre  dans  son  enseignement 
quelques-unes  des  recherches  qui  avaient  fait  l'objet  de  sa  Thèse, 
en  les  faisant  précéder  d'une  histoire  des  notions  d'intégrales  et 
de  fonctions  primitives.  Eu  lisant  la  Préface  de  M.  Lebesgue,  on 
>oit  qu'il  a  eu  des  scrupules.  Il  n'est  pas  sans  avoir  entendu  dire 
(|u'il  est  des  mathématiciens  qui  n'ont  pas  grande  sympathie  pour 
ces  études  subtiles  sur  les  fonctions,  et  préféreraient  voir  les  jeunes 
géomètres  se  lancer  dans  d'autres  voies;  aussi  s'efforce- t-il  de 
nous  persuader  que  ce  n'est  pas  Tamour  de  la  complication  qui 
Ta  conduit  à  introduire  une  délinition  de  Tinlégrale  plus  générale 
que  celle  de  Hiemann,  Je  veux  bien  l'en  croire,  mais  je  présume 
«|ue  la  nécessité  n*a  pas  été  bien  duix^  pour  lui.  M.  Lebesgue  n*a 
pas  besoin  de  sVxcuser;  il  v  a  profit  pour  la  philosophie  des  Mathé- 
niatii|ue>  que  Je  telles  questions  soient  agitées  de  temps  en  temps 
par  des  esprits  aussi  déliés  que  le  sien,  et  il  est  très  naturel 
qu'elles  le  soient  dans  un  cours  connue  celui  de  la  fondation 
iVecot,  (|ui  n\i  d'autre  objet  que  de  permettre  à  un  jeune  savant 
d\*\poser  le  iVuil  de  ses  rêtlexious  sur  les  Mathématiques.  La 
!nau\ai>e  liuiiieur  de  ceu\  qui  tv^rvttoraieut  de  \oir  des  audi- 
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BentcTTTtH  pcndnnt  vingt  l('(;ons  dans  un  sujet,  profond  sans 
*««fce,  mais  étroit  malgré  l'apparence,  n'a  pas  lieu  (le  s'exercer, 
■  ne  «lie  pourrait  le  faire,  s'A  s'agissait  d'un  enseignement 
se  aatre  nalnre.  Au  snrplus,  M.  Lcbesguc  a  montre  ailleurs 
I  n'éuit  pas  disposé  à  s'enfermer  dans  un  seul  coin  de  la 
ZÙCV. 

•9  définition  de  l'intégrale  d'après  Cauchy  et  Dirîclilet,  puis 

^11^  de  Riemann  occupent  les  deux  premiers  Chapitres.   Nous 

>^<30»  déjà  s'introduire  la  notion  d'un  ensemble  de  mesure  nulle, 

**■    reviendra  dans  la  suite,  et  la  condition  pour  qu'une  fonction 

r~Kiée  soit  întégrable  au  sens  de  Riemann  s't^nonce  en  disant  que 

nscmble  de  ses  points  de  discontinuité  est  de  mesure  nulle. 

asKiid  »nc  fonctiou  bornée  n'est  pas  îal^grable,  on  peut  cepen- 

atpourclift(]ue  intervalle  attacher  fi  cette  fonction  deux  nombres 

fflaitcmcni  di'linîs;  ce  sont  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut 

andénfes  pour  la  première  fois  par  M.  Darboux. 

t-ta  mesure  de»  «ensembles  est  ensuite  étudiée  en  se  plaçant  au 

*î*ïl  de  vno  de  M.Jordan.  A  tout  ensemble  borné  de  poinu  dans 

espace,  00  fait  correspondre  une  étendue  extérieure  et  une 

-  »Hlne  inlérienre,  cl  celte  notion  revient  à  l'intégrale  par  excès  et 

ï'  ântégralcpar  défaut  pour  une  fonction  convenablement  choisie. 

Miumlile  vsl  mesurable  quand  ces  deux  étendues  sont  égales. 

^*  *~aM,  dans  le  cas  du  plan,  quand  les  deux  étendues  extérieure  et 

triciire  sont  égales,  le  domaine  cstdit  quarrable.  L'aii-e  n'existe 

epuur  un  domaine  dont  la  frontière  est  de  mesure  superGciellc 

P^*Hi);  on  »iit  que  lu  frontière  d'un  domaine  peut  ne  pas  jouir  de 

-V-tc  propriété,  puisque,  comme  l'a  montré  le  premier  M.  l'eano, 

Sfiile  de»  courbes  passant  par  tous  les  points  d'un  carré.  Apr6s 

~»l«  élude  de  la  mesure  des  ensembles,  il  est  facile  de  présenter 

^*»*  iine  forme  géométrique  la  définition  de  l'intégrale,  et  notam- 

^nt  de«  intégrales  par  excès  et  par  défaut. 

■Après  une  étude  sur  la  classe   importante  des  fonctions  que 

I  "*-  Jordan  »p|>elleJt  variation  bornée,  M.  Lebesgue  s'occupe  de  la 

I  fCTchccJie  des  fonctions  primitives.  Les  notions  d'intégrale  indé- 

"■«  t-lde  raucliou  primitive  sont  diirércutes,  comme  l'a  montré 

j^****  la   première  foi»  Kiemann,    en   conslrnisanl  une  fonction 

"•**^éeel  inlégnblo  dont  l'intégrale  indéfinie  n'a  pas  de  dérivée 

'^**B'  lu  poinU  formant  un  ensemble  partout  deo^e.  L'opération 
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de   rinlégralion    pouvant  conduire  à  des  fonciions  n*avanl 
partout  de  dérivées,  on  est  conduit  à  envisager  les  nombres 
rivés;  c'est  ce  que  fait  M.  Lebesgue.  On  obtient  ainsi  en  chaq 
point  les  quatre  nombres  dérivés  à  gauche  et  à  droite  introdia 
par  du  Bois-Raymond  et  M.  Diiii.  Une  fonction  est  déterminée 
une  constante  additive  près,  quand  on  connaît  la  valeur  (siippo 
finie)  de  l'un  des  nombres  dérivés  pour  chaque  valeur  de  la  varia 
la  question  devient  plus  complexe,  si  la  valeur  n'est  pas  finie, 
Ton  doit  à  M.  Schcefer  d'intéressantes  remarques  sur  ce  suj 
qu'appix>fbndit  M.  Lebesgue.  Restant  dans  les  cas  les  plus  simples 
nous  signalerons  cet  énoncé  qui  repose  et  rassure  le  lecteur  :  si^ 
une  dérivée  est  intégrable,  il  y  a  identité  entre  ses  fonctions  pri 
mitivcs  et  ses  intégrales  définies. 

Le  calcul  cfleclif  des  fonctions  primitives  ne  se  fait  presque 
jamais  au  moven  de  l'intégrale  définie.  On  utilise,  quand  il  est 
possible,  certaines  règles  élémentaires;  parfois  aussi  l'on  se  sert 
de  développements  en  séries,  en  utilisant  quelques  propositions 
simples  relatives  aux  séries  uniformément  convergentes.  A  ce 
sujel,  M.  Lebesgue  démontre  d*une  manière  originale  que  toute 
fonction  continue  est  une  fonction  dérivée,  sans  avoir  recours  & 
rinlëgration.  Notons  encore  quelques  remarques  sur  l'int^rale 
délinie  déduite  des  fonctions  primitives,  et  un  intéressant  exemple 
dû  à  M.  Volterra  d'une  fonction  déri\ée  non  intégrable  au  sens  de 
Kiemaun. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  fonctions  sommables:  c'est 
le  plus  personnel  de  TOuvrage.  L'auteur,  après  être  revenu  sur  la 
mesure  des  ensembles,  arrive  à  la  notion  des  fonctions  qu'il  nomme 
mesurables.  L  ne  fonction  f'\X  \  bornée  ou  non«  est  mesurable  si. 
quels  que  soient  x  et  i.  Teusemble  des  \aleurs  de  x.  pour  lesquelles 
/\y»  est  compris  enliv  x  et  i.  e>t  mesurable  :  la  notion  est  d'une  ex- 
trême généralité  et  Von  ignore  s'il  existe  des  û^nclions  non  mesu- 
rables. 1^  mosunibilite  ne  ditlore  |Kis  de  Ij  soromabilité.  quand  il 
s'agit  de  fond  il»  n  bornée:  U  d  e  tin  i  lion  do  Tintera  le  qui  en  résulte 
est  plus  i:ênôra!e  que  celle  de  Kiemann  et  comprend  celle-ci 
comme  eus  particulier.  Je  ne  suis  jva<  cîoi;:aè  de  penser  que 
M.  Lebesgue  a  rjii>ou.  quauvl  il  dil  dar>  sa  Préface  que  sa  dêti- 
nilivui  e>t  pais  >imjlc  que  cclie  de  Kic.vjirn  cl  aussi  facile  à 
>ai>ir.  M.  I.cbc>^uc  rcmarxjac  cncorv  a\-.v  i.!>lc>sc.  je  croîs,  que 


te 
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la  notion  de  fonction  sommable  suggère  des  procédés  plus  rapides 
de  démonstration.  Il  n'est  pas  rare,  ajoutons-le,  que  dans  maintes 
théories  on  ait  des  démonstrations  plus  rapides  et  plus  compréhen- 
sives,  en  se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général^  la  vue  du  cas 
trop  spécial  peut  cacher  les  raisons  simples  des  choses.  II  ne  faut 
pas  d'ailleurs  que  ceci  devienne  une  excuse  pour  les  amateurs  de 
théorèmes  dont  la  généralité  nuit  à  l'intérêt,  mais  je  n'ai  pas 
besoin  de  dire  que  ce  n'est  pas  le  cas  de  M.  Lebesgue  qui  termine 
par  quelques  applications  sur  la  recherche  des  fonctions  primitives 
et  la  rectification  des  courbes.  On  se  rappelle  aussi  que,  dans 
sa  Thèse,  M.  Lebesgue  a  montré  qu'il  a  le  souci  des  problèmes 
particuliers,  en  traitant  diverses  questions  très  curieuses  relatives 
aux  surfaces  et  aux  courbes  gauches. 

Le  Livre  de  M.  Lebesgue  répond  bien  au  but  qu'il  s'était  pro- 
posé; il  sera  lu  avec  profit  par  ceux  qu'intéresse  l'étude  appro- 
fondie des  principes  de  l'Analyse.  11  est  rédigé  avec  soin,  et  l'on 
j  sait  bien  le  développement  historique  des  notions  fondamen- 
tales. Souhaitons  que,  quelque  jour,   les  notions  nouvelles  que 
l'on  s'efforce  d'introduire  dans  l'Analyse  mathématique  montrent 
leur  fécondité  en  avançant  la  solution  de  tant  de  problèmes  depuis 
longtemps  posés,  ou  que  pose  chaque  jour  le  développement  ré- 
galien des  théories  aujourd'hui  classiques  tant  en  Analyse  pure 
qu'en  Physique  mathématique.  Le  mol  inutile  n'a  guère  de  sens, 
quand  il  s'agit  des  abstractions  mathématiques;   nous  aimons  à 
jious  dire,  avec  Lagrange,   que  «   tout  est  bon  en  Mathéma- 
tiques ».  On  peut  craindre  seulement  que  certaines  spéculations 
soient  parfois  prématurées,  et  penser  qu'il  ne  faut  pas  d'excès 
même  dans  des  choses  aussi  excellentes  que  la  philosophie  des 
mathématiques. 

Emile  Picard. 


-"^i 
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(1840).  (Ostwald's  Klassikcr  d.  exakt.  Wissensch.,  n"  134).  Hcrausgeg. 
von  A.-J.  V.  Octtingen.  XVL-  u.  WII.  Rcilie.  In-8'*,  io3  p.  avec  18  fig.  Lcîpiigi 
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DuLAc  (IL).  —  Hechcrchcs  sur  tes  points  singuliers  des  équations 
di/fé rentielies  (ihèfni),  In-i"",  i3i  p.  Paris,  Gauthicr-Villars. 
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FORSliTH  (A.-R.)-  —  A  Treatise  on  differential   équations.  Third 
édition,  i  vol.  ln-8%  xvi-5ii  pages.  Londres,  Macmillan,  1903. 

II  ne  faut  pas  confondre  ce  Trailé  avec  la   Theory  of  diffe- 
rential équations  du  même  auteur;  c^e^L  un  livre  plus  modeste 
et   qui   s'adresse  à   un  public   plus  nombreux  ;    mais    le   succès 
même    qu^il  a    eu   montre   son  utilité  ;    le  voici   à   sa  troisième 
édition:  la  première  ne  remonte  ([u'à   i885.   En  outre,  il  a  été 
traduit  en  allemand  par  M.  H.  Mascr.  Ce  succès  tient  assurément 
aux  qualités  du  livre,  à  sa  clarté  cL  à  son  caractère  prati(|ue  :  sans 
doute,  quand  on  Fa   feuilleté,   on   se   dit   que   le  lecteur,  après 
Tavoir  étudié,  aura  encore  bien  des  choses  à  apprendre  ;  mais  il 
aura  des  vues  ncllcs  sur  ce  que  sont  les  équations  dillerenhellcs 
et  sur  la  façon  dont  on  les  traite  ;   s^il  s'astreint  a  résoudre  les 
nombreuses    questions    que   M.    Forsyth   a    recueillies  dans   les 
Mémoires  originaux,  dans  les  livres  antérieurs  au  sien,  (hin.s  les 
feuilles  d'examen,  ou  qu'il    a  conslruiles  lui-inèinc,    ol    (pril   a 
accumulées  dans  son  Traita*,  le  lecteur  est  M*ir  de  ne  pas  oublier 
les  recèles  et  d'acquérir    une  véritable  haljilelé   dans  la   nialière, 
qui  lui  sera   singulièrement  précieuse  ^'il  vcul  |)4)us>er  .ses  «'ludos 
plus  loin.    Il  montrerait    d'ailleurs    queUpie    Ingralilude    euviTs 
l'auteur  s'il   n'abordait  point,   après  cela,  sa  belle    Tfu'ori*'  des 
équations  diffère n  lie  lies . 

Bien  que  M.  Forswli,  à  l'occasion,  no  craigne  ])as  d'introduire 
dans  son  Traité  les  variables  complexes,  il  ne  faut  ehcreher 
dans  son  Livre  ni  une  théorie  des  Innelinns  analytiques,  ni  l(."S 
longs  développements  nécessaires  à  rélablissemenl  rigoiin-ux  des 
liiéon''mcs  d'existence;  c'est  essenlicllenient  les  procrih's  d'inlé- 
gratioii  qif  il  entend  développer,  et  c'esl,  crordinaire,  les  xariablc* 
réelles  qu'il  a  en  vue;  aussi  insisle-t-il  avec  raison  sur  h's  inh'r- 
prctalions géométriques,  qui  éclairenl  singulièrement  la  roule  |)Our 
les  commençants  et   qui   fournissent  tant  (ra]>j)lieations  inlèiM-s- 

^^il  da Science»  mathérn.,  2*  sériCyl.  XWlll.  (Juillet  i\)o\.)  \\\ 
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santés.  On  s^en  rend  compte  dès  les  premières  pages  de  son 
Livre,  lorsqu^il  s'occupe  des  solutions  singulières  des  équations 
du  premier  ordre. 

Après  une  courte  introduction  relative  à  la  formation  des  équa- 
tions différentielles,  et  aux  propriétés  fondamentales  des  détermi- 
nants fonctionnels,  Fauteur  développe  la  suite  des  cas  classiques 
où  l'on  sait  ramener  aux  quadratures  une  équation  difTérentielle 
du  premier  ordre. 

Signalons,  à  la  (in  de  ce  Chapitre,  une  courte  Note  consacrée  à 
ringénicuse  mélhode  que  Ton  doit  à  M.  Runge  pour  la  résolution 
numérique  des  équations  différentielles.  Viennent  ensuite  deux 
Chapitres  consacrés  aux  équations  différentielles  d'ordre  supé- 
rieur, en  particulieraux  équations  linéaires  à  coefficients  constants. 
La  méthode  d'intégration  par  séries  donne  l'occasion  d'insister 
sur  les  équations  de  Legendre,  de  Bessel  et  de  Riccati.  L'équation 
différenlielle  de  la  série  hjrpergéométrique,  les  diverses  formes 
de  ses  solutions,  les  relations  qui  existent  entre  elles  occupent  un 
peu  plus  d'un  Chapitre,  car  il  faut  bien  y  revenir  à  propos  de  la 
méthode  d'intégration  par  intégrales  déHnies. 

La  théorie  des  équations  aux  différentielles  totales  est  traitée 
avec  détail  ;  elle  donne  à  Tanleur  l'occasion  de  poser  le  problème 
de  Pfaff.  M.  Forsyth  s'occupe  ensuite  des  équations  simultanées  ; 
il  introduit  les  multiplicateurs  de  Jacobi  et  donne  l'application 
classique  au  cas  des  forces  centrales. 

Les  deux  derniers  Chapitres  se  rapportent  aux  équations  aux 
dérivées  partielles.  Après  avoir,  pour  les  équations  du  premier 
ordre,  classé  les  intégrales  et  les  avoir  interprétées  géométrique- 
ment, dans  le  cas  de  deux  variables,  l'auteur  examine  une  suite 
de  types  simples,  expose,  dans  le  même  cas,  la  méthode  de 
Lagranj;c  et  Charpil,  indique,  pour  le  cas  général,  la  méthode  de 
Jacobi  cl,  d'après  Bour,  la  théorie  des  équations  simultanées  aux 
dérivées  parlielles. 

Pour  les  é([uations  du  second  ordre,  on  trouvera,  outre  le 
développement  des  méthodes  de  Monge  et  d'Ampère,  un  très 
grand  nombre  d'exemples  et  d'indications  se  rapportant  ù  des 
types  ])arLiculiers.  J.  T. 
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GOURSAT  (E.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Cours 
d'Analyse  mathéuatique,  Tome  II,  i**"  fascicule,  3o4  pages.  Paris,  Gaulhier- 
Viliars,  1904. 

Celle  première  Parlîe  du  second  Volume  esl  consacrée  à  Tétude 
des  fonctions  analytiques;  elle  s'arrête  au  point  où  commencera 
la  théorie  des  équations  dlfTérentielles.  L'ordre  historique  a  été 
suivi  autant  que  possible;  le  point  de  vue  de  Cauchj  est  celui 
auquel  Tauteur  se  place  le  plus  souvent  et,  sans  doute,  le  plus  vo- 
lontiers. Outre  les  résultats  et  les  démonstrations  qui  appartiennent 
enlièrement  à  M.  Goursat,  on  trouvera  presque  à  chaque  page, 
dans  Fexposéde  théories  déjà  bien  approfondies,  des  modifîcations 
ayant  pour  effet  de  rendre  plus  concrets  et  de  serrer  d'aussi  près 
que  possible  les  raisonnements;  ce  Cours  paraît  de  plus  en  plus 
avoir  pour  caractères  la  rigueur  et  la  précision  concise. 

Cbapithe  XIII  :  Fonctions  élémentaires  d^une  variable 
complexe  (p.  i-74)«  —  Ce  Chapitre,  placé  en  tête  du  Volume, 
débute  par  les  généralités  sur  les  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe (continuité,  dérivées,  fondions  uniformes  ou  multiformes, 
fonctions  analytiques),  et  les  propriétés  des  séries  entières  (cercle 
de  convergence,  convergence  uniforme,  séries  de  séries). 

On  en  fait  de  suite  l'application  à  l'étude  des  transcendantes 
élémentaires  :  exponentielle,  lo*>aritlimes,  ^"',  fonctions  circu- 
laires. Pour  introduire  rexj)onentielle  Ton  cherche  une  série  entière 
telle  que  la  fonction  f{z)  définie  par  cette  série  jouisse  de  la  pro- 
priété 

La  solution  générale  de  ce  problème  permet  d'obtenir  sim- 
plement l'extension  donnée  par  Abel  à  la  formule  du  binôme  pour 
le  cas  d'un  exposant  quelconque. 

Le  problème  de  la  représentation  conforme  est  posé  en  général; 
il  est  traité  en  délail  sur  des  exemples  bien  choisis. 

Le  Chapitre  se  termine  par  les  propriétés  des  produits  induis, 
«'•lablies  sans  l'intermédiaire  des  logarithmes. 
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Chapitre  XIV  :  Théorie  générale  des  fonctions  analytiques  -a 
cVaprès  Cauchy  (p.  75-i54).  —  Oa  va  suivre  dans  ce  Chapitre  ^ 
les  conséquences  logiques  de  la  défini  lion  des  fonctions  analj-  — 
tiques  en  distinguant  soigneusement,  dans  chaque  question,  les  «s 
propriétés  des  fonctions  qui  sont  admises  et  celles  qui  sont  les  ^ 
conséquences  des  hypothèses. 

La  définition  des  intégrales  prises  le  long  d'un  chemin  du  plan  .m 
de  la  variable  complexe  suppose  seulement  la  continuité  de  la.«E 
fonction. 

Pour  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  :  Si  une  fonctionmr 
est  holomorphe  à  C intérieur  (Tune  courbe  fermée  et  sur 

courbe  elle-même,  Vintégrale    lf{z)dz  prise  le  long  de 

courbe  est  égale  à  zéro,  la  démonstration  maintenant  classiqu 

de  M.  Goursat  suppose  Texistence  de  la  dérivée  mais  non  la  conti 

nuité  de  cette  dérivée;  de  plus  le  fait  que,  dans  Taire  considérée,^- 
le  rapport 

h 

tend  uniformément  vers  f'{z)  n'est  pas  admis,   il  est  démontré   " 
comme  conséquence  de  l'existence  de  la  dérivée  dans  l'aire  et  sur^ 
le  contour. 

La  formule  de  Cauchy  donnant  la  valeur  d'une  fonction  holo- 
morphe en  un  point  x  intérieur  à  une  aire  A,  quand  on  connaît 
les  valeurs  de  la  fonction  sur  le  contour,  est  \m\q  conséquence 
presque  immédiate  du  théorème  fondamental.  A  l'aide  de  cette 
formule  on  fait  voir  que,  si  une  fonction  f{z)  est  holomorphe 
dans  une  aire  A,  la  suite  des  dérivées  de  f{z)  est  illimitée  et 
toutes  ces  dérivées  sont  holomorphes  dans  Taire  A;  il  convient 
de  remarquer  que  ceci  suppose  seulement  Texistence  de  la  pre- 
mière dérivée. 

Après  les  séries  de  Taylor  et  de  Laurent,  on  donne  la  série  de 
fractions  rationnelles  de  M.  Appeil,  convergente  à  l'intérieur  de 
triangles  limités  par  des  arcs  de  cercle,  puis  la  série  de  M.  Painlevé 
donnant  le  développement,  en  série  de  polynômes,  d'une  fonction 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  F  et  continue  sur  ce 
contour. 

Les  séries  de  fonctions  holomorphes  sont  étudiées  à  Taide  de  la 
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formule  de  Cauchy  appliquée  successivement  aux  termes  de  la 
série;  on  trouve  ainsi  très  simplement  les  dérivées  d'une  fonction 
définie  par  une  telle  série. 

Puis  viennent  les  généralités  sur  les  fonctions  méromorphes,  des 
détails  précis  sur  les  points  singuliers  essentiels,  le  théorème  des 
résidus  avec  des  applications  à  des  calculs  d'intégrales  et  à  la 
ihéorie  des  équations. 

Chapitre  XV  :  Fonctions  uniformes  (p.  1 55-236).  —  L'ex- 
pression d'une  fonction  entière  sous  la  forme  d'un  produit  de 
facteurs  primaires  est  obtenue  d'abord  directement  par  une  mé- 
thode qui  se  rapproche  de  celle  de  Weierstrass.  On  passe  ensuite 
à  l'étude  des  fonctions  uniformes  qui  admettent  une  infinité  de 
points  singuliers  ayant  pour  seul  point  limite  le  point  à  l'Infini. 
On  démontre,  pour  ces  fonctions,  le  théorème  de  Millag-Leffler 
et  Ton  en  déduit  une  seconde  méthode  pour  obtenir  la  décom- 
position d'une   fonction   entière   en   facteurs   primaires. 

Longtemps  avant  les  travaux  de  Weierstrass,  Cauchy  avait  déduit 
"^  la  théorie  des  résidus  une  méthode  pour  décomposer  une  fonc- 
l'on  méromorphe  en  une  somme  d'une  infinité  de  termes  rationnels. 
^tle  méthode  est  exposée  ici  sous  une  forme  généralisée  et  elle 
«st  appliquée  au  développement  de  la  fonction  cot:c. 

Les  théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  uniformes   trouvent 
«ne   application  dans  une  étude  sur  les  fonctions  elliptiques  qui 
vient  à  la  suite  et  qui  forme  une  excellente  introduction  à  la  théorie 
4e ces  fonctions.  Après  avoir  défini  les  fonctions  pu^  s'^?  ^'^)  or> 
donne  l'expression  générale  d'une  fonction  elliptique  :  1"  à  Taide 
de  ^//-  2"  à  l'aide  de  'C^u  et  de  ses  dérivées;  3"  à  l'aide  de  pu  et 
dep'w,  puis  les  formules  d'addition,  l'intégration   des  fonctions 
elliptiques  et  les  propriétés  principales  de  la  fonction  H(«)  de 
Jacobi.  Les  notations  sont  celles  de  Weierstrass,  sauf  une  modi- 
fication   peu    importante,    relative    aux    périodes    (on    écrit    ici 
2  tv  =  a /»  o)  -f-  2  /i  w'). 

L'inversion  est  traitée  avec  un  soin  tout  particulier.  R(^)  dési- 
gnant un  polynôme  du  quatrième  degré,  l'intégrale 

r'^    dz 
^  =  /    — — 
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peut  acquérir  au  point  z  une  infinité  de  déterminations  qui  sont 
comprises  dans  les  formules 


u  =  u { z )  -+-  9. mio  -{-  inui' ,        u  =  \  —  u{z)-h  imts>  -h  ^n eu', 


u{z)  désignant   l'intégrale  prise  suivant  un   chemin  déterminé. 
M.  Goursat  démontre  que  la  fonction 


*(-)  =^^(""2  ^'  ^  ) 


est  de  la  forme  —^ — -y  (a,  6,  c,  d  désignant  ici  des  constantes),  et 

il  tire  heureusement  parti  de  ce  résultat.  Il  établit  avec  rigueur  la 
proposition  :  Étant  donnés  deux  nombres  g2  et  gz  tels  que 

ne  soit  pas  nul,  il  existe  une  fonction  elliptique  pu  dont  ff2  d  ff% 
sont  les  invariants. 

La  méthode  indiquée  ensuite  pour  obtenir  z  et  \/R(5)  en  fonc- 
tion de  u  est  simple  et  je  crois  nouvelle,  au  moins  dans  la  forme 
où  elle  est  donnée  ici.  On  y  est  conduit  en  remarquant  que,  si  Ton 
coupe  une  cubique  passant  par  l'origine  par  y  =  tx^  les  coor- 
données des  points  d'intersection  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  /  et  d'un  radical  portant  sur  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  qui,  égalé  à  zéro,  donne  les  tangentes  menées  de 
l'origine. 

La  représentation  paramétrique  d'une  courbe  du  premier  genre 
est  obtenue  à  l'aide  d'une  transformation  birationnelle  ramenant 
à  la  cubique ^^=4-2^'  —  g-i^  —  ^3» 

Chapitre  XVI  :  Prolongement  anetlytique  (p.  237-263).  — 
Âprùs  une  introduction  permettant  de  concevoir  qu'il  soit  possible 
de  définir  une  foncliou  analytique  quand  on  regarde  comme 
données  les  valeurs  en  un  point  a  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées 
successives,  en  d'autres  ternies,  quand  on  connaît  un  seul  élément 
de  la  fonction.  M.  Goursat  trouve  utile  de  compléter  la  notion  de 
fonction  analytique  d'apr(*s  Cauchy  en  énonçant  d'une  façon  ex- 
plicite la  convention  suivante  : 

Soient  fi  (z)  et  f-i{^)  deux  fonctions  holoniorphes  respecti- 
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ventent  dans  deux  aires  A|,  A2  ayant  une  partie  commune  et 
une  seule,  A'.  Si  dans  la  partie  commune  A'  on  af^{z)  =f.^{z)^ 
nous  regarderons  f\{z)  et  /a (5)  comme  formant  une  seule 
fonction  F(-«)  définie  dans  la  région  A|  -+-  A2  par  les  égalités  : 

F(^)  =/!(-«)        dans        A,; 
F(^)=/t(^)        dans        Aj. 

Un  exemple  montre  rutilité  quMl  y  avait. à  préciser  cette  con- 
vention. 

Le  problème  général  du  prolongement  analytique  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Trouver  la  valeur  de  la  fonction  en  un  point  ^ 
quand  on  se  donne  Vêlement  qui  correspond  au  point  a  et  quon 
fait  décrire  à  la  variable  un  chemin  déterminé  allant  de  a 
en  ^.  11  est  étroitement  lié  à  la  recherche  des  points  singuliers  de  la 
fonction.  On  fait  voir  comment  Tétude  des  équations  difTérentielles 
algébriques  se  rattache  à  la  théorie  du  prolongement  analytique. 

Cette  théorie  est  complétée  par  des  exemples  d^espaces  lacu- 
naires et  de  coupures  essentielles  ou  non  essentielles,  et  Ton 
rapproche  des  résultats  précédents  les  fonctions  affectées  de  cou- 
pures, définies  à  Taide  d\ine  intégrale  dépendant  d^un  paramètre, 
qui  ont  été  envisagées  d'abord  par  Hermite  et  rattachées  ensuite 
par  M.  Goursat  àla  théorie  de  Cauchy. 

Chapitre  XVII  :  Fonctions  analytiques  de  plusieurs  va- 
ricibles  (p.  264-3o4).  —  I-<es  généralités  par  lesquelles  commence 
ce  Chapitre  ont  principalement  pour  but  de  préparer  une  étude 
rigoureuse  des  fonctions  implicites.  Définition  d^une  fonction 
F(^,  d)  holomorphe  dans  les  aires  A  et  A'  prises  respectivement 
dans  les  plans  des  variables  z  et  5',  puis  des  cercles  de  conver- 
gence associés. 

Pour  définir  les  intégrales  doubles 


fjF{z,z')dz,dz\ 


on  considère  le  cas  simpie  où  la  variable  z  décrit  un  chemin  C 
dans  son  plan  et  la  variable  z^  un  chemin  C  dans  son  plan.  On 
trouve  Texlension  des  théorèmes  de  Cauchy,  et  en  particulier  la 
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formule 


D'après  le  théorème  de  Weîerstrass,  une  fonclion  holoroorphe 
F(j:,  j^),  qui  s'annule  pour  ^=  o,  j^  =  o,  peut  être  dëcomposée 
en  deux  facteurs  holomorphes  dont  Tun  est  un  polynôme  entier 
en  j^,  d'un  degré  égal  à  l'ordre  de  multiplicité  de  la  racine  j^  =  o 
dans  Téquation  F(o,^)  =  o.  La  démonstration  donnée  ici  de  ce 
théorème  est  en  partie  nouvelle;  on  verra  avec  quel  soin  on  établit 
que  les  deux  facteurs  sont  holomorphes,  en  se  servant  de  la  for- 
mule de  Cauchj  étendue  au  cas  de  deux  variables. 

Les  dix  pages  suivantes  contiennent  une  introduction  à  la 
théorie  des  fonctions  algébriques  et  une  démonstration  du  théo- 
rème d'Abel  sur  les  intégrales  de  fonctions  algébriques,  avec  une 
application  aux  intégrales  hyperelliptiques.  Il  serait  difficile  de 
donner,  en  si  peu  de  pages,  plus  d'idées  importantes  clairement  et 
largement  exposées. 

Enfîn,  l'extension  de  la  formule  de  Lagrange  aux  équations 

x^a  —  %fi^x,  y)  =  o,        y  —  b—  3o{x,  y)  =  o, 

extension  obtenue  par  les  méthodes  de  Cauchy,  forme  un  complé- 
ment à  la  théorie  des  fonctions  implicites. 

La  seconde  Partie  du  Volume  doit  contenir  les  équations  diffé- 
rentielles, les  équations  aux  dérivées  partielles  et  les  éléments  du» 
calcul  des  variations.  Les  travaux  si  appréciés  de  M.  Goursat  sur 
ces  sujets  nous  garantissent  à  l'avance  l'intérêt  que  doit  présenter 
encore  cette  seconde  Partie  de  son  Ouvrage. 

E.  Lacour. 


MÉLANGES.  193 


MÉLANGES, 


LE  PROBLÈME  MODERNE  DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES; 

Par   m.  p.  PAINLEVÉ. 


Le  problème  de  l^ intégration  dans  V ancienne  Analyse, 

La  théorie  des  équations  dîfTérenti elles  est  née  avec  le  Calcul 
infînilésîmal.  C'est  FéLude  scientifique  des  phénomènes  naturels 
qui  avait  guidé  Newton  et  Leibniz,  comme  leurs  prédécesseurs, 
jusqu'à  leurs  découvertes  définitives  :  une  fois  acquises  les  deux 
notions  fondamentales  d'intégrale  et  de  difTérenlielle,  c'est  encore 
Fétude  de  la  nature  qui  devait  en  diriger  les  premières  applica- 
tions. Grâce  à  ces  deux  notions,  la  méthode  expérimentale,  inter- 
prétée, analysée,  allait  donner  tous  ses  fruits.  C'est  qu'en  effet, 
à  travers  le  phénomène  fini,  toujours  complexe,  grossièrement 
simplifié,  la  différentiation  atteint  le  phénomène  élémentaire;  elle 
décompose  toute  modification  dans  le  temps  et  l'espace  en  une 
combinaison  de  modifications  infinitésimales,  j'entends  de  modifi- 
cations infiniment  brèves  n'intéressant  que  des  particules  infini- 
ment petites  de  matière.  C'est  en  difi'érentiant  que  Galilée  déduit 
de  ses  expériences  sur  le  plan  incliné  les  lois  de  la  pesanteur,  cjue 
Newton  déduit  des  lois  de  Kepler  le  principe  de  la  gravitation  uni- 
verselle. Le  but  de  l'intégration  est,  au  contraire,  connaissant  les 
lois  élémentaires  d'un  phénomène,  de  reconstituer  le  phénomène 
fini.  Comment  superposer,  comment  sommer  cette  infinité  de  mo- 
difications infiniment  petites  qui  composent  la  modification  totale? 
C'est  ce  problème,  réciproque  du  premier,  mais  d'une  difficulté 
autrement  profonde,  qui  constitue  Tobjet  du  Calcul  intégral  :  il  se 
traduit,  en  général,  par  des  équations  difi'érentielles  ordinaires  ou 
aux  dérivées  partielles  (suivant  que  le  phénomène  dépend  d'une 
seule  ou  de  plusieurs  variables  indépendantes),  et  toutrefl^ortcon- 
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sistc  à  intégrer  ces  équations  diiïerenlîelles,  connaissant  les  coc 
lions  initiales  ou  aux  limites  du  phénomène.  Uétude  du  mou 
ment  d'un  solide  pesant,  celle  du  mouvement  de  n  points  qui  s 
tirent  suivant  les  lois  de  Newton  (problème  des  n  corps),  v« 
deux  problèmes  types  de  Calcul  intégral,  de  difficulté  bien  di 
rente.  Laissant  de  côté  le  vaste  champ  des  équations  aux  déri\ 
partielles,  si  heureusement  renouvelé  ces  dernières  années,  je 
parlerai  ici  que  des  équations  difTérentielles  à  une  variable. 

Le  Calcul  infînitésimal,  à  peine  inventé,  prit  un  développera 
prodigieux. 

Appliquant  à  tous  les  ordres  de  phénomènes  physiques  les  p 
cipes  de  ce  Calcul,  les  successeurs  de  Newton  et  de  LeiL 
accumulent  en  moins  d'un  siècle  les  plus  éclatantes  déc 
vertes.  Comme  ils  se  limitent,  dans  chaque  classe  de  faits, 
exemples  simples,  rndimentaires,  qui  se  présentent  les  premi 
les  problèmes  qu'ils  ont  à  traiter  sont  naturels  et  peu  compliqi 
réductibles  à  des  cas  connus  (quadratures,  équations  difTér 
tielles  linéaires,  etc.).  Leur  imagination,  toujours  soutenue 
guidée  par  le  problème  réel,  démêle  avec  une  admirable  per^ 
cacité  le  jeu  d'opérations  élémentaires  auquel  se  ramène  l'ir 
gration  des  systèmes  différentiels  rencontrés.  En  élucidant 
types  particuliers,  ils  mettent  en  évidence  de  nombreuses  p 
priétés  générales  que  Tavenir  vérifiera  rigoureusement  :  de, 
d'indétermination  des  intégrales,  rôle  des  constantes,  des  foi 
tions  arbitraires,  des  conditions  aux  limites,  etc.  Les  scien 
théoriques  et  expérimenlales  se  développent  dans  une  étroite  c 
nexilé  :  tout  progrès  en  Analyse  a  son  retentissement  immédiat 
Physique,  et  réciproquement.  C'est  répo(|ue  la  plus  glorieuse 
la  plus  féconde  dans  l'histoire  des  Mathématiques,  l'époque  01 
semble  vraiment  qu'elles  soient  la  clef  de  l'Univers.  On  ne  saui 
mieux  comparer  cet  afflux  de  vérités  nouvelles  qu'au  mouvem 
d'une  vague  qui  occupe  en  un  instant  l'espace  grand  ouvert  de\ 
elle  et  qui  s'arrête  au  pied  d'une  ceinture  de  granit.  Lîi  va 
s'arrêta  quand  tout  ce  qui  était  inlégrable,  dans  les  problèi 
naturels,  fut  intégré. 

Mais  toutes  les  tentatives  faites  pour  intégrer  à  l'aide  d'tjpe 
lions  simples  (quadratures  et  autres)  une  équation  différente 
quelconque  avaient  échoué.  11  était  donc  plus  que  vraiseoibla 
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qu'une  telle  réduction  était  chimérique.  La  seule  ressource  qui 
reslHt  aux  chercheurs,  c^était  d^aborder  directement  l'étude  de 
Vîntégrale  par  des  méthodes  d'approximations  successives  bien 
adaptées.  Tel  est  TeDort  qui  s'imposait  aux  Mathématiques  vers 
répoqueoù  l'œuvre  de  Gauchy  commence.  C'est  cet  effort  qu'elles 
ont  tenté,  et  qui  dirige,  explique  et  justifie  leur  développement 
dans  tout  le  cours  du  dernier  siècle. 


Le  problème  moderne  de  V intégration.  Introduction 

des  variables  complexes. 

La  tâche  qu'allaient  remplir  Cauchy^  ses  contemporains  et  ses 
SQCcessears,  était  (au  moins  en  apparence)  singulièrement  plus 
ingrate  que  celles  des  mathématiciens  du  xviii"  siècle,  et  ses  ré- 
sultats moins  brillants.  C'est  ce  qui  explique  pourquoi  certains 
esprits,  un  peu  superficiels,  estiment  qu'il  y  a  un  abîme  entre 
l'ÂDaljrse  moderne  et  l'Analyse  d'il  y  a  cent  ans.  Les  Mathéma- 
tiques, à  les  en  croire,  se  seraient  volontairement  détournées  de 
li  réalité  pour  devenir  une  sorte  de  science  de  curiosité,  vivant 
sur  elle-même,  un  jeu  d'esprit  dont  le  seul  intérêt  serait  la  diffi- 
culté et  dont  les  efforts  ne  sauraient  plus  contribuer  d'aucune 
manière  à  l'élude  rationnelle  de  TUnivers.  De  toutes  les  transfor- 
mations qu'aient  subies  les  Mallicnialiques,  l'introduction  systéma- 
tique des  imaginaires  est  celle  qui  a  le  plus  contribué  à  créer  ce 
maleniendu. 

Celle  introduction  n'était-elle  qu'une  fantaisie?  Poiivait-on 
1  éviter  ou  s'imposait-elle  de  par  la  nature  des  choses?  Pour  com- 
prendre qu'elle  s'imposait,  il  suffit  de  consulter  l'histoire  même 
oc  la  Science.  De  tous  les  modes  de  développement  d'une  l'onc- 
tjon  réelle,  le  plus  simple,  celui  qui  s'est  présenté  tout  d'abord, 
cesl  le  développement  en  série  de  Ta^lor.  Or,  si  Ton  ne  considère 
que  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  les  caprices  de  celle  série, 
de  sa  convergence  semblent  échapper  à  toute  loi  :  une  fonction 

réelle,  partout  continue  ainsi  que  ses  dérivées,  telle  que  — ^ 


fl'esl  représentée  par  sa  série  de  Taylor  que  sur  un  segment  limité 
de  l'axe  des  x,  alors  que  e^  est  re[)résenté  pour  x  quelconque. 
Quoa  introduise  les  valeurs  complexes  de  la  variable,  et  tout 
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s'éclaire.  Ce  sont  les  points  singuliers  imaginaires  qui  influent    ^ur 
le  développement  et  en  arrêtent  la  convergence,  même  pour*     J^ 
valeurs  réelles  de  la  variable. 

Ce  n'est  pas   ici  le   lieu   de   discuter  les  circonstances  Blg^^' 
briques  qui  ont  engendré  à  la  fois  les  quantités  imagiqaires    ^ 
les  conventions  de  calcul  qui  les  concernent.  Que  ces  convention 
soient  légitimes  puisqu'elles  n'impliquent  aucune  contradicliot^  ' 
c'est  là  un  fait  qui  est  hors  de  conteste,  en  dépit  des  obscurité ^ 
dont  on  s'est  plu  parfois  à  entourer  la  question.  Le  paradoxe,  c^ 
n'est  pas  que  ces  conventions  soient  légitimes,  c'est  qu'elles  soient^ 
utiles  et  fécondes.  De  cette  utilité,  la  théorie  de  la  série  de  Taylor 
est,  à  elle  seule,  une  preuve  suffisante. 

Je  sais  bien  que  les  séries  de  polynômes,  récemment  décou- 
vertes, qui  généralisent  et  peuvent  remplacer  la  série  de  Taylor, 
jouissent  de  la  remarquable  propriété  de  converger  sur  l'axe  réel 
jusqu'au  premier  point  singulier  de  la  fonction.  Mais,  bien  loin 
d'aller  contre  l'intervention  des  imaginaires,  cette  découverte  la 
justifie,  puisqu'elle  résulte  clle-môme  de  la  théorie  des  fonctions 
de  variables  complexes. 

Le  succès  couronna  d'ailleurs  immédiatement  l'emploi  des  ima- 
ginaires. Le  calcul  des  limites  établit  rigoureusement  toutes  les 
propriétés  fondamentales  des  équations  différentielles,  et  donna 
une  base  solide  à  la  théorie.  L'équation  différentielle  de  Legendre 

était  demeurée  stérile  tant  qu'on  s'était  restreint  aux  variables 
réelles;  rien  ne  la  distinguait  des  équations  analogues  où  le  second 
membre  est  un  polynôme  de  dogré  quelconque.  En  embrassant 
le  champ  complexe,  Abel  et  Jacobi  découvrent  d'un  coup  la 
double  périodicité,  la  représentation  de  y{x)  par  des  séries  en- 
tières très  convergentes,  fondent  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, qui  engendre  à  son  tour  toute  la  théorie  des  fonctions 
analytiques  uniformes.  Plus  lard,  ce  sont  les  propriétés  si  fécondes 
des  équations  différentielles  linéaires,  et  tant  d'autres  brillantes 
découvertes.  L'introduction  des  imaginaires  était  donc  bien  dans 
la  nature  des  choses.  Ce  n'est  point  par  caprice  que  les  mathé- 
maticiens y  ont  eu  recours,  ni  pour  dissimuler^  sous  d'obscures 
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complications  scholastiqucs,  leur  impuissance  à  traiter  les  pro- 
blèmes réels.  Bien  au  contraire  :  s'ils  ont  étendu  leurs  spécula- 
lions  au  champ  complexe,  c'est  pour  éclairer,  pour  élucider  les 
difficultés  trop  profondes  du  champ  réel. 
Les  variables   imaginaires    une    fois   introduites,  ^intégration 

d'une  équation  dififérentielle  pouvait  être  tentée  dans  deux  voies 

diOTérenles  : 

i**  On  pouvait  chercher  à  la  ramener  à  des  équations  simples 
(quadratures,  équations  linéaires,  etc.),  c'est-à-dire  poursuivre 
(conformément  aux  traditions  de  l'ancienne  Analyse)  Yinlé- 
gration  formelle  de  l'équation; 

2**  Si  l'on  n'apercevait  aucune  réduction  de  ce  genre,  on  pou- 
vait chercher  à  étudier  l'intégrale  générale  par  approximations, 
dains  tout  son  champ  réel  et  complexe,  à  mettre  en  évidence  ses 
propriétés,  ses  singularités,  etc. 

Je  voudrais  justifier  en  deux  mots  les  termes  à'  intégration  for- 
nielle  que  j'ai  employés  au  sujet  du  premier  problème.  Je  re- 
marque d'abord  qu'une  équation  prise  au  hasard  ne  comportera 
en  général  aucune  intégration  formelle.  De  plus,  même  si  une 
équation  est  intégrée  formellement,  Télude  des  relations  entre  la 
fonction  et  la  variable  n'est  pas  achevée.  C'est  ainsi  que  Téqua- 
XÎOD  de  Jacobi,  citée  plus  haut,  équivaut  à  la  quadrature 

,  (ly 

djr  = 


y/i  —  )  ^  )  (I  —  k-y'-) 

mais  cette  quadrature  ne  met  nullement  en  évidence  les  propriétés 
<Ie  la  fonction  y  (jc).  Une  remarque  analogue  s'applique  aux  équa- 
tions linéaires,  ainsi  qu'aux  équations  de  définition  des  fonctions 
aulomorphes  (équations  qui,  comme  on  sait,  se  ramènent  formel- 
lement à  une  équation  de  Riccati).  En  dc'fînitive,  on  peut  dire 
qu'en  toute  logique,  l'intégration  d'une  équation  din'ércntielle  se 
décomposera  en  deux  opérations  successives  : 

i"   Réduction  de  l'équation  à  des  équations  irréductibles; 
a**  Élude  directe,  dans  tout  le  champ  réel  et  complexe,  de  l'inté- 
grale de  ces  équations  irréductibles. 
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De  V irî'éductibililé  des  équations  différentielles. 

Théorie  des  groupes. 

Maïs  ici,  une  question  se  pose  :  la  théorie  de  la  réduôtibilité 
des  équations  dîflerentielles  a  fait  l'objet  de  travaux  variés  et  con- 
sidérables; toute  la  théorie  des  groupes  s'y  rattache.  Or,  que 
faut-il  entendre  exactement  par  ce  mot  réductibilité ?  Ç^iieLud  dira- 
t-on  qu'une  équation  différentielle  est  irréductible?  Si  elle  est 
réductible,  comment  préciscra-t-on  sa  réductibilité? 

C'est  seulement  dans  ces  dernières  années  qu'on  est  parvenu  à 
une  définition  de  la  réductibilité,  vraiment  générale  et  philoso- 
phique et  qui  embrasse  tous  les  cas  particuliers.  Cette  définition 
est  même  si  récente,  elle  soulève  des  difficultés  si  délicates  qu^on 
ne  peut  dire  encore  qu'elle  ait  reçu  droit  de  cité  en  Mathématiques, 
mais  elle  sera  classique  avant  quelques  années.  Voici  celte  défi- 
nition. 

Considérons  une  équation  différentielle  algébrique  ('),  que  je 
choisis  d'abord  du  premier  ordre;  soit  l'équation 

l'intégrale  générale  y  (x)  de  cette  équation  dépend  d'une  constante 
arbitraire,  soit  u\  autrement  dit,  l'équation  (e)  définit  une  fonc- 
tion y  de  deux  variables  x,  w,  ou  plutôt  une  infinité  de  telles 
fonctions  (qui  se  déduisent  d'une  quelconque  d'entre  elles  en 
remplaçant  u  par  une  fonction  arbitraire  de  w).  Si  l'on  veut 
encore,  il  est  loisible  de  considérer  u  comme  fonction  de  x^y] 
cette  fonction  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

qui  équivaut  à  l'équation  (c). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (6')sera  dite  réductible  si  Ton 
peut  adjoindre  à  l'équalion  (E)  d'autres  équations  (algébriques) 


(  '  )  Je  inc  limite  ici  aux  équulions  algébriques,  mais  il  serait  facile  d*étcndre 
la  théorie  à  des  équations  différentielles  quelconques,  en  élargissaot  (comme  en 
Algèbre)  le  domaine  de  rationalité. 
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^^  du     du    d^u  .        .      ,  .,  ,  ,,, 

^^  ^j  y  y  ">  -r->  -T-y  ^-j9  '  •••  qui  soient  compatibles  avec  1  équa- 

lion  {h,)  sans  en  être  une  conséquence. 

Xous  les  types  classiques  d'équations  du  premier  ordre  (équa- 
tion linéaire,  équation  de  Riccali,  etc.)  rentrent  dans  cette  défini- 
lion.  Par  exemple,  pour  Téquation  linéaire,  on  peut  adjoindre  à 
Téquaiion  (E)  la  condition 


=  o. 


De     même,    si    Téquation    admet    un    facteur    intégrant   algé- 
brique ^(^,y),  on  peut  adjoindre  à  Téquation  (E)  Téquation 

au  __  . 

D^UDe  manière  générale,  quel  que  soit  le  mode  d'intégration 
qti^on  imagine  (intégration  par  quadratures  de  différentielles  to- 
tales ou  par  combinaison  de  quadratures  superposées,  etc.),  on 
vérîGe  qu'il  n'échappe  pas  à  la  définition  précédente. 

Il  n'est  pas  difficile  de  comprendre  pourquoi,  si  l'on  veut  bien 
préciser  les  opérations  dont  dispose  V intégration  formelle  :  elle 
doit  définir  la  fonction  j^(x,  u)  par  des  procédés  tels  qu'on  puisse, 
à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  non  transcendantes  (déri- 
vations, éliminations,  etc.),  vérifier  si  cette  fonction  ^(j:,  ;^)  satis- 
fait bien  à  l'équation  donnée;  les  séries,  les  intégrales  définies  lui 
sont  interdites,  et  plus  généralement  tous  les  procédés  dont  on  ne 
peut  vérifier  la  justesse  qu'à  l'aide  d'opérations  transcendantes. 
En  dernière  analyse,  l'intégration  formelle  pourra  toujours  être 
réduite  à  ceci  :  substitution  à  l'équation  (E)  d'un  certain  système 
d'équations  algébriques  aux  dérivées  partielles,  portant  sur  Xj 
1',  u  et  d'autres  variables  ou  fonctions  auxiliaires,  système  tel 
qu'on  puisse,  à  l'aide  d'un  nombre  limité  de  dérivations  et  d'éli- 
minations, vérifier  s'il  définit  au  moins  une  fonction  ii{x^y)  qui 
soit  solution  de  l'équation  (E). 

Mais,  dans  ces  conditions,  il  sera  loisible  (moyennant  un  nombre 
fini  de  dérivations  et  d'éliminations)  de  déduire  du  système  auxi- 
liaire Jes  relations  qu'il  entraîne  entre  x^  JK  et  u.  Si  ces  relations 
se  réduisent  à  l'équation  (E)  ou  à  ses  conséquences,  le  système 
auxiliaire  n'est  d'aucune  utilité,  car  son  intégration  se  laisse  dé- 
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composer  en  deux  opérations  successives,  dont  la  première  est 
l'intégration  de  (E).  Si,  au  contraire,  ces  relations  ne  sont  pas 
conséquences  de  (E),  Téquation  donnée  (e)  est  réductible  au  sens 
que  nous  avons  défini. 

La  déGnition  s*étend  d^ailleurs  d^elle-méme  à  une  équation  (ou 
à  un  système  différentiel)  d'ordre  quelconque.  S'il  s'agit,  par 
exemple,  d'un  système  du  deuxième  ordre 

(S)  ^=-^(^»-^''')»       ;^  =  ?(^»r»^)» 

on  regarde  jK  et  z  comme  fonctions  de  x  et  des  deux  constantes 
arbitraires  w,  r,  ou  (si  l'on  veut)  u  et  v  comme  fonctions  de  x<, 
>',  z'y  ces  fonctions  w,  r  vérifient  le  système 

,„-  du       du  j,      du  c)r        àv  j,      àv 

^     ^  dx        dy-^        dz  *  Ox        dj"^        dz  * 

Le  système  S  est  dit  réductible ^  si  Ton  peut  adjoindre  au  sys- 
tème S  d'autres  équations  algébriques,  portant  sur  ar,  y,  u^  r  et 
les  dérivées  partielles  de  //,  v^  équations  qui  soient  compatibles  (*) 
avec  S  sans  en  être  des  conséquences.  Nous  appellerons  système 
réduit  le  système  formé  par  S  et  les  équations  adjointes. 

Celle  définition  admise,  on  peut  établir  une  proposition  qui 
domine  toute  la  théorie  de  la  réduclibililé  et  que  j'énonce  dans  le 
cas  du  premier  ordre  : 

Quand  une  équation  différentielle  est  réductible,  parmi  les 
systèmes  réduits  il  en  est  toujours  un,  d^ordre  différentiel 
minimum,  qui  jouit  des  propriétés  suii'antes  :  i**  il  est  auto- 
morphe,  c  est-à-dire  que  sa  solution  générale  u{x^y)  se  déduit 
d'une  solution  particulière  quelconque  Us{x^y)  par  les  trans- 
formations  «  =  6(«,)  d'uiv  guoupe;  2°  tous  les  autres  systèmes 
réduits  se  déduisent  de  celui-là  en  y  remplaçant  u  par  une 
fonction  \J>{u)  qui  vérifie  une  équation  différentielle  algé- 
brique {en  Un  U)  arbitrairement  choisie. 

Cet  énoncé,  qui  s'élend  immédiatement  à  une  équation  diffé- 
renlielle  d'ordre  quelconque,  donne  la  raison  profonde  du  rôle 


(')  J'entends  par  là  que  1  et  les  équations  adjointes  ont  au  moins  uae  solu- 
tion M,  v  romniune,  où  u  et  v  sont  deux  fonctions  distinctes  de  a?,  y,  s. 
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capital  et  presque  exclusif  que  joue  la  ihéorie  des  groupes  dans 
la  réductioQ  des  équations  diflerenlielles.  II  fait  éclater  Timpor- 
lance  d'une  énuméralion  complète  des  groupes  continus  finis  et 
infinis  à  une,  deux,  trois,  etc.  variables. 

C^est  ainsi  que  Ténumération  si  simple  des  groupes  continus  à 
uoe  variable  entraîne  ce  théorème  : 

Quand  une  équation  du  premier  ordre  est  réductible,  quatre 
cas  seulement  peuvent  se  présenter  :  i"*  l'équation  s'intègre 
algébriquement;  2°  elle  admet  un  facteur  intégrant  algé- 
brique; 3®  elle  admet  un  facteur  intégrant  dont  le  logarithme 
a  ses  deux  dérivées  premières  algébriques;  4**  w/ie  intégrale 
première  u{x^y)  est  donnée  par  un  système  différentiel  dont  la 
solution  générale  est  de  la  forme 


u  = 


aux-^b 


CUt 


-i    (a,  b,  c,  d  constantes  arbitraires), 


système  qui  se  ramène,  comme  on  sait,  à  une  équation  de 
Riccati. 

Considérons  encore  une  équation  du  second  ordre  dont  le  coef- 
ficient différentiel  ne  dépend  que  àe  x^  y\  soit  l'équation 

dz 
avec 

dx 

LJoe  telle  équation  n^est  pas  irréductible,  car  elle  admet  un  dernier 
multiplicateur  égal  à  l'unité,  et  Ton  peut,  par  suite,  adjoindre  au 
système  S  l'équation 

du  dv        du  dv  _ 
dx  dy       dy  dx 

Si  le  coefficient  différentiel  'f  (^,  ^)  est  une  fonction  algébrique 
quelconque,  aucune  réduction  ultérieure  n'est  possible.  Dansl'by- 
polhèse  où  l'équation  comporte  une  réduction  nouvelle,  l'énumé- 
ration  que  Sophus  Lie  a  faite  des  groupes  continus,  finis  ou 
infinis,  à  deux  variables,  suffit  à  démontrer  que  deux  cas  seu- 
lemeut    se    présentent    :    //    existe    des   intégrales  premières 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXVIII.  (Juillet  1904.)  i4 
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u{x^y^  z)  qui  sont  données  par  un  système  différentiel  algé^ 
brique  dont  la  solution  générale  est  :  i^  soit  de  la  forme 
u  =  au%  -\-  bu2  -\-  c  (a,  6,  c  constantes  arbitraires);  2"  soit  de  la 
forme  u=:^y{us)  {-/[^fonction  arbitraire). 


De  l'intégration  analytique  d'une  équation  irréductible. 

Intégrales  uniformes. 

Supposons   maintenant  que   nous   soyons   en   présence  d*uii 
équation  reconnue  irréductible  (*).  Quel  est  le  but  idéal,  si  IV 
peut  dire,  qu'il  convient  de  se  proposer  en  Tétudiant?  Qua 
dira-t-on  que  l'intégration  de  cette  équation  est  parfaite,  au  se 
moderne  du  mot? 

L'équation  déjà  citée 

(bien  que  réductible)  va  nous  servir  d'exemple.  Sans  doute,  cetC^' 
équation  équivaut  à  une  quadrature,  mais  r'intégraley(x)  n'éta^ 
pas  exprimable  explicitement  à  l'aide  des  transcendantes  élémen-^-^ 
taires  connues  :  Abel  et  Jacobi  ont  pourtant  intégré  cette  équation 
en  représentant  y(x)  par  le  quotient  de  deux  séries  entières, 
très  convergentes  et  qui  mettent  en  évidence  toutes  les  propriétés 
de  la  fonction  dans  le  domaine  réel  et  complexe. 

D'une  manière  générale,  une  équation  différentielle  irréduc- 
tible devra  être  regardée  comme  intégrée  si,  par  un  procédé  quel- 
conque d'approximation  indéfînie  (série,  fraction  continue,  inté- 
grale définie,  etc.),  on  arrive  à  représenter  l'intégrale  générale  dans 


(  ')  Nous  nous  sommes  occupés  exclusivement  de  la  réductibilité  de  Vintégrale 
générale  d'une  équation  différentielle.  Quand  certaines  solutions  ptwticutiérei 
(mais  non  rintégrale  générale)  sont  réductibles,  par  exemple  sont  algébriques, 
on  convient  de  dire  encore  que  Téquation  considérée  est  irréductible,  mais  com- 
porte des  solutions  exceptionnelles.  Les  considérations  indiquées  plus  haut  sur 
rintégration  formelle  montrent  que  toute  solution  exceptionnelle  satisfait  néces- 
saiixîmcnt  à  une  équation  différentielle  (algébrique)  d'ordre  moindre  :  en  fin  de 
compte,  l'étude  d'une  solution  exceptionnelle  se  ramène  à  Tétude  d*UQe  équation 
différentielle  dordre  moindre,  dont  Tintégrale  générale  est  réductible,  ou  dont 
aucune  solution  n'est  réductible  :  toutes  les  solutions  de  la  nouvelle  équation 
sont  solutions  exceptionnelles  de  la  première. 
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tontsoQ  domaine  d'existence  (réel  et  complexe),  avec  une  erreur 
aussi  petite  qu'on  veut  et  dont  on  saura  donner  une  limite,  la 
représentation  mettant  en  évidence  les  propriétés  fondamentales  de 
riatégrale,  permettant  de  tenir  compte  des  conditions  initiales,  etc. 
Parmi  les  fonctions  analytiques,  les  fonctions  uniformes  sont 
celles  dont  les  propriétés  et  les  modes  de  représentation  sont  les 
plus  simples  et  les  mieux  étudiés.  Il  est  donc  naturel  de  recher-* 
cher,  en  premier  lieu,  les  équations  différentielles  dont  Tintégrale 
générale  peut  être  définie  en  égalant  à  zéro  des  fonctions  uni- 
formes, et  notamment  les  équations  différentielles  qui  possèdent 
des  intégrales  premières  uniformes.  Si,  par  exemple,  une  équa- 
tion du  premier  ordre  admet  une  intégrale  première 

P(a?,  y^  =  coast., 

oùP  est  une  fonction  entière  de  x^  y  qu'on  sait  développer  en 
série  de  Mac-La urin,  il  est  clair  que  la  connaissance  de  cette  inté- 
grale sera  singulièrement  précieuse.  Il  restera  toutefois  à  résoudre 
l'équation  implicite  par  rapport  à  la  fonction  y.  Il  ne  faut  pas 
d'ailleurs  se  dissimuler  que  la  recherche  de  telles  intégrales  pre- 
mières est  un  problème  de  la  plus  profonde  difficulté. 

Mais  il  est  un  cas  particulier  (encore  que  fort  étendu),  où  le 
problème  peut  être  abordé  dès  maintenant  avec  succès  :  c'est  le 
cas  où  l'intégrale  générale  J^(^)  est  elle-même  une  fonction  uni- 
forme dans  tout  son  domaine  d'existence.  Le  problème  ainsi  par- 
ticularisé est  une  généralisation  directe  des  découvertes  d'Abel  et 
de  Jacobi. 

Si  on  se  limite  au  premier  ordre,  le  problème  ne  conduit  qu'à 

des  résultats  connus.  Mais  il  en  va  tout  autrement  pour  les  équa- 

lîoDS  d'ordre  supérieur.  C'est  ainsi  que,  dès  le  second  ordre,  on 

rencontre  des  tjpes  d'écfuations  entièrement  nouveaux,  qu'on  sait 

épuiser,  et  dont  le  plus  simple  peut  recevoir  la  forme  canonique 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est  une  fonction  méro- 
morphe  qui  se  laisse  représenter  par  le  quotient  de  deux  fonc- 
tions entières,  à  savoir  par  l'expression 

d    u'        d^  . 
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u  désignant  une  fonction  entière  qui  vérifie  l'équation  très  simple 

du  troisième  ordre 


h  2-8'' H-  XZ  —  5  =  0, 

2 


OU 

u 


Cette  fonction  entière  u(x)  est  développable  en  série  de  Mac- 
Laurin,  les  coefficients  se  calculant  par  dérivations  successives  : 
on  connaît  donc  une  représentation  très  simple  dey(x)  dans  tout 
le  plan  complexe,  représentation  entièrement  analogue  à  celle  de 
la  fonction  p  par  la  fonction  cr.  On  sait  d'ailleurs  étudier  le  mode 
d'indétermination  des  fonctions  u{x)  et  j^(j?)  pour  a:  =  ao;  le 
genre  de  u{x)  est  a,  son  ordre  f,  sa  croissance  est  régulière;  la 
distribution  des  pôles  et  des  zéros  de  y{x)  est,  dès  lors,  nette- 
ment précisée. 

D'autre  part,  on  peut  montrer  qu'au  point  de  vue  de  l'intégra- 
tion formelle,  l'équation  y  =  6y^-^  x  rentre  dans  la  classe  la  plus 
générale,  la  classe  irréductible  des  équations 

autrement  dit,  nul    procédé   ancien   d'intégration  ne   peut    rien 
ajouter  à  la  connaissance  du  dernier  multiplicateur  égal  à  Tunité. 
C'est  là  le  premier  exemple  d'une  équation  différentielle  qui  n'est 
attaquable  par  aucune  méthode  d'intégration  formelle  et  qui  com- 
porte, de  par  la  théorie  des  fonctions,  une  intégration  parfaite  au 
sens  moderne  du  mot.  Jusque  dans  ces  dernières  années,  toutes 
les  équations   différentielles  qu'on  savait  étudier  étaient  réduc- 
tibles^ aux  équations  linéaires,  aux  quadratures  ou  à  leurs  combi- 
naisons :  c'est  parce  qu'on  connaissait  à  l'avance  la  manière  dont 
les  constantes  figuraient  dans  l'intégrale  qu*on  pouvait  pénétrer 
dans  les  propriétés  de  cette  intégrale;  les  équations  qui  définissent 
les  transcendantes  classiques  (fonctions  elliptiques,  abélienncs  et 
dégénérescences,  fonctions  aulomorphes,  etc.)  n'échappent  pas  à 
toltc  renianjue.  Au  contraire,  Tinlégralc  j>'(.r)  de  Téqualion  (i), 
regardée  comme  fonction  des  constantes  x^^  J'oj^'o»  ^^t  (par  rap- 
port à  chacune  de  ces  constantes)  une  fonction  uniforme  et  nioro- 
morphe,  de  nature  (suivant  Texpression  anglaise)  transcenden- 
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l€tlly  iranscendental,  comme  la  fonclion  T,  c'esl -à-dire  qui  ne 
vérifie  aucune  équation  difTérentielle  algébrique.  Il  résulte  notam- 
ment de  ce  qui  précède  que  les  transcendantes  uniformes  y{^) 
définies  par  l'équation  (i)  ne  sauraient  s'exprimer  par  aucune  com- 
binaison de  transcendantes  classiques,  puisqu'une  telle  combi- 
naison, si  enchevêtrée  soit-elle,  vérifie  toujours  un  s^'stème  diffé- 
rentiel réductible  aux  quadratures  et  aux  équations  linéaires. 

Les  mêmes  propriétés  appartiennent  aux  autres  types  irréduc- 
tibles d'équations  du  second  ordre  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme. 

On  peut  encore,  généralisant  un  peu  le  dernier  problème,  étu- 
dier les  équations  différentielles  dont  l'intégrale  est  une  fonction  à 
n  branches  ou  a  ses  points  critiques  fixes.  Mais  quels  que  soient 
les  progrès  que  doivent  accomplir,  par  la  suite,  ces  difficiles  pro- 
blèmes et  les  problèmes  plus  vastes  de  même  nature,  il  est  bien 
évident,  d'une  part,  qu'on  n'épuisera  jamais  toutes  les  équations 
parfaitemenl  intégrables.  d'autre  part,  qu'une  équation  prise  au 
hasard  ne  rentrera  pas  dans  ces  types  spéciaux.  L'intérêt  de  ces 
classes  remarquables  d'équations,  qui  est  évident  au  point  de  vue 
purement  mathématique,  pourrait  donc  sembler  moindre  au  point 
de  vue  des  applications,  si  l'on  ne  savait  quel  bénéfice  les  mé- 
thodes générales  retirent  toujours  de  problèmes  difficiles  et  précis, 
élucidés  à  fond.  C'est  sur  cette  dernière  idée  que  je  voudrais  in- 
sister, pour  terminer,  en  parlant  de  Tintégralion  approximative 
et  directe  des  problèmes  réels. 

L^ intégration  approchée  dans  le  domaine  réel. 

Quand  une  équation  din'ércnlielle  (|ui  se  présente  dans  une 
application  ne  comporte  (ou  ne  paraît  comporter)  ni  inlcgratioa 
formelle,  ni  intégration  analytique^  comment  eu  aborder  l'étude 
dans  l'état  actuel  de  la  Science?  La  seule  ressource  est  de  l'atta- 
quer directement  ù  l'aide  des  procédés  d'ap[)ro\imaUon  aujour- 
d'hui acquis,  en  se  laissant  i;uider  autant  (pie  possible  par  le 
phénomène  réel  que  traduit  réqualion.  Le  probicrne,  dans  ces 
conditions,  peut  revêtir,  comme  ou  sait,  un  double  aspect  :  se 
propose-t-on  de  reconnaître  s'il  existe  des  solutions  périodiques, 
SI  une  trajectoire  est  fermée,  etc.,  la  question  est  d'espèce  qualita- 
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tive;  au  contraire,  la  détermination  approchée  de  la  position  d'an 
mobile  à  un  instant  quelconque  est  d^espèce  quantitative.  Prenons 
comme  exemple  le  problème  des  n  corps  :  la  question  de  savoir 
si  notre  système  planétaire  est  stable  rentre  dans  la  première  caté- 
gorie, le  calcul  des  éphémérides  dans  la  seconde.  Les  deux  pro- 
blèmes, qualitatif  et  quantitatif,  sont  d'ailleurs  loin  d'être  indé- 
pendants :  leur  connexité  est  étroite;  tout  progrès  de  Tun  est  un 
progrès  de  Tautre. 

Les  travaux  considérables  suscités  à  la  fin  du  dernier  siècle  par  — 
le  problème  qualitatif,  leur  brillante  application  au  problème  deoE 
trois  corps  sont  trop  connus  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'y  insister-2 
davantage.  Je  voudrais  seulement,  dans  ce  domaine  strictcmeni^ 
réely  signaler  Tinfluence  fécondante  de  la  théorie  des  fonction^0 
analytiques.  Je  n'en  citerai  que  deux  preuves.  On  sait  le  rôle  capital 
que  jouent,  dans  la  discussion  des  courbes  définies  parles  équations 
diflerentielles,  les  points  singuliers  (nœuds,  cols,  centres,  etc.), 
points  qui  correspondent  à  ces  valeurs  des  variables  pour  lesquelles 
les  coefficients  diATérentiels  ont  la  forme  |  :  jamais  les  allures  des 
intégrales  au  voisinage  de  ces  valeurs  n'auraient  été  élucidées,  si  les 
analystes  n'avaient  été  rompus  par  avance  aux  singularités  des 
fonctions  analytiques  et  à  leurs  modes  de  développement.  La  se- 
conde preuve  que  j*ai  en  vue,  c'est  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles dépendant  d'un  paramètre,  théorie  qui  seule  a  permis 
la  recherche  des  solutions  périodiques,  et  qui  est  née  du  calcul 
des  limites. 

Quant  au  problème  quantitatif,  il  doit  plus  encore  aux  fonctions 
analytiques.  Les  procédés  d'approximation  applicables  aux  équa- 
tions différentielles  réelles  sont  aujourd'hui  nombreux,  simples, 
plastiques;  ils  s'adaptent  aux  dllTérents  modes  de  conditions  ini- 
tiales :  conditions  initiales  de  Cauchy,  ou  (comme  pour  l'équilibre 
des  fils)  valeurs  de  la  fonction  pour  deux  valeurs  données  de  la 
variable,  etc.  Il  est  parfaitement  vrai  que  ces  procédés  peuvent 
être  exposés  sans  la  considération  d'imaginaires,  et  que  Cauchy 
les  avait  indiqués  au  moment  même  où  il  jetait  les  premiers  fon- 
dements de  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  Mais  précisément, 
ils  l'iaient  en  quelque  sorte  tombes  en  sommeil;  s'ils  se  sont  ra- 
nimés, c'est  sous  rinfiuence  des  méthodes  et  des  raisonnements 
analytiques  qui  seuls  permettaient  d'aller  au  fond  des  choses. 


CfOnndérons,  par  exemple,  la  première  méllioJe  <le  Cauchy,  la 

j»l  U)  rMnteatai're,  celle  qu'on  peut  apppeler  la  mrlhode  da  dtffê- 

r^nn-si,  pai^qu'clle  i;onsisle  à  rpg.iriier  les  ^qii.iLions  il ifl'éreolî elles 

«ruiiiute  limiies  d'équation  s  aii\  JifTi^rences.  On  sait  aujourd'hui 

<]tic,  <lanii  cette  mt-lliodc,  la  convergence  vers  l'inli^prale  est  assurée 

Laol  qne,  partant  des  conditions  initlsle>i,  on  ne  rencontre  pas  une 

"ngnlaril^  x=^«  des  fonctions  y(,x),  :(x), ....  Mais  cette  singu- 

'arîté  peut  élre  de  deux  espaces  suivant  que,  x  tendant  vers  a,  les 

•onciinn»_v,  s,  ...  tendent  vers  des  valeurs  déterminées  ou  sont 

'ndétcnnioécs.  La  diflicnlié  est,  dans  le  second  cas,  d'une  nature 

•uir-omenlsulililc  que  dans  le  premier;  si  l'on  a  su  laprt-voir,  c'est 

Ç**^cc  k  l'étude  classique  des  points  essentiels  analytiques;  si  l'on 

^****»«nencc,  non  sans  peine,  à  la  discuter,  c'est  grâce  à  la  théorie 

'^ï»     /noctions,  en  employant  ses  modes  de  raisonnement  sur  ta 

>ance,  le  genre  et  l'indétermination  à  Tînlini  d'une  fonction 

^^■i  particulier,  le  problème  quantitatif  des  trois  corps  doit  & 
*  sKte  des  variables  complexes  ses  derniers  progri'S,  On  a  établi 
^ffet,  dans  le  cas  de  trois  corps  (mais  non  dans  le  cas  de  /i), 
les  coordonnées  des  points  restent  finies  et  déterminées  quel 
soit  /.  Il  suit  de  U  que  seul  IccLioc  proprement  dit  peut  donner 
il  diffïcnllé.  D'autre  part,  on  est  parvenu  récemment  à  former 
vndition  analytique  nécessaire  cl  surfisante  pour  qu'il  v  ait 
«;  au  bout  d'un  temps  fini.  Il  ne  reste  pins  qu'un  dernier  cfTort 
«lier  pour  que  le  problt-me  quantitatif  des  Irois  corps  soit  ihéo- 
:aeinent  résolu, 
■^^^ais,  pour  ne  parler  que  des  résultats  acquis,  il  convient  de  ne 
ouItlitT  que  les  méthodes  d'approximation  applicables  aujour- 
~«ii  i  une  équation  dilfércnlielle  quelconque,  si  elles  sont  encore 
«orî<]itemcat  imparfaites,  se  montrent  pourtant,  dans  une  foule 
^as,  d'une  eflicacité  très  suffisante.  C'est  ainsi  que  le  problème 
^  ^^Dlilatif  de*  n  corp!i,  que  j'ai  choisi  comme  type,  n'est  pas  rigou- 
"^^-«^  lement  résolu  jusqu'ici  ;  mais  les  éphémérides  de  notre  «jrstènie 

1*  «ire  n'en  tiout  pas  moins  calculées  pour  trois  siècles  avec  une 
^  ^'^rrnantc  préci>iun.  Il  faut  d'ailleurs  se  garder  de  croire  que 
'  paissanee  des  méthodes  actuelles  soit  épuisée  par  cet  efTort. 
*-*4  aiettoD«.  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  de  calculer  les  posî- 
^^^■U  nutuellrs,  dans  loouo  ans,  des  astres  du  système  solaire, 
**c«  une  erreur  plus  petite  que  8  rayons  terrestres  :  les  méthodes 
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arliicllcs  fduriiissent-cllcs  sùremcnl  le  mojrcn  lliëorîque  d'cRec- 
liicr  rc  r.iilriil?  Non,  il  v  a  une  restriction,  mais  combien  légère! 
(|iic  voir).  Si  l(^s  l(»is  do  Krpicr  (Uaient  exactes,  la  distance  de  deux 
:ish-cs  (lonnrs  du  sysirnie  nTsIeniit  sn|)<'rieiirc  à  un  minimum  S;  il 
rst  hicn  invriiisrnd)lal)l(M|iMMriri  loooo  ans  celte  distance  s^abaisse 

aM-d(!ssons  de  /»  par  exemple.  Or  les  procédés  modernes,  moyen- 
nant nn  nombre  fini  (ropérnlions  qu*on  peut  limiter  d'avance, 
permellronl  sûrement  d'afiirmer  :  ou  bien  qu^on  possède  les  éphé- 
niérides  pour  loooo  années,  avec  l'approximation  voulue,  ou  bien 
(pie,  dans  rel  intervalle,  la  distance  de  deux  des  astres  est  devenue 

moindre  que  le  minimum  supposé  t-  En  un  mol,  Télat  du  système 

solaire  sera  calculé,  pour  loooo  ans,  avec  Texactitudc  exigée,  à 
moins  (|ue,  tluranl  cette  période,  notre  système  ne  se  soit  invrai- 
sendilablement  déformé  :  auquel  cas  la  murcbc  même  du  calcul 
avertirait  de  cette  déformation.  Tel  est  le  degré  de  perfeclion  et 
d'inqierfcclion  des  procédés  généraux  de  calcul  dont  on  dispose 
:uijourd*bui. 

Os  indications,  si  insuffisantes  qu'elles  soient,  peuvent  donner 
qucltpie  idée  du  I.ibeur  colossal  c|u\>nt  accompli  les  analystes,  au 
CiMirs  du  ilcrnier  >icclc,  dans  le  seul  domaine  des  équations  difle- 
rcnticllo.  Inlé^ralion  formelle:  intégration  analytique^  aussi  par- 
f,)ilo  que  po»ihle.  dans  le  champ  complexe:  intégration  approchée 
il.in>  le  domaine  rcci  :  idics  >.«nl  les  trois  directions  dans  lesquelles 
>c  «^oni  di\cli»ppics  lc>  Matlu  nialiqucs.  Au  centre  de  toutes  ces 
ii\  licrciïcs.  la  ihi  *Mic  drs  t\>MOtion'*  apparaît  comme  jouant  un  rôle 
iMjViîiiir  cî  pîtp.MuK  ranl.  I.  n'en  f.iul  pas  conclure  que  ce  rôle 
-ui  app.ii;*  luîra  îoui^^iiiH.  \l  n'\  .»  .».jCiinc  al-surditt- à  penser  qu'elle 
^.  :a  j.'..,v^*  lin  y^wv  Ac  a  :îu':r.c  niar.ivre  don'  nous  juj:eons,  par 
»\iMr:  \".  i\i.;\îi'  a:;:iînu:  .;;;i  de  <  i.ii:-s.  v'c<t*à-xlire  qu'elle  appa- 
î. .;.',•  *  » ':^.  ■/,•  ;.:•.,'  ,:,  H  ;  .,;:  ,  •*  .;  *  1  \  >  i;.irin^'niiuses  et  les  mieux 
i .  ■'-.  ..  :,•*  ..,•  .\  .  »  ;•  r. .■..';■,.  .v.  :  :.  .  ■.;..i'*  ionimi-  un  monument 
»■  •  ;  *^.  r  . '.  .:  **  ■.  ^*. .:.  -.-.  :-.  ; .  -  ..;^  :v.i:hodç  >  il'in\eslî- 
-         ^    ".      ^  --..       ^    *  ;    -.     .H    ;  .   -.     :.:    itunrtlront  de 

^ .     ..    :    .    \  .  •    ...       -       "..::.*.  en  no  se  sou- 

■  .  .      *  •      .    ^l.•.  <  iî  s  mélliode» 


*  ^  ....*..  .> :..•..  .?:    • :■>  .j.;\ll«.-s  seront 
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COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES. 


RIEMANN  (B.).  -^  Gesammelte  matiiematisciie  Werke.  Naclilragc  hcrausgo 
geben  von  M.  Nœther  iind  !V,  Wirtingcr.  i  vol.  in-8",  viii-iiG  pages, 
9  figures.  Loipzig,  Tcubiicr,  1902. 

Les  manuscriu  de  Riemann  conlienncnl  parfois,  au  milieu  de 
calculs,  une  cilallon  grecque  ou  latine,  quelques  vers  qui  Tavaicnt 
frappé;  MM.  Noelfacr  el  Wirlin^^er  oui  relevé,  en  parliculier,  la 
parole  célèbre  que  Tacite  prèle  à  Gcrinanicus  mourant  : 

Non  hoc prœcipuum  amicorum  munus  est,  prosequi  de/une- 
ium  ignaço  qucstu,  scd  quœ  voluerit  meniinisse,  qnœ  manda- 
verit  consequL 

Ils  auraient  eu  le  droit  de  prendre  pour  épigraphe  de  leur  publi- 
cation cette  parole,  dont  ils  n'ont  pu  manquer  de  faire  une  appli- 
cation à  leur  propre  travail.  Quoique  les  résullals  de  ce  travail 
aient  pu  être  condensés  dans  un  petit  nombre  de  pages,  on  sent 
bien  qu'il  a  dû  être  considérable,  tant  en  raison  de  la  difficullé 
propre  de  sujets  que,  sans  doute,  les  éditeurs  connaissent  à  fond, 
qu*en  raison  de  la  nature  des  matériaux  qu'ils  avaient  à  leur  dis- 
position :  ces  matériaux  se  réduisaient  parfois  à  des  notrs  sléiiu«;ra- 
phiqnesou  prises  au  crayon.  On  ne  peut  que  leur  savoir  gré  d'avoir 
consciencieusement  étudié  ces  manuscrits  et  ces  notes,  d'en  avoir 
éclairci  les  passages  obscurs,  d'avoir  minutieusement  vérilié  ou 
rectifié  les  dates,  et  cette  reconnaissance  doit  s'éiendrc  à  tous 
ceux  qui  les  ont  aidés  de  leurs  souvenirs,  de  leurs  conseils  ei  de 
leurs  communications.  Ils  énuméront  avec  précision,  dans  la  |)ré- 
face,  les  diverses  ressources  <|u'ils  ont  eues  et  remercient  comme 
il  convient  ceux  qui  les  leur  ont  ap])orlées. 

La  part  qui  revient  à  chacun  des  deux  éditeurs  dans  les  éclair- 
cissenienls  et  dans  les  notes  est  d'ailleurs  spécifiée  et  ces  notes 
sont  signées  de  Tinitiale  de  Tun  ou  de  l'autre. 

J'ai  entendu  citer  le  cas  d'un  savant  illustre  qui  a  enseigné  pen- 
Ouil,  dcM  Sciences  maihc'm.,  2'  iùr'iCf  t.  XWIII.  (Auùl  i9'>/|)  ij 
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dant  de  longues  années  une  autre  science  que  les  mathématiques 
et  qui  ne  mettait  pas  son  enseignement  au  courant  de  ses  propres 
découvertes,  publiées  depuis  longtemps;  on  ne  m'a  point  dit  si 
c'était  par  modestie  ou  par  routine.  Quoi  qu'il  en  soit,  ce  n^était 
pas  le  cas  de  Riemann  :  ses  cours  étaient  1res  en  avance  sur  ses 
publications;  sa  gloire  n'en  a  pas  été  diminuée;  ses  disciples,  en 
poursuivant  son  œuvre,  «  se  sont  souvenu  de  ce  qu'il  avait  voulu, 
ont  exécuté  ce  qu'il  avait  recommandé».  Il  n'y  avait  pas  moins  un 
grand  intérêt  à  connaître  exactement  l'excitation  première,  la  source 
à  laquelle  remontent  tant  de  beaux  travaux,  directement  parfois, 
d'autres  fois  sans  que  les  auteurs  l'aient  su  eux-mêmes.  Jusqu'à 
quel  point  Riemann  s'était  avancé  dans  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes,  des  équations  linéaires  du  second  ordre  et  de  la  pro- 
priété fondamentale  du  quotient  de  deux  solutions  d'une  telle 
équation^  dans  la  théorie  de  la  série  hjpergéomé trique  et  des  fonc- 
tions modulaires,  c*est  ce  qu'on  saura  désormais,  grâce  à  MM.  Noe- 
ther  et  Wirtinger,  par  la  publication  du  cours  qu'il  a  fait  sur  ces 
sujets  de  i852  à  i856.  J.  T. 
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SUR  Là  LIAISON  ENTRE  LA  THÉORIE  DE  LA  TRANSFORMATION  DES 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES  ET  LA  THÉORIE  ANALYTIQUE  DE  LA  RÉDUC- 
TION DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES. 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 

1 .  Pour  plus  de  simplicité  nous  considérons,  dans  cette  Commu- 
nication, les  intégrales  abéliennes  de  la  forme 

(ix  f{x  —  t)dT 


/dx  r{x  —  t)d 
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où 

R(ar)  =  (a?  —  Xi){x  —  Xt)(x  —  JCz)(x  —  ^4)  (a?  —  Xg). 

Elu  posant 

J  /R(^ 

nous  avons  le  développemeDl  de  x  avec  la  partie  principale 

.  t 

u  ^,        Xlim(a)  =  o. 


conséquent,  si  la  réduction  de  Tintégrale  (i)  est  possible  à 
Paide  de  la  substitution 

(a)  ^=X(p«-«,), 

nous  devons  avoir  les  deux  points  suivants  :  i^  les  degrés  des 
polynômes  yô?  et  ^(x)  sont  respectivement  (A:  H- 3)  et  k]  2®  les 
degrés  des  polynômes  /{x)  et  f{x)  sont  k  et  (k -\-  3).  Dans  ce 
dernier  cas,  pour  j?  =:oo,  nous  aurons 

p{u)  —  Ci  =  Oj  u  =  (1)/. 

Par  cette  raison  de  i'équalion  (a)  nous  aurons  un  développe- 
ment de  la  forme 

^-«F(^)= p'(a)/)-+-  ..., 

F(^)  est  une  fonction  holomorphe  dey=^  ->  et 

F(o)^o. 

Les  raisonnements  sont,  pour  les  deux  cas  mentionnés,  entière- 
ment identiques;  c'est  pourquoi  nous  considérons  seulement  le 
premier  cas.  Supposons  d'abord  que  les  degrés  des  polynômes  J{x) 
et  9(<a?)  sont  respectivement  2  n -h  3  et  2  n.  Pour  les  valeurs  de  x, 
satisfaisant  à  l'équation 

9(37)  =  0, 

nous  aurons 

p(a)  =  x». 
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En  désignant  les  racines  de  Téqualion 

^(x)  =  o 
par 

(i)     iif     Ça»      •••? 

nous  avons 

ç(t)  =  (07 -.$,)*.(a7 -{,)*••••• 

Au  voisinage  du  point 

T  —  Ç/  =  o 

nous  avons  un  développement  de  la  forme 
F{u)  est  une  fonction  holomorphe,  et 

Et,  comme  x  est  une  fonction  holomorphe  dans  toute  rétendue 
du  plan,  à  l'exception 

nous  devons  avoir  ou 

ki  =  2, 

ou 

Ai  =  I  ; 

dans  ce  dernier  cas,   i/  est  un  point  de   ramification.  Par  cetle 
raison,  nous  avons  les  deux  hvpothèses  suivantes  : 

(I)        <p(.r)  =  (^  — Ç,)«(a:  — $j)'---(^  — 5/*-i)'(^  — ^i)(^  — ^î), 

Conformément  à  la  formule  (I)  nous  obtiendrons,  évidemment, 
les  résultats  suivants  : 
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Conformémenl  à  la  forme  (II)  nous  avons 

,                            (ar— g|)»(ar  — ai)*.,  .(x  — a„)'(x  — ari)(ar  — Xi)(x  — a-,) 
^<^P''-'*)=  (a. -Çu«(a: -$,)>...  (x-$„)> 

Si  la  réduction  est  possible  à  l'aide  de  la  formule 

les  quantités 

«1,     «1,     ...,     a«+i, 

Pi>     Pî»     •••»     Prt+i» 

sont,  évidemment,  les  racines  de  Tëqualion 

f{x)  <^{x)  —  t^'(x)/{x)  =  o. 

2.  Il  est  clair  que  la  réduction  est  possible  aussi  dans  le  cas  où  le 
degré  du  polynôme  y(^)  est  un  nombre  impair  (2/1  +  1),  le  de«^ré 
du  nominaleur  y(x)  est  pair  (2/1  -h  4)«  Alors  nous  obtiendrons  les 
trois  cas  de  la  réduction. 

r*  En  posant 

nous  avons 

(a?  —  ai)«(ir  — aj)«...  (ar  —  OLn+i)^  (x  —  x^)  (x  —  x^) 


X(pM  — ei)  = 


(57  —  5,  )5(ar  -  Ç,)* . . .  (^  —  5«)U^  -  ^1  ) 

—  3-v)(37  — a?5) 
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ou  eDCore 

2^  Ed  posant 

tp(ar)  =  (a?  —  J, )«  . . .  (a?  —  $«-1  )« (ar  —  art )  (ar  —  ar,)  (a?  —  ar,), 

nous  avons 

>.  .  _       (ar —  g|)«(37 —«»)«...  (a:  — a„4-i)'(ar  —  X4)(ar—ar,) 

^'^  *^       (^-îi)«(^-$f)*...(:r-U-i)Har  — a?0(ar— ar,)(ar  — a-,)' 

^^  *^       (a7-5,)«(a?-5,)'...(^-?«-i)'(ar-ar,)(ar-ar,)(ar-a:,) 

3*'  Enfin,  si  nous  avons 

(p(a?)  =  (X  -  50*  . . .  (^  -  5«-t)*  R(ar), 
nous  obtiendrons  les  trois  formules  de  la  réduction 

\fr.,s         -    .         (  J  —  «1  )«(3'  —  g«)»  .  ■  .  (a-  —  dn-^ty 
A(pM  —  tf,)  = 9 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  nous  avons 

9 

3.  Il  est  facile  de  prouver  que,  dans  tous  les  cas  où  la  réduction 
do  Tintégrale  (I)  est  possible  à  Taide  des  formules  précédentes,  le 
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polynôme  R  (x)  peut  renfermer  seulement  deux  paramètres  arbi- 
traires. Considérons,  par  exemple,  le  cas  où 

Posons 

<p(a?) 

y{x)  étant  un  polynôme  du  degré  2/1  +  3.  Alors  /{x)  renferme 
2/1  H-  3  paramètres  arbitraires;  <f(x)  renferme  n  paramètres 

si»     si*     s8»      •••>     sn» 

en  outre,  parmi  les  quantités 

nous  avons  deux  arbitraires;  donc  nous  avons 

a/n-3  -♦-/i-hi  =  3/n-5 

paramètres  arbitraires.  A  Taide  de  ces  3/1+5  quantités  il  faut 
satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

i^  Il  faut  que  le  polynôme 
soit  divisible  par  le  polynôme 

{X  —  Xi)(x—  X2)(X^  Xz) 

du  troisième  degré,  et  le  quotient 

(x ^  Xi)  (x  —  xt)  (x  —  Xi) 

doit   être  un  carré  parfait;  il  faut  donc  remplir  (/i  +  3)  condi- 
tions. 

2^   Il  faut  que  le  polynôme 

f{x)^et^ix) 
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soit  divisible  par  {x  —  Xj^)^  cl  le  quotient 

X  —  X\ 

doit  être  un  carré  parfait;  par  conséquent  il  faut  remplir  (n  -h  2) 
conditions. 


3®  Enfin  le  polynôme 


f{x)  —  ei^{x) 


doit  être  divisible  par  [x  —  x^)^  et  le  quotient 

doit  être  un  carré  parfait.  Nous  devons  remplir  (/i 
tions.  Le  nombre  total  des  conditions  à  remplir  sera 


2)  condi- 


De  ce  qui  précède,  il  suit  que  nous  devons  avoir  les  deux  équa- 
tions des  conditions  entre  les  coefficients  du  polynôme 

R(iF)  =  x^->r  007» -f-  bx^-^  ex  -^  d. 


4.  Proposons-nous  d^étudier  la  réductibilité  des  intégrales  de  la 

forme 

[x  —  V)dx 


f 


v/R(x) 


t  est  une  quantité  indéterminée.  Posons 

Nous  considérons  seulement  le  cas  où  les  degrés  des  polynômes 
/(x)  et  ^{x)  sont  respectivement  2n-+-i  et  a/t.  Le  poly- 
nôme o{x)  peut  avoir  Tune  des  trois  formes  suivantes  : 

ai  )«(x  —  a,)«  . . .  (j:  —  a»)', 

•  ai)'(^  —  a, )«  ...  (a?  —  a„_j)«(a?  —  Xt)  (x  —  jr,), 
•a,)*(a7  — a,)*--- 


r 

ç(a-)=      (X 

2» 

ç(r)_      {x 

3° 

ç(x)=       (X 

X  (x 
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Si  nous  avons 

alors 


\(  pu  —  «i)  = 
X(pcA  —  ^,)  = 


{X  —  %x)\X  —  '3Lt)'  ,  ,  ,{X  —  CL„)^ 
JX  —  t\xy(X  —  Tj^)^  ,  .  ,  (X  —  'I\„)^(X  —  Xt) 

(a*  —  a, )î(a7  —  ofj)*  . . .  (37  —  «rt )2 


Si  nous  avons 

cp(ar)  =(a?  — ai)«(ar— a,)«...(a?— a;,-,)«(x  — T,)(a?  — Tj), 

il  vient 

(ar  -  $,)«(a:  -  c,)«  ...  (a:  -  \„yix  -  ar,) 


X(p£*  —  «,)  = 

X(p«*  — <?,)  = 

X(pM  —  <?3)  = 


(a?  —  a, )«(a?  —  a,)* ...  (a:  —  «„-, )»(^  —  Xx){x  —  Xt) 
(ar  — TjOVar  — r,a)«...(ar  — r,„)»(a:  — a74)^ 

(ar  -  Ç,  )nar  -  Ç,)*  . . .  (ar  -  X,nY{x  -  ar^) 


Enfîn,  dans  le  cas  où 
9(37)  =(a?  — ai)«...(a?  — a„_,)(^  — ^i)(^  — ^î)(^  — ^3)(ar  — ^4), 

la  rëduclion  est  évidemment  impossible. 
Il  est  facile  de  prouver  que,  si 

ç(ar)  =  (a7-a,)«(a--a,)«...(a7-a„)«  =  [iKa')]«, 

■"llî      ""ij,      .  .  . ,     Tj„, 

sont  les  racines  de  l'équation 

(3)  /(^)'K^)-2f(a^)/(a')  =  o. 

Au  voisinage  du  point 

X  —  ^  =  o 

nous  aurons  un  développement  avec  la  partie  principale 

(a-v)i, 
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V  étant  une  constante.  De  Féquation 


Xpa=4^=F(ar) 


nous  avons  le  développement 

F(0  -t-  (a?  -  0  F'(0  -^  ^^^=^ F'(0  -i-  ...=  X[pp  -4-  (w  —  p)p'v  -H  ..  .Jf 

F(0  =  Xp(v). 

Par  conséquent 

F(0  =  o,        p'(v)5.£o, 
donc 

Et  comme  le  degré  de  ^équation  (3)  est  3n,  toutes  les  racines 
de  cette  équation  sont  comprises  dans  le  Tableau  suivant  : 

çi>     Çî»     •  •  •>    Ç/i» 

■"11»      ""It»       ...»      TQ/l» 

SI»      sî»      •••»     s«-i>     ^1 

d*où  il  suit  que 

(x  —  li)...{x  —  In)  (ar  — Tji) . . .  (ar—  Tjfl)  (.r—  Ç,)  ...  (a?  —  Ç„-i)  ^' 

A  est  un  facteur  numérique. 

S.  Comme  le  degré  du  polynôme  /(x)  est  égal  à  a/i  +  i,  nous 
avons  '2/1-I-I  paramètres  arbitraires.  Comme 

nous  avons  encore  /i  paramètres  arbitraires.  En  outre,  parmi  les 

trois  quantités 

«i,    Ci,    e^y 

nous  avons  deux  arbitraires;  donc  nous  avons 

paramètres  arbitraires.  A   l'aide  de  ces   3/1  +  3   quantités  nous 
devons  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 
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I®   De  réqnaûon 

on  voit  que  le  polynôme 

/(ar)  — e,9(d?) 

doit  être  divisible  par  (^x  —  ^1),  el  le  quotient 

X  —  X\ 

doit  être  un  carré  parfait;  donc  nous  aurons  les  (n  +  i)  condi- 
tions. 

a"*  De  Téquation 

y(^)  _  ^   ^  /(t)  — e»(p(ar)  ^  (ar  —  t),  )» . . .  (ar  ^  t),,)«  (ar  —  arQ 
<p(ar)  *  9(a?)  tp(ar) 

nous  avons  encore  les  (/t  4- 1)  conditions. 
3**  De  l'équation 

«p(ar)  •  (p(ar) 

_  (ar  —  ^i)»  . . .  (a:  —  g^i-i )Ha^  —  ^»)  (a:  —  3:4)  (a?  —  a:») 

ç(a7) 

on  voit  que  le  polynôme 

/(a;)  — e,çp(a-) 

doit  être  divisible  par 

(a?  —  xi)  (a?  —  art )  (^  —  a-»), 
et  le  quotient 


(a?  —  a-s)  (a?  —  a-v)  (ar  —  a?|) 


doit  être  un  carré  parfait.  Par  cette  raison  il  faut  satisfaire  à(/i  -f-  3) 
conditions.  Nous  avons  donc 

n-t-I-i-  714-14-3  4-/1  —  1  =  3/14-^ 

conditions.  Par  conséquent,  nous  devons  avoir  une  seule  équation 


210  PKEMIÈIUi:   PARTIE. 

des  conditions  entre  les  coefficients  du  polynôme 

R{x)  =  (x  —  Xi)  (x  —  Xi)(x  —  xi)(x  —  xi^)  =  x*-h  ax*-^  bx'^-¥-  ex  -\-d. 

Dans  le  problème  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques, 
le  nombre  des  conditions  à  satisfaire  est  toujours  égal  au  nombre 
des  paramètres  arbitraires. 

6.  Réduction  par  la  substitution  du  second  ordre.  —  Nous 
considérons  un  seul  exemple  qui  se  rattache  à  notre  Communica- 
tion antérieure  (*).  Soit  donnée  Pintégrale 


/ 


(x  -^  t)  dx 


yj i^x -\- a){x^ -\-  bx^-\-  ex  -h  d) 


=  /«. 


Posons 


(4) 


(3r-+-g)« 
ar  -h  a 


=  4(p«*  — tfi). 


En  désignant 


4(^1  —  e{)  =  (j,        4(ei  —  e{)  =  t, 


nous  obtiendrons 


D'où  il  suit  que 


4  a  -h  cr  -h  X  =  o 


ou 


ou 
ou 

3° 
d'où 

4*^ 


4a-f-i2ei  =  o,         3^1= — a; 

6a*  -h  2a((j  -f-  x)  -h  a(cr  -t-  x)  -f-  ax  =  6 

6a*  —  (a  -h  2a)  4  a  -4-  ^x  =  6 

<Tx  =  6-+-4«a-t-  la*; 

4a8  4-  (a>  -f-  2aa)  (a  -+-  x)  -+-  laax  =  c, 

c  =  2a6  -h  4«a'  -f-  8a*a; 
c^  =  a*  —  4â^a'  -4-  "xa^a*  -h  4a'a  -+-  a*6. 


(>)  Bull,  des  Sciences  math.,  a'  série,  t.  XXVII,  juin  igoS. 
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De  l'équalion  3**  nous  aurons 

c  —  '}.  ab 

a*  —  2  a  a  H ; =  o, 

4a 


—  c 


(5)  a  =  a±^a.+  i^ 

Des  formules  précédentes  nous  obtiendrons  encore 

(6)  {c  —  iaby  =:zSa^(id  —  ac). 

En  difTérenliant  Véquation  (4))  nous  trouvons 

(a?-4-«)(x-i-2a  —  a)  =  o, 

d'où  il  suit  que 

/  =  2a  —  a. 

D'après  Téquation  (5),  nous  aurons  pour  t  les  deux  valeurs 
suivantes  : 


=  a  —  4  /  a 


'xab  —  c 

-^ 2 

4a 


^  /  ,       2a6- 


Par  conséquent  nous  avons  les  deux  înté«;rales  réductibles 


^    /""       art^  —  c 

v/(a:  -h  a)  (a:*  +  to*  -\-  ex  -\-  d) 

^  /~I       2a6  - 
V  4a 


c 

dx\ 

v/(a7  -+-  a)(a7*  -+-  bx^  -\-  ex  -\-  d) 

les  coefficients 

a,     6,     c,     é/ 

satisfont  à  la  condition  (6). 

La  détermination  des  autres  éléments  de  la  réduction  se  fait  à 
Taide  des  formules 

c'est-à-dire 

l'^^i  =--4«>         16(^1  —  «i)(e,  —  ej)=  6-f-  4aa-f-2a^ 
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Eq  posant 


nous  aurons 
c'est-à-dire 


0.  =  adza, 

«1  ==  o,  ai  =  2  a, 

ti  =•?.«,        ^i  =o, 

Par  conséquent,  dans  ce  cas  particulier^  nous  avons  les  deux 
intégrales  réductibles 

xdx 


f 

f 


/(x-f-a)(ir*-h  6x*H-2a6ar-ha*6) 

(x -\-  %a)dx 

/(a:  4- a) (a?* -h  bx*-hiabx -h  a^b) 


En  concordance  avec  le  théorème  très  connu  de  M.  Picard  (*), 
nous  avons  les  deux  intégrales  réductibles,  dépendantes  d'une 
même  courbe  du  genre  deux. 

7.  Avant  de  passer  à  la  réduction  par  les  substitutions  du  troi- 
sième ordre,  nous  étudierons  d^abord  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques  du  même  ordre. 

Transformation  du  troisième  ordre,  —  Soit  donnée  Tintégrale 

dx 


£■ 


=  u. 


Posons 

,    .       x^ -\- a x^ -\- b X -\- c       -/      —    — \ 

a,  b,  c,  a  étant  des  indéterminées.  Nous  avons 

x^-^{a  —  ei)x^-\-  (6  -h  2aei)a7-hc  —  a*ci=  (x  —  5  )*(^  —  «i), 
x^-\-{a  —  ei)x^-\-{b  -\-20Lei)x-h  c  —  a*Ci=  (ar  —  ■»l)*(a?  —  e»), 
x^-^  {a  —  ei)x^-{-{b-hioL€i)x-^c  —  a»Cs=  (a?—  Ç)«(a:  —  e»), 


(  '  )  Bull,  de  la  Société  math.,  l.  XII,  p.  i53. 


MÉLANGES.  '>.23 

où 

sont  les  racines  de  l'équation 

c'esl-à-dire 

(7)  X* — 3aa7* — (b  -\-'xaaL)x  —  (6a-i-2c)  =  o. 

De  la  divisibilité  des  pôljnomes 

nous  concluons 

I*  iÇn-a  —  ei  =  — Cl, 

^*  2Ç*-l-^*(a  —  ei)  —  c-i-a*Ci  =  o, 

3**  3{*H-2Ç(a  —  ?^)-i-6-i-2aëi=o. 

De  ces  équations  et  de  leurs  analogues,  nous  trouverons 

De  l'équation  (7),  nous  avons 

donc 

*  a  =  -T-  '2a. 

Il  est  facile  de  prouver  que 

Ayant  Téquation 

a?*  H- a  a:* -H  6  a? -h  c       —_  (a:  —  «i)(^  — $)' 
(a?  —  a)«  ^*  ""  (a?  — a)«         ' 

Dous  poserons 

x  =  ei] 


a  =  o. 
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alors 

(8)  ^—7 ^-\z —  =  2?  — 2a; 

^    ^  (a  — Cl)» 

par  conséquent 
Mais 

2»  ^   24^itg^-t-72^3«-f-2^}, 

par  conséquent 

(9)  (»6^,a5-h36^3a*  — ^i^3)(^  — a*)-^(24^ia'-+-7^^8«-+-2^î)c  =  o. 

De  l'équation  (8),  nous  obtiendrons 

(b  —  a')ei-f-  c 


a  — ei 


=  2{a  —  2^61 —  2a*-47  2aC|. 


D'où  il  suit  que 


ou 


Et  comme 


2^1      _     2^2 
a  —  Cl        4^^  — 


2^2a-i-3;?'3 


1 2  a*  —  /r^ 


21         _  12a'— /Tî 

a  — Cl  ""  4a»— ^,a  —  ^' 


nous  aurons 


(10) 


(4«^-i-^2a  +  2^3)(^  —  a')-h(i2aî— ^,)c  =  o. 


Des  équations  (9)  et  (10)  on  peut  conclure 

b  —  a*=o,         c  =  o; 

mais  alors  l'équation  (7)  prendra  la  forme 

x3— 3aarî4- Sa'ir  —  a»=  (:r  —  a)», 


=  o 
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ce  qui  est  impossible;  donc 

ou 

ou 

(48  a*— •24/Ç'i**  — 48^3»  — /Ç'|)(2^,a-h3^j)  =  o. 

I3'où  il  résulte  i'équalion 
(11)  48a*--24^,a»- 48^sa  — ^}  =  o; 

par  conséquent 


a  =  pf^»  gty  Szj  (*)• 


Oe   résultat  concorde  complètement  avec  la  solution  transcen- 
dante du  problème  de  la  transformation  C-^). 

8.    Il  est  facile  de  prouver  que 

2?*ei  =  -3c, 

•>.  ^ÇeJ  =  3c-h2a(6  —  a*)  -^  fi^^t. 

Posons,  pour  abréger, 

b  —  a*=  a,        c  =  T. 

Li'équation  (8)  nous  donne 
d'où 


(  »)  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  etc.,  t.  III,  p.  314. 
(')  Bull»  des  Sciences  math,,  a*  série,  t.  XXVII,  novembre  igoS. 

Bull'  des  Sciences  mathém.y  a*  série,  t.  XXVIII.  (Août  1904.)  i^> 
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ou  bien 

a*-h  6ax  =  I2a*a  -+-  i8ax 

ou 

<t' —  I2a<i=  i2aT. 

A  l'aide  de  réqualion  (lo),  nous  obtiendrons 

Et  comme 

a  =  ^  —  a*  ^  o, 
nous  avons 

Œ  = • 

Maintenant  remarquons  que 

De  Téquation  (1 1),  nous  avons 

i44a*  =  7y.^ja*-i-  lUgi^  -H  3^î  ; 

par  conséquent 

(i2a2—  ë^ty  =  48^îa*-i-  144^32  4-  4^i  =  •2('24^jaî-h  72^32  -j-  a^|  ). 

Par  conséquent 

(j  =  (6  —  a*)  =        6a*  —  -J^,, 

Pour  les  coefficients  de  l'équation  (7),  nous  obtiendrons  les 
expressions  suivantes  : 

2c-r-     bcL  =  4a'—  l^ja  — 2^3. 

Par  cette  raison,  Téquation  (7)  aura  la  forme  suivante 

(I2j  :r3—  3aj:2—  (3aî—  -J^2):r  —  (4a'—  J^j»  —  '2^3)  =  o. 
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L.es  racines  de  cette  équation  sont 


^i  =  p(  j>  ^«1  ^3), 


9.  Détermination  des  invariants  g2i  gz*  —  De  l'équation 

a  — ei=  — 2$  — e,     (n"  7), 
nous  avons 

2a -h  et  =  9.$  4-^1, 

2a-H  ej=  2Ç  -}-  ^s", 

d^où  il  suit 

4a« — 2ac3-i-  ei«i=  4{^j  -H  aej?  -h  2eiTQ  4-  Ci^j, 

4a»— 2ae,-he|Cj=  4?C  -H^^aÇ  H- 2CiJ;  -h  e,es, 

4a* — 2aci-i-Cje3  =  4tqî -H  acsYj  -i-  2^2^  -h  ej^s; 
donc 

12a»— 1^2  =  — l2a«+2g-2— 2^ggl— 1^2; 

(i  î  )  ^2  =  i2oa2— 9^2. 

En  outre,  nous  trouvons  facilement 

De  celte  équation,  nous  trouvons  facilement 
<i4>  ^3=  iiv.a:»—  f^.^,a-  vi7^3. 

10.  .Multiplication  complexe.  —  En  jiosant 

des  équations  (i3)  et  (i4)  nous  aurons 

(|a3-h  27)^3=    3i2a'«—  i9/Ç-2a, 
(  {^' -^  9) (  K' -i- "^v  ) ^3  =^  (  3 1 7.  |jl2  — '^..ViA )  a\ 
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En  multipliant  l'équation  (i  i)  par 

(K'-+-9)*(t^'-+-27), 
nous  obtiendrons 

fjt' —  4''K*  —  285  fjt* —  759^1' — i7io{x* — 4o5  =  o. 

11.    Réduction    du    troisième    ordre,    —    Nous    considérons 
d'abord  un  exemple,  très  intéressant,  indiqué  par  Hermite. 
On  demande  de  réduire  l'intégrale 


(x  —  /)  dx 
/(a7*-i-  4a;(a7'-f-  ^ax  -+-  b) 


(-5)  f^.  .   'r-["^:     ..=u 


à  une  intégrale  elliptique,  t  étant  une  quantité  inconnue. 
Posons 

/    ^x  X^-^OLX^-^^X-\--(  X  1/      X 

(«6)  x^-\-{a "^  ^'^^"'  ^*'  ^*^  ^  '^^^^' 

De  l'équation  (16)  nous    obtiendrons  les  trois  formules   sui- 
vantes : 

x^-h  (oL— fiei)x^-\- ?>x -hy  —  lùaex        (x — J)*(^  —  ^1) 
; 7- ■ = r — ; =  4(P"  —  ^ih 

JïT4li^ ■ = ^Ï^TT^ =  4(P«  -  e,), 

jr5+(a  —  4^3)2^5+ p.r-1- Y  —  i6ae3        (or  —  Ç)-{\r  —  a?,) 

ïi^TTS =  ÏM^4^5 =  4(p"-e3), 

où 

sont  les  racines  de  l'équation 

x^-h'iax  -\-  b  =  0, 
et 

Ç,     TQ,     Ç,     t 

sont  les  racines  de  Téquation 

c'csl-à-dire 

x^-i-(i2a  —  fi)d72-f-  (8a a  —  'i^)x  -h  ^af^  =  o; 
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par  conséquent 

satisfont  à  réquation 

(17)      ar*-H  ix^-h^t^-hiia  —  P)ar4-;»-i-(i2a—  P)^-H8aa  —  27  =  0. 

£>e  la  divisibilité  des  polynômes 

(a:  —  Ç)*  =  a?*— 2$ir -h  Ç*, 

nous  concluons 

!•  25»-i-(a  — 4ei)Ç«— Y -i-i6a6't  =  o, 

3*  2Ç4-a  — 4«i  =  — a7i. 

D^où  il  suit  que 

de  même 

2Car3=P-î«, 

donc 

De  même,  nous  obtiendrons  facilement 


2{«:r,  =  -:5Y, 

V{*a?2  =  4a^  -h  4a^«-h  72aV 


De  l'équation 


nous  aurons 


ar' 


{-j-aa-î^- ôar, -f- Y        ,  . 

^ r2 ;i- i-  —4^1  =  37, -ha  -h  2j; 
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d'oii 

(i8)  (p-4a)o^i    ^    7-4^»^^,. 

par  conséquent 

Et  comme 

nous  obtiendrons 

9a60  — 4a)        9aî(Y  — 4qg)  __     - 
4a3_,_^î      "^       4a»-h6« 

ou 

(19)  9a6p  +  9a*Y-+-(26'  — i6a»)/  =  36a*  6. 

De  Inéquation  (18)  nous  aurons 


p  —  4a ^- — ; H  -! —  —  =  -iî^ri, 

d'où 

•jc_.,a_4a(?-,'.a)2^:5^-H(r--iae.)2^T^  =  --2;«'. 
ou 

(9.0)       (vi^î— 28aV)|i-i-9a6Y  — vî^aî^/  — (4a»-h6«)^*=  36a6s. 

De  l'équation  (18)  nous  aurons  encore 

(fi-4a)$a',-f-(Y-4a2)$  =  2Ç2a7Î-i-8a$«; 
d'où 

D'après    les   formules    trouvées    plus   haut   pour   les    fonctions 
symétriques 


2?-..  2^  2«'^î'  D^'' 
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nous  avons 

(•21)  P»— 28a^-4-P^-f- ja«*— 2^Y  =  o. 

Des  équations  (19)  et  (20)  nous  trouvons 

Par  conséquent,  Téquatiou  (21)  nous  donne 
(^-x)         ga*/*—  (9oa6  -+-  63a*)««-i-  (784  —  I26a6  —  206»)^»=  o. 

On  peut,  à  Taide  de  Féquatîon  (18)  et  des  fonctions  symétriques, 
former  une  autre  équation  définissant  t.  En  cherchant  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  cette  nouvelle  équation  et  l'équa- 
tion (22),  nous  trouverons  la  valeur  t.  L*unc  des  solutions  de 
Féquation  (22)  est 

^  =  o, 

c'est  ce  qui  donne  l'intégrale  réductible 

X  dx 


f 


^{x^-h  ^a)(x^-{-'iax  -h  ô) 


indiquée  par  Hermite  et  citée  par  plusieurs  autres  auteurs. 

Nous  avons  calculé  les  éléments  de  la  réduction  de  cette  inté- 
grale dans  le  Mémoire  :  Recherche  analytique  sur  la  réduction 
des  intégrales  ahtliennes  (*). 

12.    Considérons  encore  un  exemple.  Soit  donnée  l'intégrale 

{x  -\-  d)dx 


f 


Posons 


En  désignant 


^(x-i-a)(x^-h'iabx  -\-  c){x  -\-  d) 


4(^1  —  ^2)  =  <Ji 
4(^1—^3)  =  -> 


=  u. 


(')  Bull,  des  Sciences  math,,  1*  série,  t.  XWII,  juin  1908. 
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nous  aurons 

—  ç  étant  la  racine  de  Téqualion 
par  conséquent 

Il  est  facile  de  prouver  que 

if  =  rt'— 3aft«-+-Ga«6, 
T     —  </  —  ia     -T-36, 
5rt*-^'2rt^»  — 3^»«— 8a£/— 8^rf  =  o 

ou 

{a  H-  />)(  Ort  —  3/>  —  8c^)  =  o. 

Il  ne  peut  pas  prendre 

a  ~\-  b  =  Oy 

car  alors 

fJ  =  a,         9(57)  =  .r -:-a, 

ce  qui  est  impossible;  donc 

>^d  =  5a  —  36. 

En  oiilrc 

5 1  a  -T-  9-  6 

l'a-hçjh  ;«  —  ()//  ma 

Saint-Pctcrshourg,  6  juillet  1904. 
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COMPTAS    HKNDl'S    K T   ANALYSKS. 


GEISSLER  (K.)- —  A.VSciiAiLiriiE  riïiuNDLvr.KN   deu   M\TiiKMATisc:iiii\  Knn- 

KCZCDB.   ZlU    SeLBSTVERSTEIIKN  UNI)  '/l'R  UNTKRSTUTZI  NG   DKS  CNTEnUICIITS. 

I  vol  in-S**,  vii-99  pages,  Si  figures.  Leipzig,  Toulmer,  njO|. 

Le  Livre  de  M.  Geissler  expose,  en  .supposant  clic/Jc  Iccleur  Irrs 
peu  de  connaîssnnccs  niaLliéniali(|iics,  cetpril  va  <ln  plus  essenliel 
clans  le  mouvement  apparent  clos  rloiles,  du  soleil  et  des  planètes. 
C'csl,  si  l'on  veut,  une  Cosmographie  descriptive,  lies  éiéuKînlaire. 
I^^cITorl  pour  rendre  les  choses  claires  sans  appareil  inalhémalirpie 
mérile  d^élre  signalé. 

JJnt  autre  particularité  de  ce  Livre  csl  dans  ces  nonihrciises 
questions  posées  à  la  fin  de  clnupie  paraj^raphe.  Elles  souLtIcstinées 
à  faire  réfléchir  le  lecleur,  ù  pirpicr  sa  curiosité,  à  le  convaincre 
(|n'il  a  compris  ou  (pi'il  n^a  pas  compris.  Peiil-étrc,  après  une 
leclure  allenlivc,  ces  queslions  le  suivront-elles  dans  une  prome- 
nade, el  conlrihueronl-elles  à  créer  ou  à  développer  chez,  lui  le 
sftns  scienlilique. 

Le  livre  de  M.  (jeissier  m'a  fait  pensera  un  (  iiseii;MeMH"nl  (pii 
me  pnraîl  po««sil)le  el  qui  nt;  seiail  pas  dé-nué  <riiilérèl  :  len^ici- 
gnement  de  la  Cosmoirrapliie  conçu  coniine  préparant  renseigne- 
ment de  la  (.ic'CMnélrie.  (lel  enseignement  serait,  hitrn  entendu, 
ossenliellement  descriptif:  il  donnerait  l'oeeasion  de  pn^mtei-, 
siii  fureta  mesure  cpi*il  s(!  déroulerait,  sous  une  iornie  intuitive, 
iiii  certain  nond)re  de  notions  géoniéiricpies  e<senliell«'s  sui*  la 
ilroile  et  le  cercle,  sur  les  droites  et  plans  paralh  le^  on  |)erpendi- 
c'tilaires,  sur  les  mouvements  cl(>  translation  et  ilc  rotation,  sur  l.i 
siihère,  sur  les  «coordonnées;  avec  de  l)onne>  lignre>  et  un  in's 
|U!lit  nombre  d'appareils,  a\ec  l)eaiieou|)  de  >oin  et  i\r.  |)alienee 
clifz  le  maître,  (pii  ne  devrait  pas  craindie  les  dl^res«^ionN,  cela  un* 
paraît  parfaitement  réalisable  ;  tout  en  aeipiéi.inl  la  e()nnais*.:inee 
de  faits  astrononiirpies  très  inléres>anl<,  en  déxdnppant  en 
f|uelquc  sorte  leur  ima^inatlor.  «^('oniétilcpie  et  elnéinalii|ue,  eeu\ 
//m//,  ri^'t  Sciences  mdl/tvm.,  -.r  >Oii»'.  t.  WNIII.  (  ^ipli-mlir-f  i;j'»'|.)       17 
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qui  suivtaicnl  un  pareil  enseignement  se  rendraient  peul-élre 
compte  de  la  nécessité  d^une  étude  systématique  et  approfondie 
de  celle  Géométrie,  dont  les  débuts,  présentés  sous  la  forme 
euclidienne,  semblent  aux  enfants  si  étranges,  si  secs  et  si 
inutiles.  J.   T. 


MÉLANGES. 


ÉTUDE  SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES  MÉTHODES  GÉOMÉTRIQUES, 

LUE   LE  -^i  SEPTEMBRE   1904   AU   CONOUKS  DES   SCIENCES  ET  DES  ARTS   A   8AINT-L0UI8; 


Vaw  m.  Gaston  DMUIOUX. 


I. 

Pour  bien  se  rendre  compte  des  progrès  que  la  Géométrie  a 
fails  au  cours  du  siècle  qui  vient  de  iinir,  il  importe  de  jeter  un 
coup  d'œil  rapide  sur  l'état  des  Sciences  mathématiques  au  com- 
mencement du  xix"  siècle.  On  sait  que,  dans  la  dernière  période 
de  sa  vie,  Lagrange,  faligué  des  recherches  d'Analyse  et  de  Méca- 
nique, qui  lui  assurent  pourtant  une  gloire  immortelle,  avait 
négligé  les  Malliémaliques  pour  la  Chimie  qui,  d'après  lui,  deve- 
nait iacilc  comme  l'Algèbre,  pour  la  Phvsique,  pour  les  spécula- 
tions philosophiques.  Cet  étal  d'espril  de  Lagrange,  nous  le 
retrouvons  presque  toujours  à  certains  moments  de  la  vie  des  plus 
grands  savanls.  Los  idées  nouvelles  qui  leur  sont  apparues  dans  la 
jK-riodc  récondc  de  la  jeunesse  el   (|u'ils  ont  introduites   dans  le 
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domaine    commun    leur  ont   donné   lout  ce  qii^ils  pouvaient  en 
allendre;    ils  ont  rempli   leur   lâche  et   éprouvent  le  besoin  de 
tourner  vers  des  sujets  lout  nouveaux  Taclivilé  de  leur  esprit.  Ce 
besoin,  il  faut  le  reconnaître,  devait  se  manifester  avec  une  force 
toute  particulière  à  l'époque  de  Lagrange.  A  ce  moment,  en  effel, 
le  programme  des  recherches  ouvertes  aux  géomètres  parla  décou- 
verte du  Calcul  infinitésimal  paraissait  bien  près  d^élre  épuisé. 
Des   équations  diflTérentielles  plus  ou  moins  compliquées  à  inlé- 
grer,  quelques  chapitres  à  ajouter  au  Calcul  intégral,  cl  il  semblait 
qu'on   allait  toucher  aux  bornes  mêmes   de  la  Science.  Laplace 
achevait  Texplication  du  système  du  monde  el  jetait  les  bases  de 
la  Phj'sique  moléculaire.  Des  voies  nouvelles  s'ouvraient  pour  les 
sciences  expérimentales  et  préparaient  Pétonnant  développement 
qu^elles  ont  reçu  au  cours  du  siècle  qui  vient  de  finir.  Am|)ère, 
Pt»i$son,   Fourier  el  Cauchy  lui-même,  le   créateur  de  la   ihéorie 
des  imaginaires,  se  préoccupaient  avant  tout  d'étudier  l'applicalion 
des  méthodes  analytiques  à  la  Mécanique,  à  la  Physique  molécu- 
laire et  •semblaient  croire  qu'en  dehors  de  ce  nouveau  domaine, 
qu'ils  avaient  hâte  de  parcourir,  les  cadres  de  la  Théorie  et  de  la 
Science  étaient  définitivement  fixés. 

La  Géométrie  moderne,  c'est  un  titre  que  nous  devons  reven- 
diquer pour  elle,  est  venue,  dès  la  fin  du  xviii**  siècle,  contribuer 
dans  une  large  mesure  au  renouvellement  de  la  Scien<:e  niallièuia- 
lique  tout  enlière,  en  olTrant  aux  recherches  une  voie  nouvelle  et 
ft-conde,  et  surtout  en  nous  monlranl,  par  des  succès  èclalanls, 
que  les  méthodes  générales  ne  sont  pas  lout  dans  la  Science  el  que, 
nieme  dans  le  sujet  le  plus  simple,  il  y  a  beaucoup  n  faire  pour  un 
esprit  ingénieux  et  inventif.  Les  belles  dènionslralions  géomé- 
triques de  Huyghens,  de  Newton  et  de  Clairaut  élaiiMU  oubliées  ou 
négligées.  Les  idées  géniales  introduites  par  Desargues  el  Pascal 
étaient  restées  sans  développement  et  paraissaient  être  tombées  sur 
un  sol  stérile.  Carnol,  par  YEssai  sur  les  transKU^rsnh's  et  la 
Of^ométrie  de  position,  Monge  surtout,  [)ar  la  création  de  la 
Géométrie  descriptive  et  par  ses  belles  théories  sur  la  génération 
des  surfaces,  sont  venus  renouer  une  chaîne  cjui  paraissait  brisée. 
Grâce  à  eux,  les  conceptions  des  inventeurs  de  la  Géoniélric^  ana- 
IvliquCy  Descaries  et  Fermai,  ont  repris  auprès  du  (Calcul  infinilé- 
Nimal  de  Leibniz  et  de  Newton  la   place   (pi'on    leur  avait   laissé 
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perdre  et  qu^clIes  n'auraient  jamais  dû  cesser  d^occnper.  Ave 
Géomélrie,  disait  Lagrange  en  parlant  de  Monge,  ce  dl 
d'homme  se  rendra  immortel.  El,  en  eflet,  non  seiilemen 
Géomélrie  descriplive  a  permis  de  coordonner  et  de  perfeclio 
les  procédés  empio^'és  dans  tous  les  arts,  «  où  la  précision  d 
forme  est  une  condilion  do  succès  et  d'excellence  pour  le  irava 
ses  produits  »  ;  mais  elle  est  apparue  comme  la  traduction 
phique  d^une  Géomélrie  générale  et  purement  rationnelle,  dont, 
nombreuses  et  importantes  recherches  ont  démontré  Tlieure 
fécondité.  A  côlé  de  la  Géomélrie  descriptive  nous  ne  devons  p^ 
d^ailicurs  oublier  de  placer  cet  autre  chef-d'œuvre  qui  a  no 
Y  Application  de  l'ana/yse  à  la  Géométrie  ;  nous  ne  devons  p 
oublier  non  plus  que  c'est  à  Monge  que  sont  dues  la  notion  de>^ 
lignes  de  courbure  et  Téléganle  intégration  de  l'équation  diffé-^ 
renlielle  de  ces  lignes  pour  le  cas  de  Tellipsoïde,  que  Lagranj;e, 
dit-on,  lui  enviait.  Il  faut  insister  sur  ce  caractère  de  l'ensemble 
de  TŒluvre  de  Monge.  Le  rénovaleur  de  la  Géométrie  moderne 
nous  a  monirt',  dès  le  début,  ses  successeurs  Tout  peut-être  oublié, 
(|ue  l'alliance  de  la  Géomélrie  et  de  l'Analyse  est  utile  et  féconde, 
que  cette  alliance  est  peut-être  une  condilion  de  succès  pour  l'une 
et  pour  l'autre. 

II. 

A  Fécole  de  Monge  se  formèrcnl  de  nombreux  géomètres  :  Ha- 
chette, Hrianchon,  Chappuis,  Binet,  Lancrel,  Dupin,  Malus,  Gaul- 
tier de  Tours,  Poncclct,  Cliasles,  etc.  Parmi  eux,  Ponceletse  place 
au  premier  rang.  Négligeant  tout  ce  (|ui,  dans  les  Iravaux  de  Monge, 
se  rattache  à  l'Analyse  de  Descartes  ou  concerne  la  Géométrie  infi- 
nilésimale,  il  s'attacha  exclusivement  à  développer  les  germes  con- 
tenus dans  les  recherches  ])urement  géométriques  de  son  illustre 
devancier.  Fait  prisonnier  par  les  Russes  en  i8i3  au  passage  du 
Dnieper  et  iijlerné  à  SaratoflT,  Poncelel  employa  les  loisirs  (jue  lui 
laissait  sa  ca|)livité  à  la  démonslralion  des  principes  qu'il  a  déve- 
loppés dans  le  Traité  des  propriétés  projectiles  des  figures,  paru 
en  i8i>.2,  et  dans  les  grands  Mémoires  sur  les  polaires  réciproques 
et  sur  les  moyennes  harmoniques,  qui  remontent  à  peu  près  à  la 
même  <''por|ue.  C'est  donc  à  Saraloif  qu'est  née,  on  peut  le  dire,  la 
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fiéoniélric  moJernc.  Renoiianl  la  chaîne  interrompue  depuis  Pascal 
ei  Ocsargucs,  Poocelet  inlroduisil  à  la  fois  l'homologie  et  les  po~ 
laîres  réciproques,  metlant  ainsi  en  évidence,  dès  le  début,  les  idées 
fécondes  sur  lesquelles  la  Science  a  évolué  pendant  5o  ans. 

Présentées  en  opposition  avec  la  Géométrie  analytique,  les  mé- 
thodes de  Poncclet  ne  furent  pas  favorablement  accueillies  par  les 
analystes  français.  Mais  telles  étaient  leur  importance  et  leur  nou- 
veauté qu^elIcs  ne  tardèrent  pas  à  susciter,  de  divers  cotés,  les 
foclicrches  les  plus  approfondies.  Poncelet  avait  été  seul  à  décou- 
vrir les  principes^  plusieurs  géomètres,  au  contraire,  apparurent 
|>rosque  en  même  temps  pour  les  étudier  sur  toutes  leurs  faces  et 
f>otir  en  déduire  les  résultats  essentiels  qui  y  étaient  implicitement 
^orïienus. 

-A.    celle    épopie,    Gergonne   dirigeait    avec  éclat   un    Recueil 

I^t.*rîodiqne  qui  a  aujourdMiui   pour  Thistoire  de  la  Géométrie  un 

!■*•*■  X   inestimable.  Les  Annales  de  Ji/athémaliques,   publiées  à 

-^  »oies  de  1810  à  i83i ,  ont  été  pendant  plus  de  quinze  ans  le  seul 

jc>nmal  du  monde  entier  exclusivement  consacré  aux  recherches 

^'^    mathématiques.  Gergonne,  qui  nous  a  laissé  à  bien  des  égards 

^'■^    excellent  modèle  du  directeur  de  journaux  scieutifiques,  avait 

^^    «Jéfauts  de  ses  qualiti'^s;  il  collaborait,  souvent  contre  leur  gré, 

^^'^Ci    les  auteurs  des  Mémoires  qui  lui  étaient  envovés,  remaniait 

^'^•^  rédaction  et  leur  faisait  dire  quelquefois  plus  ou  moins  qu'ils 

^^'-^  liaient  voulu.   Quoi  qu'il   en  soit,  il  fut  vivement  rra|>pé  de 

^^  •*■  finalité  et  de  la  portée  des  découvertes  de  Poncelet.  On  coii- 

'*  •  ^sait  déjà  en  Géomélrie  quelques  méthode  simples  de  Iransfor- 

^  ^  •  «n  des  ligures;  on  avait  même  employé  Thomologie  dans  le 

'     *^  "^^  ,  miiis  sans  l'étendre  à  Tespace,  comme  le  fît  Poncelcl,  ni  sur- 

**  ^  sans  en  connaître  la  puissance  et  la  fécondité.  D'ailleurs  loulcs 


^^     t-ransformations  étaient  ponctueUes,  c'est-à-dire  qu'elles  fai- 

*^^»il  correspondre  un  pointa  un  point.  En  introduisant  les  po- 

*"^tiî5  récipro(|ues,    Poncelet    faisait   au   plus    haut   degré   œuvre 

'•^venleur;   car  il   donnait  le  premier  exemple  d'une   transfor- 

**^îon  dans  laquelle  à  un  point  correspondait  autre  chose  (|u\in 

1  ^**tit.  Toute  méthode  de  transfornialion  permet  de  mulliplier  le 

^^^'ïihre  des  théorèmes,  mais  celle  dos  polaires  réoipro(|uos  avait 

•avantage   de   faire   correspoiulre    à    une    propo>ilion    une   autre 

V^'^^position  d'aspect  loul  dillérenl.  Il  v  avail  là  un  fait  essentielle- 
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ment  nouveau.  Pour  le  mellre  en  évidence,  Gergonne  inveol 
système,  qui  depuis  a  eu  lant  de  succès,  des  Mémoires  écrits    '. 
doubles  colonnes,  avec  les  propositions  corrélatives  en  regard; 
il  eutl^idée  de  substituer  aux  démonstrations  de  Poncelet,  qui 
geaient  Tintermédiaire  d^une  courbe  ou  d*une  surface  du  secon» 
ordre,  le  fameux  principe  de  dualité,  dont  la  signification,  u 
peu  vague  d'abord,  fut  suffisamment  éclaircie  par  les  discussion 
qui  s'établirent  à  ce  sujet  en  Ire  Gergonne,  Poncelet  et  Pliicker. 

Bobillier,  Chasles,  Sleiner,  Lamé,  Sturm  et  bien  d'autres  (juc 
j'oublie  étaient,  en  même  temps  que  Pliicker  et  Poncelet,  les  col- 
laborateurs assidus  des  Annales  de  mathématiques,  Gergonne, 
devenu  recteur  de  rAcadémie  de  Montpellier,  dut  interrompre  en 
i83i  la  publication  de  son  journal.  Mais  le  succès  qu'il  avait  obtenu, 
le  goût  des  rccherclios  (|u'il  avait  contribué  à  développer  avaient 
commencé  à  porter  leur  fruit.  Quéteict  venait  de  créer  en  Belgique 
la  Correspondance  mathématique  et  physique.  Crelle,  dès  i82(>, 
faisait  paraître  à  Berlin  les  premières  feuilles  de  son  célèbre  jour- 
nal, où  il  publiait  les  Mémoires  d'Abel,  de  Jacobi,  de  Sleiner.  Un 
grand  nombre  d'Ouvrages  séparés  allaient  aussi  paraître,  où  les 
principes  de  la  Géométrie  moderne  devaient  être  magistralement 
exposés  et  dévelo|)pés. 

Cj\*sl  d'abord  en  iS^^^  le  Calcul  barycentrique  de  Mobius, 
œuvre  vraiment  oiiginalc,  rcmarcpiabie  j)ar  la  profondeur  des  con- 
ceptions, la  netteté  et  la  rigueur  de  l'exposition  ;  |)uis  eu  18-^8  les 
Analytisch-îj[cometrische  Knt\\\ckeluni:en  de  Pliicker  dont  la 
scH.oiide  partie  parut  eu  i8/)i  et  (jui  furent  bientôt  sui\is  du 
S)'stc/n  der  (inalytischcn  Gcomctf  ic  du  uiOme  auteur  publié  à 
Berlin  en  i8.)5.  En  i8.>:i,  Sleiner  faisiut  paraître  à  Birliu  son  grand 
Ouvrage  :  Systcmatische  E ntwickclung  der  Abhaugi<:l{cit  der 
gcftmctrischen  Gestaltcn  von  cinandcrj  et,  rann<*e  suisante,  les 
Geomctrische  Construclioncn  ausgcfuhrt  mittelst  der  geraden 
Linie  und  eines  fcstcn  Kreises,  où  se  trouvait  conliruiée  par  les 
exem|>les  les  plus  éléganls  une  |)r()|)()silion  de  Pt)nc('let  relative  à 
l'emploi  d'un  seul  cercle  pour  les  constructions  géométriques. 
Kuliu,  en  i83o,  (Chasles  envoviiil  à  rAcailéuiie  de  Bruxelles,  qui 
lieureusemenl  inspirée  avait  mis  au  concours  une  étude  des  prin- 
cipes de  la  Géométrie  moderne,  sou  célèbre  Aperçu  historique 
sur  rurigiiw  et  le  dv\'elojq)ement  des  méthodes  e/i  Géométrie, 
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suivi  du  Mémoire  sur  deux  principes  généraux  de  la  Science  : 
i€i.  tlualilé  et  V homographie,  qui  fut  publié  seulement  en  iSSj. 
Le  temps  nous  manquerait  pour  apprécier  dignement  ces  beanx 
Ouvrages  et  pour  faire  ici  la  part  de  chacun  d^eux.  A  quoi  d^aîU 
leurs  pourrait  nous  conduire  une  telle  élude,  sinon  à  une  vérifica- 
tion nouvelle  des  lois  générales  du  développement  de  la  Science. 
C^uand  les  temps  sont  mûrs,  quand  les  principes  fondamcnlaux  ont 
éié  reconnus  et  énoncés,  rien  n'arrête  la  marche  des  idées;  les 
tnâtiies  découvertes,  ou  des  découvertes  à  peu  près  équivalentes, 
se  produisent  à  peu  près  au  même  instant,  et  dans  les  lieux  les 
|*lus  divers.  Sans  entreprendre  une  discussion  de  ce  genre  qui 
(H>iir'i7ait  d'ailleurs  paraître  inutile  ou  devenir  irritante,  il  importe 
^^poiidanl  que  nous  fassions  ressortir  une  différence  fondamentale 
^Qli*<»  les  tendances  des  grands  géomètres  qui,  vers  i83o,  vinrent 
"t>nn«rà  la  Géométrie  un  essor  inconnu  jusque-là. 


III. 

■—os  uns,  comme  (Ihasles  et  Sleiner,  qui  consacrèrent  leur  vie 

^■■»t.»^*rc  aux   recherches  de  pure  Géométrie,  op|)Osèrent  ce  qu'ils 

"l*I>^laient  la  synthèse  à  Vanalyse  et,  adoptant  dans  rensemble 

**  "^  ^^  «i  dans  le  détail  les  tendances  de  Poncelel,  ils  se  proposèrent 

**^       CToiistiluer  une   doctrine  indéi)endante,   rivale  de  Tanalvse  de 

^  =*«2artes. 

**^jncelet   n'avait  \n\  se   contenter  des  ressources    insuffisantes 

*■  ^nies  par  la  méthode  des  projections;  pour  atteindre  les  imagi- 

'*^***cîs,il  avait  dû  imaginer  ce  fameux  principe  de  continuité  qui 

^<->niié  naissance  à  de  si  lon^-ucs  discussions  entre  lui  et  Cauchv. 

""■^^■^  venabicment  énoncé,  ce  |>rincipe  est  excellent  et  peut  rendre 

^    grands  services,  l^oncelet  lui  faisait  du  tort  en  se  refusant  à  le 


seiiler  comme  une  simple  consé(|uence  de  l'Analvse;  et  Cauchv, 

«*^itre  part,  ne  voulait  pas  reconnaître  (pie  ses  propres  objections, 

Vl">licables  sans  doute  à  certaines  fiiiures  Iranscendanles,  demeu- 
ra •       •  « 
^*iïnt  sans  force    dans    les    applications    faites    par    Tauteur   du 

^  ^<^ilé  des  propriétés  projrctiK'cs,  (^)iielque  opinion  que  Ton  se 

^î^sse  au  sujet  d'une  telle  disciKsion,  ell<*  nionlra  du  moins  de  la 

***^nièrc  la  plus  claire   que  le  système  g<''Oinélri(]ue  do  Poncelel 
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reposait  sur  une  base  analytique  et  nous  savons  du  reste,  par  la 
publication  malencontreuse  des  cahiers  de  SaratofT,  que  c^cst  à  Taîde 
de  ranalj'sc  de  Descartes  qu^ont  été  établis  les  principes  qui  servent 
de  base  au  Traité  des  propriétés  projcctives. 

Moins  ancien  que  Poncelet,  qui  d^ailleurs  abandonna  la  Géo- 
métrie pour  la  Mécanique  où  ses  travaux  ont  eu  une  influence 
prépondérante,  Chastes,  pour  qui  fut  créée  en  1847  une  chaire 
de  Géométrie  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris, 
s'efforça  de  constituer  une  doctrine  géométrique  entièrement  in- 
dépendante et  autonome.  Il  Ta  exposée  dans  deux  ouvrages  de 
haute  importance,  le  Traité  de  Géométrie  supérieure,  qui  date 
de  1802,  et  le  Traité  des  sections  coniques,  malheureusement 
inachevé  et  dont  la  première  partie  seule  a  paru  en  i865. 

Dans  la  préface  du  premier  de  ces  ouvrages  il  indique  très  net- 
tement les  trois  points  fondamentaux  qui  permettent  à  la  nouvelle 
doctrine  de  participer  aux  avantages  de  Fanalysc  et  lui  paraissent 
marquer  un  progrès  dans  la  culture  de  la  science.  Ce  sont  : 

1"  L'introduction  du  principe  des  signes,  qui  simplifie  à  la  fois 
les  énoncés  et  les  démonstrations,  et  donne  à  l'analyse  des  trans- 
versales de  Carnot  toute  la  portée  dont  elle  est  susceptible; 

•>►"  L'inlrodncLion  des  imaginaires,  qui  supplée  au  principe  de 
conlinuilc  et  fournit  des  démonstrations  aussi  générales  que 
celles  (le  la  géométrie  analytique; 

3*^  La  dénîonstralion  simultanée  des  propositions  qui  sont  cor- 
rélalivos,  c'est-à-dire  qui  se  correspondent  en  vertu  du  principe 
de  dualité. 

(^haslcs  étudie  bien  dans  son  Ouvrage  Thomograpliie  et  la  cor- 
rélation; niais  il  écarte  systématiquement  dans  son  exposition 
l'emploi  des  transformations  des  (igures,  lesquelles,  pense-l-il,  ne 
peuvent  su|)plcer  à  des  démonstrations  directes  parce  qu^elles 
jnas(|ueiit  l'origine  et  la  véritable  nature  des  propriétés  obtenues 
|)ar  leur  inoven.  11  v  a  du  vrai  dans  ce  jugement,  mais  la  marche 
même  de  la  science  nous  permet  de  le  trouver  trop  sévère.  S'il 
arrive  souvent  que,  employées  sans  discernement,  les  transfor- 
mations multiplient  inutilement  le  nombre  des  théorèmes,  il  ne 
faut  pas  méconnaîlre  qu'elles  nous  aident  souvent  aussi  à  mieux 
connaîln*   la  nature  des  piopositions  mtmes  auxquelles  elles   ont 
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été  ap|)l[(|uécs.  N'esl-ce  pas  remploi  de  la  projection  de  Poncelet 
«|in  a  conduit  à  la  distinction  si  féconde  entre  les  propriétés  pro- 
jeclîves  et  les  propriétés  métriques,  qui  nous  a  fait  aussi  connaître 
'A  hante  importance  de  ce  rapport  anharmonique,  dont  ia  pro- 
priété essentielle  se  trouve  déjà  dans  Pappus,  et  dont  le  rôle  fon- 
Osmental  n'a  commencé  à   apparaître   après  quinze   siècles  que 
<^i*ns  les  recherches  de  la  géométrie  moderne  ? 

L# ^introduction  du  principe  des  signes  n'était  pas  aussi  nouvelle 

*l«Je  le  croyait  Chasies  au  moment  où  il  écrivait  son  Traité  de 

^-^^€>métne  supérieure.  Déjà  Mobius,  dans   son  Calcul  Bary- 

^^^^^  brique,  avait   donné   suite   à   un  desideratum  de  Carnot,  et 

^^■^•^ployé  les  signes  de  la  manière  la  plus  large  et  la  plus  précise, 

^^  "^     définissant  pour  la  première   fois  le  signe  d'un   segment  et 

*^^  ^rne  celui  d'une  aire.  Il  a  réussi  plus  tard  à  étendre  l'usage  des 

^  •  S^^es  à  des  longueurs  qui  ne  sont  pas  portées  sur  la  môme  droite 

^  des  angles  qui  ne  sont  pas  formés  autour  d'un  même  point. 

ailleurs  Grassmann,  dont  Tesprita  tant  d'analogie  avec  celui  de 

^^bîii.s,  avait  dil  nécessairement  employer  le  principe  des  signes 

^^■^s   les  définitions  qui  servent  de  base  à  sa  méthode  si  originale 

*=^^ude  des  propriétés  de  Tétendue. 

*-e  second  caractère  que  Chasies  assigne  à  son  système  de  géo- 

■^=^*^rîe,  c'est  l'emploi  des  imaginaires.  Ici  sa  méthode  était  réel- 

^^^■^^eiii  nouvelle  et  il  a  su  rilhislrer  par  des  exemples  de  haut 

^'•t^r^l^  On  admirera   toujours  les   belles    thi'ories   qu'il   nous   a 

^■ssôes  sur  les  surfaces  homofocales  du  second  degré,  où   toutes 

*^^     I Propriétés  connues  et  d'autres  nouvelles,  aussi  varices  (ju'é- 

^cÇ^oies,  dérivent  de  ce  principe  général  qu*elles   sont  inscrites 

'**^=s    une  même  développable  circonscrite  au  cercle  de  l'infini. 

*^*2a    Chasies  n'a  introduit  les  imaginaires  que  par  leurs  fonctions 

-  *^^^  triques  et  n'aurait    pu,    par  c<)nsé(|uent,   définir  le    r«ip[)ort 

■^^rmonique  de  quatre  éléments  lorscpie  ceux-ci  cessent  d'être 

■  5*  en  tout  ou  en  partie.   Si  Chasies  a\ail  pu   établir  la   notion 

^       >"apport  anharmonicpie  (rélémcnts  iina;;inaires,  une    loruuile 

^  *    *l   donne  dans  la  Géométrie  supérirurc  (p.  i  18  Je  la  nouvelle 

•••■on)  lui  aurait  immédiatement  fourni  celte  belle  définition  de 

^^Ic  comme  logarithme  d'un  rapport  anharmonique  qui  a  per- 

**^  ù  [^guerre,  notre  confrère  roj^retlé,  de  résoudre  d'une  manière 

^**i|)lèlc  le  problème,  si  longtemps  cherché,  de  la  Irausloiinallon 
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des  relations  qui  contienncnL  a  la  fois  des  angles  el  des  seginci 
dans  riioniographic  et  la  corrélation. 

Comme  Chasies,  Steiner,  le  grand  cl  le  profond  géomèlre, 
suivi  la  voie  de  la  géométrie  pure;  mais  il  a  négligé  de  noi 
donner  un  exposé  complet  des  méthodes  sur  lesquelles  il  s'ap  ^ 
puj^ait.  On  peut  toutefois  les  caraclrriser  en  disant  qu^elles  re-^  ^ 
posent  sur  Tiiitroduction  de  ces  formes  géométriques  éléinen—  ^ 
taires,  que  Desargues  avait  déjà  considérées^  sur  le  développement  - 
qu^il  a  su  donner  à  la  tliéorie  des  polaires  de  Bobillier,  et  enfinff^i 
sur  la  conslrucllon  des  courbes  et  des  surfaces  de  degrés  su^ — - 
périeurs,  à  l'aide  de  faisceaux  ou  de  réseaux  de  courbes  ou  de=-» 
surfaces  d'ordres  moindres.  A  défaut  des   reclierches   r«'cenles,^ 

l'Analyse  suffirait  à  monlrer  que  le  champ  ainsi  embrassé  a  Té 

tendue  même  de  celui  dans  lequel  nous  introduit  sans  clTorl  l'ana 

lyse  de  Dcscarlcs. 

IV. 

Pendant  que  Chasics,   Steiner,  el   plus  tard,  comme   nous   Ic^ 
verrons,  v.  Staudt,   s'attachaient  à  constituer  une  doctrine  rivale^^ 
de  l'Analyse  et  dressaient  en  quelque   sorte  autel  contre  autel,   ^ 
Gergonne,   Bobillier,    Sturm,    IMiicker   surtout,    perfectionnaient  - 
la    géométrie    de    Descaries    et   constituaient  un    système   analy- 
li(|ue  en  (jucl(|ne  soric  a(lé(|uat  aux  découvertes  des  géomètres. 
CV•^t   à    Bobillier   cl    à    IMi'ukêr    que    nous    devons    la    méthode 
dite  des  notations  (thrrgécs,  Bobillier   lui  a  consacré  (|iiel(|ues 
|)ages   vraiment   neuves  dans   les    derniers   volumes  des  Annales 
de   Gergonne.    Pliicker   a*  commencé    à    la   dévelop|>er   dans    son 
premier  Ouvrage,    bientôt  suivi   d'une   série  de  travaux  où   sont 
établies   d'une    manière    j)leinement    consciente    les    ba>es    de    la 
géométrie  analytique  moderne.  C'est  à  lui  (jue  nous  devons  les 
coordonnées  tangentielles,  les  coordonnées  trilinéaires,  employées 
avec  lies  équations  homogènes,  et  entin  l'emploi  des  lormes  cano- 
ni(|ues  dont  la  validité  se  reconnaît  [)ar  la  méthode,  si  tronq>euse 
quelt|nefnis    mais    si   féconde,   dite  de   Vcnitnièration    des   con- 
stantes. Touleî»  ces  heureuses  ac(piisitions  allaient  infuser  un  sang 
nouveau  à  l'aniilvse  de  Desoarles  et  la  mettre  en  mesure  de  donner 
leur  pleine  >ignilicalion  aux  conceptions  dont  la  géométrie  dite 
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s\'ni/iéiit/ue  n'avait  pu  se  rendre  complèlemenl  mailresse.  Piiicker, 
auquel  il  est  saus  doute  équitable  d^adjoindre  Bobillier,  enlevé 
par  une  mort  prématurée,  doit  être  regardé  comme  le  véritable 
■  oîiiateur  de  ces  méthodes  de  TAnalj'se  moderne  où  Tempioi  des 
coordonnées  homogènes  permet  de  traiter  simultanément,  et  sans 
qtie  le  lecteur  s'en  aperçoive  pour  ainsi  dire,  en  même  temps 
<|«i^une  figure,  toutes  celles  qui  s'en  déduisent  par  l'homographie 
^t   la  corrélation. 

V. 

A  partir  de  ce  moment  s'ouvre  une  période  brillante  pour  les 

■"^^fcerches  géométriques  de  toute   nature.   Les   analystes  inler- 

f^i^o  lent  tous  leurs  résultats  et  se  préoccupent  de  les  traduire  par 

^^s    constructions.    Les  géomètres   s'attachent  à  découvrir  dans 

^^tiaqiie  question  quelque  principe  général,  le  plus  souvent  indé- 

'^f^*^ Il  Irai) le  sans  le  secours  de  l'analyse,  pour  en  faire  découler  sans 

^^ilori  une  foule  de  conséquences  particulières,  solidement  reliées 

•  es  unes  aux  autres  et  au  principe  d'où  elles  dérivent.  Otto  Hessc, 

*^«"i liant  disciple  de  Jacobi,  développe  d'une  manière  admirable 

^<^lle  méthode  des  homogènes  à  laquelle  Pliicker  peut-être  n'avait 

P^25    su  donner  toute  sa  valeur.  Boole  découvre  dans  les  polaires 

"^     I^billier   la    première   notion    du    covariant;   la    théorie   des 

'<^«*«i<es  se  crée  par  les  travaux  de  Cayley,  de  Sylvester,  d'Hermite, 

"C    Urioschi.  Plus  lard,  Aronhold,  Clebsch  cl  Gordan  et  d'autres 

S^^^ïï^èlres  encore  vivants  lui  fournissent  ses  notations  définitives, 

*^^**«-* lissent   le    théorème    fondamental    relatif  à  la  limitation    du 

"^^'■^lire  des  formes  covarianlcs  et  achèvent  ainsi  de  lui  donner 

^ *■  •^^  sou  ampleur. 

*-—^  théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  édifice  principalement 

P^i*    l'école  de  Mongc,  s'enrichit  d'une  foule  de  propriétés  élé- 

^^■•*>cs,  établies  principalement  par  O.  Hesse,  qui  doit  trouver 

P*U:i    lard   en   Paul    Serret  un  digne  émule  et  un   continuateur. 

*--es  propriétés  des  polaire:)  des  courbes  algébriques  sont  dévc- 

Ppécs  par  Pliicker  cl  surtout  par  Steincr.  L'étude  déjà  ancienne 

^^    courbes  du   troisième  ordre    est   rajeunie   et   enrichie   d'une 

•Ouif»  (rélémcnls    nouveaux.   Stciner,   le    premier,   étudie    par  la 

^■*^ométrie  pure  les  tangentes  doubles  des  courbes  du  quatrième 
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ordre,  el  liesse,  aprùs  lui,  appli(|ue  les  inélliodcs  de  l'algèbre  à 
celle  belle  queslion,  ainsi  qu'à  celle  des  points  d'inflexion  des 
courbes  du  Iroisième  ordre. 

La  nolion  de  classe  inlroduile  par  Gergonne,  Tétude  d'un 
paradoxe  en  parlie  élucidé  par  Poncelet  et  relatif  aux  degrés 
respeclifs  de  deux  courbes  polaires  réciproques  l'une  de  l'autre, 
donnent  naissance  aux  recherches  de  Plucker  relatives  aux  sin- 
gularités dites  ordinaires  des  courbes  planes  algébriques.  I^s 
célèbres  formules  auxquelles  Plucker  est  ainsi  conduit  sont  plus 
tard  étendues  par  Cajiey  et  par  d^autres  géomètres  aux  courbes 
gauches  algébriques,  par  Cayley  encore  et  par  Salmon  aux  sui^ 
faces  algébriques.  Les  singularités  d*ordre  supérieur  sont  à  leur 
tour  abordées  par  les  géomètres;  contrairement  à  une  opinion 
alors  très  répandue,  Halphen  démontre  que  chacune  de  ces  sin- 
gularités ne  peut  être  considérée  comme  équivalente  à  un  cer- 
tain groupe  de  singularités  ordinaires  et  ses  recherches  closent 
pour  un  temps  celte  difficile  et  importante  question. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  Steiner,  Cayley,  Salmon,  Cremona 
se  rencontrent  dans  l'étude  des  surfaces  du  troisième  ordre;  et, 
conformément  aux  prévisions  de  Steiner,  cette  théorie  devient 
aussi  simple  cl  aussi  facile  que  celle  des  surfaces  du  second  ordre. 

Les  surfaces  réglées  algébriques,  si  importantes  pour  les  ap- 
plications, sont  étudiées  par  Chasies,  par  Cayley  dont  on  retrouve 
Tinnuence  el  la  iracc  Awn^  toutes  les  recherches  nialhéinatiques, 
par  Crcniona,  Salniôn,  La  Gournerie;  elles  le  seront  plus  tard 
par  Pliickrr  dans  un  lra\all  sur  lequel  nous  aurons  à  revenir. 

L'élude  do  la  surface  gtMiérale  du  quatrième  ordre  paraît  être 
trop  diflicilc  encore;  mais  celle  des  surfaces  particulières  de  cet 
ordre  avec  j)oinls  mulliples  ou  lignes  multiples  est  commencée, 
avec  Pliicker  pour  la  surface  des  ondes,  avec  Steiner,  Kummer, 
Cayley,  Moutard,  Laj;uerre,  Cremona  el  bien  d'autres  chercheurs. 
(liianl  à  la  théorie  des  courbes  gauches  algébriques,  enrichie  dans 
SOS  parlios  élénionlaires,  elle  reooil  eulin,  parles  travaux  d'Halphen 
ol  do  Nœlhor  (pTil  nous  est  impossible  de  séparer  ici,  les  plus 
nolablos  acoroissemeiils.  Une  ihéorie  nouvelle  de  grand  avenir 
naîl  avoo  les  travaux  de  Chasies,  de  Clebsch  et  de  Cremona;  elle 
ccMKcrno  l\'tudo  de  toutes  les  courbes  algébriques  qui  peuvent 
olrc  liact'cs  sur  une  surface  déterminée. 
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L^homographie  el  la  corrélation,  ces  deux  mélhodes  de  irans- 
formation  qui  ont  été  l'origine  lointaine  de  toutes  les  recherches 
précédentes,  en  reçoivent  à  leur  tour  un  accroissement  inattendu  : 
elles  ne  sont  pas  les  seules  qui  fassent  correspondre  un  seul  élé- 
ment à  un  seul  élément,  comme  aurait  pu  le  montrer  une  trans- 
formation particulière  brièvement  signalée  par  Poncelct  dans  le 
Traité  des  propriétés  projectiles.  Pliicker  définit  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques  ou  imersion  dont 
Sir  W.  Thomson  et  Liouville  ne  tardent  pas  à  montrer  toute  l'im- 
portance, tant  pour  la  Physique  mathématique  que  pour  la  Géomé- 
trie. Un  contemporain  de  Môhius  et  de  l^liicker,  Magnus,  croit 
avoir  trouvé  la  transformation  la  plus  générale  qui  fasse  corres- 
pondre un  pointa  un  point,  mais  les  recherches  de  Cremona  nous 
apprennent  que  la  transformation  de  Magnus  n'est  que  le  premier 
terme  d'une  série  de  transformations  birationnelles  que  le  grand 
géomètre  italien  nous  apprend  à  déterminer  méthodiquement,  au 
moin^  pour  les  figures  delà  Géométrie  plane.  Les  transformations 
de  Cremona  conserveront  longtemps  un  grand  intérêt,  bien  que 
des  recherches  ultérieures  nous  aient  appris  qu'elles  se  ramènent 
toujours  à  une  série  d^applications  successives  delà  transformation 
de  Magnus. 

VI. 

Tous  les  travaux  que  nous  venons  d'énumérer,  d'autres  sur 
lesquels  nous  reviendrons  plus  loin,  trouvent  leur  origine  el,  en 
quelque  sorte,  leur  premier  moteur  dans  les  conceptions  de  la 
Géométrie  moderne;  mais  le  moment  est  venu  d'indiquer  rapide- 
ment une  autre  source  de  grands  progrès  pour  les  éludes  de  Géo- 
métrie. La  théorie  des  fonctions  elliptiques  de  Legendre,  trop 
négligée  par  les  géomètres  français,  est  développée  et  agrandie  par 
Abel  et  Jacohi.  A.vec  ces  grands  géonièlres,  bienlôt  suivis  de  llie- 
iiiann  et  de  Wcierstrass,  la  théorie  des  fonctions  ahéliennes  que, 
plus  lard,  l'Algèbre  essaiera  de  suivre  avec  ses  seules  ressources, 
vient  apporter  à  la  Géométrie  des  courbes  eldes  surlacos  unecon- 
Iribulion  dont  Timportance   ne  cessera   de   giandir. 

Déjà  Jacobi  avait  employé  Tanalyse  des  fonctions  ellipli(|ues  à 
la  démonstration  des  célèbres  lliéorènies  de  PoncelcL  sur  les  poly- 
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o;oncs  ioscrils  et  circonscrits,  înaiigtirant  ainsi  un  chapitre  qni 
s'est  enriclii  depuis  d'une  foule  de  résultats  ëlégants;  il  avait  ob- 
tenu aussi,  par  des  ni(Hhodes  se  rattachant  à  la  Géométrie,  Tinté- 
^ration  des  équations  abéliennes. 

Mais  cV'st  Clebscli  qui,  le  premier,  montra  dans  une  longue 
série  de  travaux  toute  rim|)orlance  de  la  notion  de  genre  d^uoe 
courbe,  due  ù,  Abcl  et  à  Riemann,  en  développant  une  foule  de 
résultats  et  de  solutions  élégantes  que  Temploi  des  intégrales 
abéliennes  ])araissait,  tant  il  était  simple,  rattachera  leur  véritable 
point  de  départ.  L'élude  des  points  d^inflexion  des  courbes  di 
troisième  ordre,  celle  des  tangentes  doubles  des  courbes  du  qua 
triéme  ordre  et,  en  f;énéral,  la  théorie  de  Tosculalion  sur  laquell 
s'étaient  si  souvent  exercés  les  anciens  et  les  modernes,  furec: 
rattachées  au  beau  problème  de  la  division  des  fonctions  cilipr 
tiques  et  des  fonctions  abéliennes. 

Dans  un  de  ses  Mémoires,  Clebsch  avait  étudié  les  courh 
rationnelles  ou  de  genre  zéro;  cela  le  conduisit,  vers  la  fin 
sa  vie  trop  courte,  ù  envisager  ce  qu'on  peut  appeler  aussi  1 
surfaces  rationnelles,  celles  qui  peuvent  être  simplement  repr 
sentées  par  un  plan.  Il  y  avait  là  un  vaste  champ  de  recherche 
ouvert  déjà  pour  les  cas  élémentaires  par  Chasies,  et  dans  lequel 
Clebsch  fut  suivi  par  Cremona  et  beaucoup  d'autres  savants. 
C'est  à  cette  occasion  que  Cremona,  généralisant  ses  recherche 
de  Géométrie  piano,  fil  connaître  non  plus  la  totalité  des  trans- 
formalions  biralionnelles  de  l'espace,  mais  quelques-unes  des 
plus  inléressaïUes  parmi  ces  transformations.  L'extension  de  la 
notion  de  ^'cnre  au\  surfaces  algébri(|ues  est  déjà  commencée; 
déjà  aussi  des  travaux  de  liante  valeur  ont  montré  que  la  théorie 
des  in  lé»;  raies  simples  ou  multiples  de  diflérenticlles  algébriques 
trouvera,  dans  l'élude  des  surfaces  comme  dans  celle  des  courbes, 
un  champ  étendu  d  applications  importantes;  mais  ce  n'est  pas  au 
raj)p()rleur  de  la  Géométrie  qu'il  convient  d'insister  sur  ce  sujet. 


VIL 

Pendant  (|ue  se  constituaient  ainsi  les   méthodes  mixtes  dont 
nous  \ ('lions  (Tindicpier  les  principales  applications,  les  géomètres 
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P^ts  ne  restaient  pas  inaclifs.   Poînsot,  le  créateur  de  la  théorie 
^^s  couples,  développait,  par  une  méthode  purement  géométrique, 
*  celle,  disait-il,  où  l'on  ne  perd  de  vue,  à  aucun  moment,  Tobjet 
^c  la  recherche  »  la  théorie  de  la  rotation  d'un  corps  solide  que 
'^s  recherches  de  d'Alemberl,  d'Euler  et  de  Lagrange  semblaient 
^voir  épuisée ^  Chasies  apportait  une  contribution  précieuse  à  la 
^'nématique  par  ses  beaux  théorèmes  sur  le  déplacement  d'un 
corps  solide,  qui  ont  été  étendus  depuis  par  d'autres  méthodes 
éiéganlesau  cas  où  le  mouvement*  a  des  degrés  divers  de  liberté. 
"  /disait  connaître    ces    belles  propositions   sur   l'attraction  en 
S^oéral,  qui  figurent  sans  désavantage  à  côté  de  celles  de  Green  et 
ueGavss.  Chasies  et  Sleiner  se  rencontraient  dans  l'étude  de  rat- 
traction  des  ellipsoïdes  et  montraient  ainsi  une  fois  de  plus  que  la 
Géoocm^trie  a  sa  place  marquée  dans  les  questions  les  plus  hautes 
du  calcul  intégral. 

Sleiner  ne  dédaignait  pas  de  s'occuper  en  même  temps  des 
parties  élémentaires  de  la  Géométrie.  Ses  recherches  sur  les  con- 
tacts des  cercles  et  des  coniques,  sur  les  problèmes  isopérimé- 
inqu^s,  sur  les  surfaces  parallèles,  sur  le  centre  de  gravité  de 
courl>ure  excitaient  l'admiration  de  tous  par  leur  simplicité  et  leur 
profondeur. 

Cttasles  introduisait  son  principe  de  correspondance  entre  deux 
objets  variables  qui  a  donné  naissance  à  tant  d'applications;  mais 
ici  l  analyse  reprenait  sa  place  pour  étudier  le  principe  dans  son 
essence,  le  préciser  et  le  généraliser.  U  en  fut  de  même  en  ce  (jui 
concernait  la  fameuse  théorie  des  caractéristiques  et  les  nom- 
breuses recherches  de  de  Jonquières,   de  Chasies,   de  Crcmona, 
d'autres  encore,  qui  devaient  fournir  les  bases  d'une  branche  nou- 
velle de  la  Science, la  Géométrie  énumérati^'e.  Tendant  plusieurs 
^noees,  le   célèbre   postulat    de    Chasies   fut  admis  sans  aucune 
^bj^ction;  une  foule  de  géomètres  crurent  Tavoir  établi  d'une  ma- 
nière irréfutable.   Mais,  comme   disait  alors  Zeuthen,  il  est  bien 
Jifficilede  reconnaître  si,  dans  les  dêmonslralions  de  ce  genre,  il 
nC  subîiisle  pas  toujours  quelque  point  (aible  que  leur  auteur  n'a 
point  aperçu;  cl,  en  effet,  Halphen,  a|)rès  des  essais  infructueux, 
venait  couronner  définitivement  toutes  ces   recherches   en   indi- 
qtiant  nettement  dans  (juels  cas  on  |)cut  admettre  le  postulat  de 
Chasies  et  dans  quels  cas  il  faut  le  rejeter. 
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VIII. 


Tels  sonl  les  principaux  travaux  qui  ont  remis  en  honneur 
synthèse  géoniclrique  et  lui  ont  assuré,  au  cours  du  siècle  demie 
la  place  qui  lui  revient  dans  la  recherche  mathématique.  De  nos 
breux  et  illustres  travailleurs  ont  pris  part  à  ce  grand  mouveme 
géométrique,  mais  il  faut  reconnaître  (|u'il  eut  comme  chcfsi. 
comme  conducteurs   Chasics  et  Steiner.  Tel  était  l'éclat  jeté  ^ 
leurs  merveilleuses  découvertes  qu'elles  ont  rejeté  dans  l'omis 
au  moins  d'une  manière  momentanée,  les  publications  d'aufc 
géomètres  modestes,  moins  préoccupés  peut-être  de  trouver   « 
applications  brillantes,  propres  à  faire  aimer  la  Géométrie,  que^ 
constituer  cette  science  elle-même  sur  une  base  absolument  solE 
Leurs  travaux  ont  reçu  peut-être  une  récompense  plus  tardS 
mais  leur  influence  croît  chaque  jour;  elle  s'accroîtra  sans  do 
encore.  Les  passer  sous  silence  serait  sans  doute  négliger  un 
principaux   facteurs  qui  joueront   leur  rôle  dans  les  recherc 
futures.  C'est  surtout  à  v.  Staudt  que  nous  faisons  allusion  eiff 
moment.  Ses  travaux  géométriques  ont  été  exposés  dans  deux  C 
vrages  de  grand  intérêt  :  la  Géométrie  der  Loge,  parue  en  i8^ 
et  les  Beitrdge  zur  Géométrie  der  Lage,  publiées  en  i856,  c'es 
à-dire  quatre  ans  après  la  Géométrie  supérieure. 

Chasies,  nous  l'avons  vu,  s'était  préoccupé  de  constituer 
corps  de  doctrine  indépendant  de  l'analyse  de  Descartes  et  il  i 
avait  pas  complètement  réussi.  Nous  avons  indiqué  déjà  un  c 
reproches  que  l'on  peut  adresser  à  ce  système  :  les  éléments  in 
ginaires  n'y  sont  définis  que  par  leurs  fonctions  symétriques, 
qui  les  exclut  nécessairement  d'une  foule  de  recherches.  D'au 
part,  l'emploi  constantdu  rapport  anharmonique,  des  transversa 
et  de  l'involution,  qui  exige  des  transformations  analytiques  f 
quentes,  donne  à  la  Géométrie  supérieure  un  caractère  presf 
exclusivement  métrique  qui  l'éloigné  notablement  des  métho< 
de  Poncclet.  Revenant  à  ces  méthodes,  v.  Staudt  s'attach: 
constituer  une  géométrie  affranchie  de  toute  relation  métrique 
reposant  exclusivement  sur  les  rapports  de  situation.  C'est  d; 
cet  esprit  qu'a  été  conçu  son  premier  Ouvrage,  la  Géométrie  i 
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de   1847*  Li'^uteur  y  prend  pour  point  de  départies  pro- 
^lés  harmoniques  du  quadrilatère  complet  et  celles  des  triangles 
cnologiques,  démontrées  uniquement  par  des  considérations  de 
géométrie  à  trois  dimensions,  analogues  à  celles  dont  a  fait  un  si 
uent  usage  TÉcole  de  Monge. 
Dans  celle  première  partie  de  son  œuvre,  v.  Staudt  a  négligé 
lièremenl  les  éléments  imaginaires.    C'est  seulement  dans  les 
S^itràge,  son  second  Ouvrage,  qu'il  est  parvenu,  par  une  ex- 
tension très  originale  de  la  méthode  de  Chasies,   à  définir  géo- 
mélriquement  un    élément  imaginaire   isolé   et  à    le    distinguer 
de  son  conjugué.  Cette  extension,  bien  que  rigoureuse,  est   pé- 
nible et  très  abstraite.  On  peut  la  définir  en  substance  comme 
■*   suit  :   deux    points   imaginaires    conjugués    peuvent    toujours 
^ire   considérés  comme  les  points  doubles  d'une  involution  sur 
wne   droite  réelle;  et  de  même  qu'on   passe  d'une  imaginaire  à 
5*  conjuguée  par  le  changement  de  /  en  — 1,  de  même  on  distin- 
guera  les    deux    points    imaginaires   en   faisant   correspondre  à 
chacun  l'un  des  deux  sens  différents  que  l'on  peut  attribuer  à  la 
droite.  Il  y  a  là  quelque  chose  d'un  peu  artificiel;  le  développe- 
''^^'it  de  la  théorie  élevée  sur  de  telles  bases  est  nécessairement 
^^'ï^pliqué.  Par  des  méthodes   purement  projeclives,   v.   Staudt 
*^^^l>lil  toute  une  méthode  de  calcul  des  rapports  anharmoniques 
«les     éléments  imaginaires  les  plus  généraux.  Comme  toute  géo- 
'^^^tirie,  la  géométrie  projeclive  emploie  la  notion  de  l'ordre  et 
^■"cîre  engendre  le  nombre;  on  ne  saurait  donc  s'étonner  que 
^*     Staudt  ait   pu    constituer  sa   méthode  de  calcul;  mais  il  faut 
^■^cfcirer  fingéniosilé  qu'il  a  dû  déployer  pour  y  parvenir.  Malgré 
^^    «(Torts  des  géomètres  distingués  qui  ont  essayé  d'en  simplihcr 
^x.  position,  nous  craignons  que  cette  partie  de  la  géométrie  de 
•    ^laudt,  pas  plus  que  la  géométrie  d'ailleurs  si  intéressante  du 
^*^^^foiid  penseur  Grassmann,  ne  puisse  prévaloir  contre  les  mé- 
*^odes  analytiques  qui  ont  conquis  aujourd'hui  la  faveur  presque 
^^■^•verselle.  La  vie  est  courte,  les  géomètres  connaissent  et  pra- 
^^  tient  aussi  le  principe  de  la  moindre  action.  Malgré  ces  craintes 
T^*  Qe  doivent  décourager  personne,  il  nous  parait  que,  sous  la 
^^•'^e  première  qui  lui  a  été  donnée  par  v.  Staudt,  la  géométrie 
^■'ojective  doit  devenir  la  compagne  nécessaire  de  la  géométrie 
^*€rîptive,  qu'elle  est  appelée  à  renouveler  celte  géométrie  dans 
^««1/.  de9  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXVIII.  (Septembre  1904.)       18 
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son  esprit,  ses  procédés  et  ses  applications.  C'est  ce  qui  a  déji 
compris  dans  plusieurs  pays,  et  notamment  eu  Italie  où  le  gi 
géomètre  Cremona  n'avait  pas  dédaigné  d'écrire,  pour  les  éc( 
un  Traité  élémentaire  de  Géométrie  projective. 


IX. 

Dans  les  articles  qui  précèdent,  nous  avons  essayé  de  suivr 
de  faire  apparaître  nettement  les  conséquences  les  plus  lointal 
des  méthodes  de  Monge  et  de  Poncelet.  En  créant  les  coordoui 
tangentielles  et  les  coordonnées  homogènes,  Pliicker  avait  ji 
épuiser  tout  ce  que  pouvaient  fournir  à  l'analyse  la  méthode 
projections  et  celle  des  polaires  réciproques.  Il  lui  restait,  ver 
fin  de  sa  vie,  à  revenir  sur  ses  premières  recherches  pour 
donner  une  extension  qui  devait  élargir  dans  des  proporti 
inattendues  le  domaine  de  la  Géométrie. 

Précédée  par  des  recherches  innombrables  sur  les  systèmej 
lignes  droites,  dues  à  Poinsot,  Mobius,  Chnsles,  Dupin,  Ma 
Hamilton,  Kummer,  Transon,  surtout  à  Cayley  qui  a  introdui 
premier  la  notion  des  coordonnées  de  la  droite,  recherches 
ont  leur  origine,  soit  dans  la  statique  cl  la  cinématique,  soit  d 
Toptique  géomctri(|ue,  la  géonïétrie  de  la  ligne  droite  de  Pliic 
sera  toujours  regardée  comme  la  partie  de  son  œuvre  où  Ton  i 
contre  les  idées  les  plus  neuves  et  les  plus  intéressantes.  ( 
Pliicker  ait  constitué  le  premier  une  étude  méthodique  de  la  li 
droite,  cela  est  déjà  important,  mais  cela  n'est  rien  à  côté  d( 
(|u'il  a  découvert.  On  dit  quelquefois  que  le  principe  de  dua 
met  en  évidence  ce  fait  que  le  plan,  aussi  bien  que  le  point,  | 
être  considci'é  comme  un  élément  de  l'espace.  Cela  v<l  vrai;  m 
en  ajoutant  la  ligne  droite  comme  élément  possible  de  Fesp 
au  plan  cL  au  point,  Pliicker  a  été  conduit  à  reconnaître 
n'iin[)oi'te  quelle  courbe,  n'im[)orte  quelle  surface  peuvent  a 
être  considérées  comme  ('léments  de  l'espace,  et  ainsi  est  née 
Géométrie  nouvelle  qui  a  déjà  inspiré  un  grand  nombre  de  Iravs 
{|ui  en  suscitera  plus  encore  à  Tavenir.  Une  belle  découverte  ( 
nous  parlerons  plus  loin  a  déjà  rattaché  la  géométrie  des  sph 
à  celle  des  lignes  droites  et  permis  d'introduire  la  notion  des  c 
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(loDDées  d^une  sphère.  La  ihéorie  des  syslèmes  de  cercles  est  déjà 
commencée;  elle  sb  développera  sans  doute  quand  on  voudra  élu- 
di'er  la  représentation,  que  nous  devons  à  Laguerre,  d'un  point 
/iDagioaire  dans  Tespace  par  un  cercle  orienté. 

IVlais  avant  d'exposer  le  développement  de  ces  idées  nouvelles 

qui     ont  vivifié   les   méthodes  infinitésimales  de    Monge,   il   laul 

quo    nous   revenions   en    arrière   pour   reprendre    l'histoire    des 

braicftches    de   la    Géométrie   que    nous    avons   négligées  jusqu'à 

pi-^^cnt. 

X. 

I^armi  les  travaux  de  l'Ecole  de  Monge,  nous  nous  sommes 
bornés  jusqu'ici  à  considérer  ceux  qui  se  rattachent  à  la  Géomé- 
trie yinie;  mais  quelques-uns  des  disciples  de  Monge  s'attachèrent 
surloiil  à  développer  les  notions  nouvelles  de  géométrie  infinité- 
siiu£i le  apportées  par  leur  maître  sur  les  courbes  à  double  cour- 
bure, sur  les  lignes  de  courbure,  sur  la  génération  des  surfaces, 
notions  qui  sont  exposées  au  moins  en  partie  dans  VApplica- 
i^on,  de  r Analyse  à  la  Géométrie,  Parmi  eux,  nous  devons  citer 
^-^ncrel,  auteur  de  beaux  travaux  sur  les  courbes  gauches  et  sur- 
tout Charles  Dupin,  le  seul  peut-être  qui  ait  suivi  toutes  les  voies 
ouvertes  par  Monge. 

Entre  autres  travaux,  on  doit  àDupin  deux  ouvrages  que  Monge 

^  aurait  pas  hésité  à  signer  :  les  Déi^eloppenients  de  Géométrie 

pUF*^^  parus  en  i8i3,  et  les  Applications  de  Géométrie  et  de  Mé- 

^^^^fnqae,  qui  datent  de  1822.  C'est  là  qu'on  trouve  celte  notion 

^    ^^indicatrice  qui  devait  renouveler,  après  Eulcr  et  Meunier, 

^^t€  la  théorie  de  la  courbure,  celle  des  tangentes  conjuguées, 

^s  lignes  asjmptotiques  qui  ont  pris  une  place  si  importante  dans 

^^    l'echerches  récentes.  JNous  ne  saurions  oublier  la  détcrmina- 

**^'^    de  la   surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  des 

^'^^les,  ni  surtout  le  Mémoire  sur  les  systèmes  triples  de  suifnces 

^'-■iogonales  où  se  lrou\e,  en  même  temps  (|iic  la  découverte  du 

^}*tt;*uie  triple  formé  de  surfaces  du  second  degré,  le  célèbre  théo- 

'^^ïUe  auquel  le  nom  de  Dupin  demeurera  attaché. 

^ous  l'influence  de  ces  travaux  et  de  la  renaissance  des  mé- 
luodes  synthétiques,  la  géométrie  des  infiniment  petits  reprenait 
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dans  toutes  les  recherches  la  jilace  que  Lagrange  avait  voulu  lui 
arracher  pour  toujours.  Chose  singulière,  les  méthodes  géomé- 
triques ainsi  restaurées  allaient  recevoir  la  plus  vive  impulsion  à 
la  suite  de  la  publication  d\]n  Mémoire  qui,  au  premier  abord  tout 
au  moins,  parait  se  rattacher  à  la  plus  pure  analyse;  nous  voulons 
parler  de  l'écrit  célèbre  de  Gauss  :  Disquisitiones générales  circa 
superficies  curvas  qui  fut  présenté  en  1827  à  la  Société  de  Gœl- 
lingue  et  dont  Tapparilion  marque,  on  peut  le  dire,  une  date  déci- 
sive dans  riiistoire  de  la  Géométrie  infinitésimale. 

A  partir  de  ce  momeni,  la  méthode  infinitésimale  prit  en  France 
un  essor  jusque-là  inconnu.  Frenet,  Bertrand,  Molins,  J.-A.  Serrel, 
Bouquet,  Puiseux,  Ossian  Bonnet,  Paul  Serret  développèrent  la 
théorie  des  courbes  gauches.  Liouville,  Chastes,  Minding  se  joi- 
gnirent à  eux  pour  poursuivre  Tétude  méthodique  du  Mémoire  de 
Gauss.  L'intégration  faite  par  Jacobi  de  Péquation  diOerentielIe 
des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  suscita  un  grand  nombre  de 
recherches.  En  même  temps,  les  problèmes  étudiés  dans  VAp^ 
plication  de  C Analyse  de  Monge,  furent  largement  développés. 
La  détermination  de  toutes  les  surfaces  ayant  leurs  lignes  de  cour- 
bure planes  ou  sphériques  vint  compléter,  de  la  manière  la  plus 
heureuse,  qiiel(|ues-uns  des  résultats  partiels  déjà  obtenus  par 
Mooge. 

A  ce  momeni,  un  géomètre  des  plus  pénétrants,  suivant  le 
jugement  de  Jacobi,  Gabriel  Lamé,  qui,  comme  Charles  Sturm, 
avait  commence  par  la  Géométrie  pure  et  avait  déjà  apporté  à  cette 
science  les  contributions  les  plus  intéressantes  par  un  petit  Ouvrage 
publié  en  1817  et  par  des  Mémoires  insérés  dans  \^^  Annales  de 
Geigonno,  utilisait  les  résultats  obtenus  par  Dupin  et  Binet  sur  le 
système  des  surfaces  homofocales  du  second  degré  et,  s'clevantàla 
notion  des  coordonnées  curvilignes  de  l'espace,  il  devenait  le 
créiiteur  de  toute  une  théorie  nouvelle  destinée  à  recevoir  dans  la 
Physi(|ue  mathénïatique  les  applications  les  plus  variées. 


XI. 

Ici  encore,  dans  cette  branche  infinitésimale  de  la  Géométrie, 
on  retrouve  les  deux  tendances  que  nous  avons  signalées  à  propos 
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^^   \a    Géométrie  des  quantités  finies.  Les  uns,  au  nombre  des- 
(\v^^\s  il  faut  placer  J.  Bertrand  et  O.  Bonnet,  veulent  constituer 
«^e  méthode  autonome  qui  repose  directement  sur  l'emploi  des 
infiniment  petits.  Le  grand  Traité  de  Calcul  différentiel  y  de  Ber- 
trand, contient  plusieurs  Chapitres  sur  la  théorie  des  courbes  et 
des  surfaces  qui  sont,  en  quelque  sorte,  Tilluslration  de  celte  con- 
ception. Les  autres  suivent  les  voies  analytiques  usuelles  en  s'at- 
iachant  seulement  à  bien  reconnaître  et  à  mettre  en  évidence  les 
éléments  qui  doivent  figurer  au  premier  plan.  Ainsi  fait  Lamé  en 
introduisant  sa  théorie  des  paramètres  différentiels.  Ainsi   fait 
Beltrami  en  étendant  avec  beaucoup  d'ingéniosité  l'emploi  de  ces 
invariants  différentiels  au  cas  de  deux  variables  indépendantes, 
c'est-à-dire  à  Tétude  des  surfaces. 

Il  senible  qu'aujourd'hui  on  se  rallie  à  une  méthode  mixte  dont 
Forigine  se  trouve  dans  les  travaux  de  Ribaucour,  sous  le  nom  de 
périniorphie.  On  conserve  les  axes  rectangulaires  de  la  Géométrie 
analytique,  mais  en  les  rendant  mobiles  et  en  les  rattachant  de  la 
manière  qui  paraît  la  plus  commode  au  système  (|ue  Ton  veut  étu- 
dier. Ainsi  disparaissent  la  plupart  des  objections  que  l'on  a 
adressées  à  la  méthode  des  coordonnées.  On  réunit  les  avantages 
de  ce  que  l'on  appelle  quelquefois  la  Géométrie  intrinsèque  à 
ceux  qui  résultent  de  l'emploi  de  l'analyse  régulière.  Celte  analyse 
d'ailleurs  n'est  nullement  abandonnée;  les  complications  de  calcul 
qu'elle  entraîne  presque  toujours,  dans  ses  applications  à  Tétude 
des  surfaces  et  des  coordonnées  rectilignes,  dispar;nsscnt  le  plus 
souvent  si  l'on  emploie  les  notions  sur  les  invariants  et  les  cova- 
riants  des  forces  quadratiques  de  difr«*rentielles  que  nous  devons 
aux  recherches  de  Lipschitz  et  de  ChristofTel,  inspirées  par  les 
études  de  Riemann  sur  la  Géoniéiric  non  euclidienne. 


XII. 


Les  résultats  de  tant  de  travaux  ne  se  sont  pas  fait  attendre.  La 
notion  de  la  courbure  géodésique  que  Gauss  possédait  déjà,  mais 
sans  l'avoir  publiée,  a  été  donnée  par  Bonnet  et  Liouville,  la 
théorie  des  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  sont  fonctions 
Tun  de  l'autre,  inaugurée  en  Allemagne  par  deux  propositions  qui 
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figureraient  sans  désavantage  dans  le  Mémoire  de  Gauss,  a  été  en- 
richie par  Ribancoiir,  Halphen,  S.  Lie  et  par  d^autres,  d^une  foule 
de  propositions.  Parmi  ces  propositions,  les  unes  concernent  ces 
surfaces  envisagées  d\ine  manière  générale;  d'autres  s'appliquent 
aux.  cas  particuliers  où  la  relation  entre  les  rayons  de  courbure 
prend  une  forme  particulièrement  simple  :  aux  surfaces  mînima, 
par  exemple,  et  aussi  aux  surfaces  à  courbure  constante,  positive 
ou  négative. 

Les  surfaces  minima  ont  été  l'objet  de  travaux  qui  font  de  leur  ■ 
étude  le  chapitre  le  plus  attrayant  de  la  Géométrie  infinitésimale. 
L'intégration  de  leur  équation  aux  dérivées  partielles  constitue 
une  des  plus  belles  découvertes  de  Monge;  mais,  par  suite  de  l'im- 
perfection de  la  théorie  des  imaginaires,  le  grand  géomètre  n'avait 
pu  lirer  de  ses  formules  aucun  mode  de  génération  de  ces  sur- 
faces, ni  même  aucune  surface  particulière.  Nous  ne  reviendrons 
pas  ici  sur  Thislorique  détaillé  que  nous  avons  présenté  dans  nos 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  ;  mais  il  convient  de  rappeler 
les  recherches  fondamentales  de  Bonnet  qui  nous  ont  donné,  en 
particulier,  la  notion  des  surfaces  associées  à  une  surface 
donnée,  les  formules  de  Weierstrass  qui  établissent  un  lien  étroit 
entre  les  surfaces  minima  et  les  fonctions  d'une  variable  complexe, 
les  recherches  de  Lie  par  lesquelles  il  a  été  établi  que  les  formules 
mêmes  de  Monge  peuvent  aujourd'hui  servir  de  base  à  une  étude 
(rurtneuse  di^s  surfaces  minima.  En  cherchant  à  déterminer  les 
surfaces  minima  de  classes  ou  de  degrés  les  plus  petits,  on  a  été 
conduit  à  la  notion  des  surfaces  minima  doubles  qui  relève  de 
r.  \nalysis  si  fus. 

Trois  problèmes  d'inégale  importance  ont  été  étudiés  dans  cette 
théorie. 

Le  premier,  relatif  à  la  détermination  des  surfaces  minima 
inscrites  suivant  un  contour  donné  à  une  développable  également 
doniïée,  a  été  résolu  par  des  formules  célèbres  qui  ont  conduit  à 
un  i^rand  nombre  de  propositions.  Par  exemple,  toute  droite  tracée 
sur  une  telle  surface  est  un  axe  de  svmétiie. 

Le  second,  po^é  par  S.  Lie,  concerne  la  détermination  de  toutes 
les  surfaces  minima  algébriques  inscrites  ilans  une  développable 
algébrique,  sans  <jue  la  courbe  de  contact  soit  donnée.  Il  a  été 
aussi  entièrement  élucidé. 
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Le  troisième  et  le  pins  difficile  est  celui  que  les  physiciens  ré- 
solvent par  l'expérience,  en  plongeant  un  contour  fermé  dans  une 
solution  de  glycérine.  Il  concerne  la  détermination  de  la  surface 
mi  nima  passant  par  un  contour  donné. 

L.a  solution  de  ce  problème  dépasse  évidemment  les  ressources 
de  la  Géométrie.  Grâce  aux  ressources  de  l'Analyse  la  plus  haute,  il 
a  pu  être  résolu  pour  des  contours  particuliers  dans  le  Mémoire 
C€*lèl>re  de  Riemann  et  dans  les  recherches  profondes  qui  ont  suivi 
ou  accompagné  ce  Mémoire.  Pour  le  contour  le  plus  général,  son 
étude  a  été  brillamment  commencée,  elle  sera  continuée  par  nos 
Successeurs. 

^A.près  les  surfaces  minima,  les  surfaces  à  courbure  constante 

ae%^aiiient  attirer  Tattention  des   géomètres.   Une  remarque  ingé- 

'^■^*»se  de  Bonnet  rattache  les  unes  aux  autres  les  surfaces  dont 

'  ■!  rfe^ou  Taulre  des  deux  courbures,  courbure  moyenne  ou  cour- 

^*»  »*«  totale,  est  constante.  Bour  avait  annoncé  que  Téquation  aux 

"*^**î  ^ées  partielles  des  surfaces  à  courbure  constante  pouvait  être 

^^^*~r^  plètement  intégrée.  Ce  résultat  n'a  pu  être  retrouvé;  il  parait 

"^^■^■^e  plus  que  douteux  si  Ton  se  reporte  à  une  recherche  où 

^  •      l— ie  a  essayé  en  vain  d'appliquer  une  méthode  générale  d'inté- 

«^^"^  ^îon  des  équations  aux  dérivées  partielles  à  Féquation  parlicu- 

^^^■^^  (les  surfaces  à  courbure  constante.  Mais,  s'il  est  impossible  de 

^^  ^^rminer  en  termes  finis  toutes  ces  surfaces,  on  a  pu  du  moins 

^      obtenir  quelques-unes,  caractérisées  par  des  propriétés  spé- 

*^  «^îs,  telles  que  celle  d'avoir  leurs  lignes  de  courbure  planes  ou 

V  "^^riques;  et  l'on  a  montré,  en  employant  une  méthode  qui  réus- 

^ans  beaucoup  d'autres  problèmes,  que  Ton  peut  faire  dériver 

^      t.oute  surface  à  courbure  constante  une  infinité  (Taulres  sur- 

^^s  de  même  nature,  par  des  opérations  nettement  définies  qui 

^^«gent  que  des  quadratures. 

■^-a  théorie  de  la  déformation  des  surfaces  dans  le  sens  de  Gauss 

*  ^té  aussi  beaucoup  enrichie.  On  doit  à  Minding  et  à  Bour  l'élude 

^'^laillée  de  cette  déformation  spéciale  des  surfaces   réglées  qui 

l^^sse  rectilignes  les  génératrices.   Si    l'on  n'a  pu,   comme   nous 

^'^nons  de  le  dire,  déterminer  les  surfaces  applicables  sur  la  sphère, 

^n  s'est  attaqué  avec  plus  de  succès  à  d'autres  surfaces  du  second 

degré  et,  en  particulier,   au  paraboloïde  de  révolution.  L'élude 

systématique  de  la  déformation  des  surfaces  générales  du  second 
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degré  est  déjà  enlamée;  elle  est  de  celles  qui  donneronl  prochai—  « 
nement  les  résultats  les  plus  importants. 

La  théorie  de  la  déformation  infiniment  petite  conslilue   au —  ■ 
jourd'hui  un  des  chapitres  les  plus  achevés  de  la  Géométrie.  EU 
est  la  première  application  un  peu  étendue  d'une  méthode  géné- 
rale qui  paraît  avoir  beaucoup  d'avenir. 

Étant  donne  un  système  d'équations  difTérentielles  ou  aux  déri- 
vées partielles,  propre  à  déterminer  un  certain  nombre  d'incon- 
nues, il  convient  de  lui  associer  un  système  d'équations  que  nou: 
avons  appelé  système  auxiliaire  et  qui  détermine  les  système 
de  solutions  infiniment  voisins  d'un  système  donné  quelconque  d 
solutions.  Le  système  auxiliaire  étant  nécessairement  linéaire,  soia 
emploi  dans  toutes  les  recherches  fournit  de  précieuses  lumières 
sur  les  propriétés  du  système  proposé  el  sur  la  possibilité  d'em 
obtenir  l'intégration. 

La  théorie  des  lignes  de  courbure  et  des  lignes  asymptotiques^ 
a  été  notablement  étendue.  Non  seulement  on  a  pu  déterminer  ce.*^ 
deux  séries  de  lignes  pour  des  surfaces  particulières  telles  que  les 
surfaces  tétraédrales  de  Lamé;  mais  aussi,  en  développant  les 
résultats  de  Moutard  relatifs  à  une  classe  particulière  d'équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  on  a  pu  généra- 
liser tout  ce  qui  avait  été  obtenu  pour  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  planes  ou  sphériques,  en  déterminant  complètement 
toutes  les  classes  de  surfaces  pour  lesquelles  on  peut  résoudre  le 
problème  de  la  représentation  sphérique.  On  a  résolu  de  niéme 
le  problème  corrélatif  relatif  aux  lignes  asymptoliques  en  faisant 
connaître  toutes  les  surfaces  dont  on  peut  déterminer  en  termes 
finis  la  déformation  infiniment  petite.  Il  y  a  là  un  vaste  champ  de 
recherches  dont  l'exploration  est  à  peine  commencée. 

L'étude  infinil/'simale  des  congruences  rectilignes,  dcjà  com- 
mencée depuis  longtemps  par  Dupin,  Bertrand,  Hamilton,  Kum- 
mer,  est  venue  se  mêler  à  toutes  ces  recherches.  Kibaucour,  qui 
y  a  pris  une  part  prépondérante,  a  étudié  des  classes  particulières 
de  congruences  rectilignes  et,  en  particulier,  les  congruences  dites 
isotropes,  qui  interviennent  de  la  manière  la  plus  heureuse  dans 
Tétude  des  surfaces  minima. 

Les  systèmes  triples  orthogonaux  dont  Lamé  avait  fait  usage  en 
I^hysique  mathématique  sont  devenus  l'objet  de  recherches  syslé- 
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ai  triques.  Cayley  le  premier  a  formé  Téqualion  aux  dérivées  par- 
t^ielles  du  troisième  ordre  dont  on  avait  fait  dépendre  la  solution 
g^éKx^rale  de  ce  problème.  Le  système  des  surfaces  liomofocales  du 
seoond  degré  a  été  généralisé  et  a  donné  naissance  à  cette  théorie 
des  cyclides  générales  dans  laquelle  on  peut  emploiera  la  fois  les 
ressources  de  la  Géométrie  métrique,  de  la  Géométrie  projective 
et     de  la  Géométrie  infinitésimale.  On  a  fait  connaître  beaucoup 
d^aïutres  systèmes  orthogonaux.  Parmi  eux  il  convient  de  signaler 
les     s)'stèmes  cycliques  de  Kibaucour,  pour  lesquels  une  des  trois 
familles  admet  des  cercles  pour  trajectoires  orthogonales,  et  les 
sjrsièmes  plus  généraux  pour  lesquels  ces  trajectoires  orthogonales 
sont  simplement  des  courbes  planes.  L'emploi  systématique  des 
imaginaires,  qu'il  faut  bien  se  garder  d'exclure  de  la  Géométrie,  a 
permis  de  rattacher  toutes  ces  déterminations  à  l'étude  de  la  défor- 
mation finie  d\ine  surface  particulière. 

Parmi  les  méthodes  qui  ont  permis  d'établir  tous  ces  résultats, 
il  convient  de  noter  l'emploi  systématique  des  équations  linéaires 
ai]^  dérivées  partielles  du  second  ordre  et  des  systèmes  formés  de 
tel  les  équations.  Les  recherches  les  plus  récentes  montrent  que  cet 
^nriploi  est  appelé  à  renouveler  la  plupart  des  théories. 

La  Géométrie  infinitésimale  ne  pouvait  négliger  l'étude  des 
den:x  problèmes  fondamentaux  que  lui  posait  le  calcul  des  varia- 
it >ns. 

I-^  problème  du  plus  court  chemin  sur  une  surface  a  été  l'objet 

des    magistrales  études  de  Jacobi  et  d'Ossian  Bonnet.  On  a  pour- 

^^■•vi  l'élude  des  lignes  géodésiques,  on  a  appris  à  les  déterminer 

pc^i^ir  de  nouvelles  surfaces.   La   théorie  des  ensembles  est  venue 

P^  «"mettre  de  suivre  ces  lignes   dans  leur  cours  sur  une  surface 

^^^^Onée.  La  solution  d'un  problème  relatif  à  la  rej^résenlation  de 

^^Mï  surfaces  l'une  sur  l'autre  a  beaucoup  accru  l'intérêt  des  décou- 

^^*"tes  de  Jacobi  et  de  Liouville  relatives  à  une  classe  particulière 

^^     surfaces  dont  on  sait  déterminer  les  lignes  géodésiques.  Les 

^^^«jllats  qui  concernent  ce  cas  particulier  ont  conduit  à  l'examen 

^  M«ie  question  nouvelle  :  rechercher  tous  les  problèmes  de  calcul 

^es  variations  dont  la  solution  est  fournie  par  les  courbes  satis- 

*^isant  à  une  équation  différentiel  le  donnée. 

Enfin,  les  méthodes  de  Jacobi  ont  été  étendues  à  l'espace  à  trois 
^^mensions  et  appliquées  à  la  solution  d'une  question  qui  présen- 
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tait  les   plus  grandes  difficultés  :  Tétude  des  propriétés  de  m^ 
mum  appartenant  à  la  surface  minime  passant  par  un  zqv\\C^ 
donné. 

XIII. 

Parmi  les  inventeurs  qui  ont  contribué  au  développement  de  ^ 
Géométrie  infinitésimale,   Sophus  Lie  se   distingue   par  plusieu 
découvertes  capitales  qui  le  placent  au  premier  rang.  Il  n'était  p 
de  ceux  qui  laissent  paraître  dès  l'enfance  les  aptitudes  les  plu  ^ 
caractérisées  el,  au  moment  de  quitter  l'Université  de  Christiania 
en  i865,  il  hésitait  encore  entre  la  Philologie  et  les  Mathématiques 
Ce   sont  les  travaux  de  Pliicker  qui  lui  donnèrent  pour  la   pre- 
mière  fois  pleine  conscience  de  sa  véritable  vocation.  Il  publia  ei? 
i<S69  un   premier  travail  sur  Finlerprétation  des   imaginaires  e 
Géométrie  et,  dès  18^0,  il  était  en  possession  des  idées  directricess 
do  toute  sa  carrière. 

J'ai  eu  à  cette  époque  le  plaisir  de  le  voir  souvent,  de  l'entre- 
tenir à  Paris,  où  il  était  venu  avec  son  ami  F.  Klein.  Un  cours 
de  M.  Sylovv  suivi  par  Lie  lui  avait  révélé  toule  l'importance 
de  la  théorie  des  substitutions;  les  deux  amis  étudiaient  cette 
théorie  dans  le  grand  Traité  de  (].  Jordan;  ils  avaient  pleine 
conscience  du  rôle  important  qu'elle  était  appelée  à  jouer  dans 
tant  de  branches  des  Sciences  inathcnialicjues  où  elle  n'avait  pas 
encore  été  appliquée.  Ils  ont  eu  Tun  et  Taulre  la  bonne  fortune 
de  contribuer  par  leurs  travaux  à  imprimer  aux  études  mathé- 
matiques la  direction  qui  leur  avait  paru  la  meilleure. 

Drs  1870,  Sophus  Lie  présentait  à  r\cadémie  des  Sciences  de 
Paris  une  découverte  extrêmement  intéressante.  Rien  ne  ressemble 
moins  à  une  sphère  qu\ine  ligne  droite,  et  cependant  Lie  avait 
imaginé  une  transformation  singulière  qui  faisait  correspondre  une 
sphère  à  une  droite  et  permettait,  par  suite,  de  rattacher  tonte 
proposition  relative  à  ties  droites  à  une  proposition  relative  à  des 
sphères  et  t'/ce  ?;er5r7.  Dans  cette  méthode  si  curieuse  de  trans- 
formation, chaque  propriété  relative  aux  lignes  de  courbure  d'une 
surface  fournit  une  proposition  relative  aux  lignes  asjmplotiques 
de  la  surface  transformée.  Le  nom  de  Lie  demeurera  attaché  à  ces 
relations  si  cachées  qui  rattachent  Tune  à  Tautre  la  ligne  droite 
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et  la  sphère,  ces  deux  éléments  essentiels  et  fondamentaux  de  la 
recherche  géométrique.  Il  les  a  développées  dans  un  Mémoire 
rempli  d'idées  neuves  qui  a  paru  en  1872. 

Les  travaux  qui  suivirent  ce  brillant  début  de  Lie  confirmèrent 
pleinement  les  espérances  qu'il  avait  Tait  naître.  La  conception  de 
Pliîcker  relative  à  la  génération  de  l'espace  par  des  lignes  droites, 
par  des  courbes  ou  des  surfaces  arbitrairement  choisies,  ouvre  à 
la    ihëorie  des  formes  algébriques  un  champ  qui  n'a  pas  encore 
élé   exploré,  que  Clebsch  a  commencé  à  peine  à  reconnaître  et  à 
délimiter.  Mais,  du   côté  de   la  Géométrie   infinitésimale,   cette 
conception  a  été  mise  en  pleine  valeur  par  Sophus  Lie.  Le  grand 
géomètre  norvégien   a  su  d'abord  y  trouver  la  notion  des  con- 
gruences  et  des  complexes  de  courbes,  et  ensuite  celle  des  trans- 
formations de  contact  dont  il  avait  trouvé,  pour  le  cas  du  plan, 
le  premier  germe  dans  Pliicker.  L'étude  de  ces  transformations  l'a 
conduità  perfectionner,  en  même  temps  que  M.  Mayer,  les  méthodes 
d^iniégralion  que  Jacobi  avait  instituées  pour  les  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre;    mais   surtout  elle  jette   la 
lumière  la  plus  éclatante  sur  les  parties  les  plus  difficiles  et  les 
plus  obscures  des  théories  relatives  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  d'ordre  supérieur.  Elle  a  permis  à  Lie,  en  particulier, 
d'indiquer  tous   les  cas   dans    lesquels   la    méthode  des  caracté- 
ristiques de  Monge  est  pleinement  applicable  aux  équations  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendantes. 

En  continuant  l'étude  de  ces  transformations  spéciales,  Lie  fut 
conduit  à  construire  progressivement  sa   maj^istrale   th«''orie  des 
groupes  continus  de  transformations  et  à  mettre  en   évidence  le 
rôle  si  important  que  la  notion   de  groupe  joue   en    Géométrie, 
parmi  les  éléments  essentiels  de   ses   recherches,  il   convient  de 
signaler  les  transformations  infinitésimales  dont  Tidée  lui   appar- 
tient exclusivement. 

Trois  grands  Ouvrages  publiés  sous  sa  direction  par  d'habiles 
et  dévoués  collaborateurs  contiennent  l'essentiel  de  ses  travaux  et 
leurs  applications  à  la  théorie  de  l'intégration,  à  celle  des  unités 
complexes  et  à  la  Géométrie  non  euclidienne. 
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XIV. 

Me  voici  arrivé  par  une  voie  indirecte  à  celte  Géométrie 
euclidienne  dont  l'étude  prend  dans  les  recherches  des  géoraê 
une  place  qui  grandit  chaque  jour.  Si  j'étais  seul  à  vous  entrât 
de  Géométrie,  je  prendrais  plaisir  à  vous  rappeler  tout  ce  qui  a 
fait  sur  ce  sujet  depuis  Euclide,  ou  du  moins  depuis  Legea 
jusqu'à  nos  jours.  Envisagée  successivement  par  les  plus  grs 
géomètres  du  dernier  siècle,  la  question  s'est  progressiven 
élargie.  C'est  par  le  célèbre  postulat um  relatif  aux  parallèles 
l'on  a  commencé;  c'est  par  Tensemblc  des  axiomes  géométrie 
que  l'on  finit. 

Les  Éléments  d'EucIide,  qui  ont  résisté  au  travail  de  tan 
siècles,  auront  du  moins  l'honneur  de  provoquer,  avant  de  i 
une  longue  suite  de  travaux  admirablement  enchaînés  qui  coi 
bueroni,  de  la  manière  la  plus  efficace,  au  progrès  des  Mathé 
tiques,  en  m^me  temps  qu'ils  fourniront  aux  philosophes  les  pj 
de  dépari  les  plus  précis  et  les  plus  solides  pour  l'étude  de  Torij 
et  de  la  formation  de  nos  connaissances.  Je  suis  assuré  d'avance 
mon  distingué  collaborateur  n'oubliera  pas,  parmi  les  probU 
du  temps  présent,  celui-ci,  qui  est  le  plus  important  peul-élr 
dont  il  s'est  occupé  avec  tant  de  succès;  et  je  lui  laisse  le  soi 
le  développer  avec  toute  l'ampleur  qu'il   mérite  assurément 

Je  viens  de  parler  des  éléments  de  la  Géométrie.  Ils  ont 
depuis  cent  ans  des  accroissements  qu'il  convient  de  ne 
oublier.  La  théorie  des  polyèdres  s'est  enrichie  des  belles  dé 
verles  de  Poinsot  sur  les  polyèdres  étoiles  et  de  celles  de  Mi- 
sur  les  polyèdres  à  une  seule  face.  Les  méthodes  de  ti^nsfo 
tion  ont  élargi  l'exposition.  On  peut  dire  aujourd'hui  que  le  pre 
Livre  contient  la  théorie  de  la  translation  et  de  la  symétrie,  qi 
deuxième  équivaut  à  la  théorie  de  la  rotation  et  du  déplacen 
que  le  troisième  repose  sur  Thomothétie  et  l'inversion. 

Mais  il  faut  l)ien  reconnaître  que  c'est  grâce  à  l'Analyse  qu 
Eléments  se  sont  enrichis  de  leurs  plus  belles  propositions.  ( 
à  l'Analyse  la  plus  haute  que  nous  devons  l'inscription  des  f 
gones  réguliers  de   i^  cotés  et  des  polygones  analogues.  C'< 
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llo    <\VLe  nous  devons  les  démonslralions  si  longtemps  cherchées  de 

îfTBf>osstbilité  de  la  quadrature  du  cercle,  de  Timpossibilité  de 

:ert3ines  constructions  géométriques  à  Taide  de  la   règle  et  du 

compas.  C'est  à  elle  enfin  que  nous  devons  les  premières  démon- 

siraiioDS  rigoureuses  des  propriétés  de  maximum  et  de  minimum 

de  la  sphère.  11  appartiendra  à  la  Géométrie  d'intervenir  sur  ce 

lorrain  où  l'Analyse  l'a  précédée. 

Que  seront  les  éléments  de  la  Géométrie  au  cours  du  siècle  qui 
vient  de  commencer?  Y  aura-t-il  un  seul  Livre  élémentaire  de 
Géométrie?  C'est  peut-être  l'Amérique,  avec  ses  écoles  affranchies 
de  tout  programme  et  de  toute  tradition,  qui  nous  donnera  les 
meilleures  solutions  de  cette  importante  et  difficile  question. 
On  a  quelquefois  appelé  v.  Staudt,  YEucUde  du  xix®  siècle;  je 
préférerais  l'appeler  VEuclide  de  la  Géométrie  projectile;  mais 
cette  Géométrie,  quelque  intéressante  qu'elle  puisse  être,  est-elle 
appelée  à  fournir  la  base  unique  des  futurs  éléments? 


XV. 

Le  moment  esl  venu  de  clore  ce  trop  long  exposé  et  cependant 
il  J  a  une  foule  de  recherches  intéressantes  que  j*ai  été  pour  ainsi 
dire  contraint  de  néglfger.  J'aurais  aimé  à  vous  entretenir  de  ces 
Géométries  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  dont  la  notion 
remonte  aux  premiers  temps  de  TAIgèbre,  mais  dont  l'étude  sys- 
lémaiique  n'a  été  commencée  que  depuis  60  ans  par  Cajiej  et  par 
^ï^chy.  Ce  genre  de  recherches  a  trouvé  faveur  dans  votre  [)ajs, 
clje  n'ai  pas  besoin  de  rappeler  que  notre  illustre  président,  après 
setre  montré  le  digne  continuateur  de  Laplace  et  de  Le  Verrier, 
«ans  un  espace  qu'il  considère  avec  nous  comme  étant  doué  do 
^  dimensions,  n'a  pas  dédaigné  de  publier,  dans  V American 
Journal,  des  considérations  d'un  vif  intérêt  sur  les  géométries  à 
'^dinaensions.  LIne  seule  objection  pouvait  être  faite  aux  études  de 
^^  genre  et  avait  déjà  été  formulée  par  Poisson  :  l'absence  de 
louie  base  réelle,  de  tout  substratum  permettant  de  présenter, 
sous  (les  aspects  visibles  et  en  quehjue  sorte  palpables,  les  résultats 
obtenus.  L'extension  des  méthodes  de  la  Géométrie  descriptive, 
Cl  surtout  remploi  des  conceptions  de  Pliicker  sur  la  génération 
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de  i^espace,  conlribueront  à  enlever  à  cette  objection  beaucoup 
de  sa  valeur. 

J'aurais  voulu  vous  parler  aussi  de  la  méthode  des  équipol- 
lenccs,  dont  nous  trouvons  le  germe  dans  les  œuvres  posthumes 
de  Gauss,  des  quaternions  d'Harailton,  des  méthodes  de  Grass- 
mann  et  en  général  des  systt^mes  d'unités  complexes,  de  VAna^ 
lysis  situ  s,  si  inlimemcnt  reliée  à  la  théorie  des  fonctions,  de  la 
Géométrie  dite  cinématique,  de  la  théorie  des  abaques,  de  la 
Géométrographie,  des  applications  de  la  Géométrie  à  la  Philo- 
sophie naturelle  ou  aux  Arts.  Mais  je  craindrais,  si  je  ra^ëiendais 
outre  mesure,  que  quelque  analyste,  comme  il  j  en  a  eu  autrefois, 
n'accusât  la  Géoniélrie  de  vouloir  tout  accaparer. 

Mon  admiration  pour  rAnalyso,  devenue  si  féconde  et  si  puis- 
sante à  notre  époque,  ne  me  permettrait  pas  de  concevoir  une  telle 
pensée.  Mais,  si  quelque  reproche  de  ce  genre  pouvait  être 
aujourd'hui  formulé,  ce  n'est  pas  à  la  Géométrie,  c'est  à  TAnalyse 
qu'il  conviendrait,  je  crois,  de  l'adresser.  Le  cercle  dans  lequel 
paraissaient  renfermées  les  études  mathématiques  au  commence- 
ment du  xix^  siècle  a  été  brisé  de  tous  côtés.  Les  problèmes 
anciens  se  présentent  à  nous  sous  une  forme  renouvelée,  des  pro- 
blèmes nouveaux  se  posent,  dont  l'étude  occupe  des  lésions  de 
travailleurs.  Le  nombre  de  ceux  qui  eullivent  la  Géométrie  pure 
est  devenu  prodigieusement  restreint.  Il  y  a  là  un  danger  contre 
lequel  il  importe  de  se  prémunir.  N'oublions  pas  que,  si  PAnalvse 
a  acquis  des  moyens  d'investigation  qui  lui  faisaient  défaut  autre- 
fois, elle  les  doit  en  grande  partie  aux  conceptions  introduites  par 
les  Géomètres.  Il  ne  faut  pas  que  la  Géométrie  demeure  en  quelque 
sorte  ensevelie  ilans  son  triomphe.  C'est  à  son  école  que  nou> 
avons  uppris,  que  nos  suceesseurs  auront  à  apprendre,  à  ne  jamais 
se  lier  aveuglément  aux  méthodes  trop  générales,  à  envisager  les 
(|ueslious  en  elles-mêmes  et  à  trouver,  dans  les  conditions  parti- 
culières à  chaque  problème,  soit  un  chemin  direct  vers  une  solu- 
tion facile,  ^oit  le  moyen  d'appliquer  d'une  manière  appropriée 
les  proetnlés  généraux  cpic  toute  science  doit  rassembler.  Ainsi  que 
le  dit  Chasles  au  eommenecment  de  V Aperça  historique  :  a  Les 
doctrines  de  la  pure  Géométrie  olfrcnt  souvent,  et  dans  une  foule 
de  cjuestionSj  cette  voie  simple  et  naturelle  qui,  pénétrant  jusqu'à 
Torii^ine  des  vérités,  met  à  nu  la  chaîne  njystérieuse  qui  les   unit 
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entre  elles  el  les  fuil  connaître  individuellemenl  de  la  manière  la 
plus  lumineuse  et  la  plus  complète.  » 

Cultivons  donc  la  Géométrie,  qui  a  ses  avantages  propres,  sans 
vouloir,  sur  tous  les  points,  Pégaler  à  sa  rivale.  Au  reste,  si  nous 
étions  tentés  de  la  négliger,  elle  ne  tarderait  pas  à  trouver  dans 
les  applications  des  Mathématiques,  comme  elle  Ta  déjà  fait  une 
première  fois,  les  moyens  de  renaître  et  de  se  développer  de  nou- 
veau. Elle  est  comme  le  géant  Ântée  qui  reprenait  ses  forces  en 
touchant  la  terre. 
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Le  premier  (ucfculs  du  Ximt  l  a  ^atn  iprix  - 
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SYLVESTER.  —  Tiik  (:ollei:ted  mvtiikmatic\l  papkrs  of  .1  v.mks-Joskpii 
Stuvbster.  Volume  1(  1837-18 V>),  in-|"\  xii-G5o  pi»î;o-  Caiiil)ri(lj,M\  aitlir 
Université  Ï*res5,  1904. 

C*est  avec  une  véritable  .salisfaction  (|ue  nous  cnrc^^iislrons  la 
pablication  du  premier  Volume  des  (Mîuvnvs  de  Sylvcslcr.  (^c 
grand  et  puissant  esprit,  dont  le  nom  demeurera  associe!  à  ceux  de 
Gayley  et  d'Hermile  dans  Tliistoire  de  la  théorie  des  formes  al|j;é- 
briqoes,  était  doué  au  plus  haut  deg^rc  des  dons  les  plus  précieux  : 
^originalité  et  Tinvention.  Très  apprécié  dans  notre  pays,  où  il 
comptait  pour  amis  lous  les  mathématiciens  français ,  il  a  suceessi- 
vendent  professé  à  Londres,  à  Wooiwicli,  à  Baltimore  er  à  Oxford. 
Partout,  en  A^n^j^Ieterre  et  en  Amérique,  il  a  formé  des  élèves,  sus- 
cité des  recherches  et  montré  autant  (rin<»éniosilé  dans  le  choix 
des  problèmes  qu'il  savait  se  poser  (pie  dans  leur  élude  et  leur 
solution.  Il  importait  que  la  génération  nouvelle  des  jeunes  géo- 
mètres fut  mise  en  contact  avec  des  travaux  dont  la  forme  lais.s(! 
quelquefois  à  désirer,  mais  où  elh^  rencontrera  aujounThui  i^neon; 
uni!  foule  de  vues  originales  et  fécondes. 

LVîditenrde  celte  nouvelle  el  intéressante  publication,  M.  H. -F. 
Baker,  s'ellace  modestement  devant  celui  dont  il  publie  les 
Œuvres.  Nous  ne  le  connaissons  (pie  ))ar  le  nom  (pi'il  a  mi^ 
au  bas  d'une  Préface  très  courl(\  où  il  indicpie  de  la  manière  la  plus 
succincte  le  plan  qu'il  a  adopté  et  les  {trincipanx  Mijcls  contenus 
dans  les  soixante-huit  prtMuiers  .Nb'nioires  <hî  S\lNeNler,  <pii 
s'étendent  de  i83j  à  icS.V^  (Vcst  dans  trrs  Mi'inoircs  cpic  ^c 
trouvent  les  premiers  et  les  plus  iniporlanls  lra\anx  de.  vSxlve^lcr 
relativement  à  la  méthode  d'éliniinalion  qu'il  a  appelé  diulytit/in*. 
I^e  lecteur  retrouvera  égalcmenl  lc>  Ix.'aux  nVsidliiK  «^nr  les  i-ejalion^ 
syzygviique^  entre  deux  lon<iions  ralionnellr>,  ipii  oui  >i  nolji- 
lilement  accru  rim|)orlan<:e  et  l'inlirrl  du  eèlèhre  ihéorènir  di^ 
Sturm   relatif  aux    racines    r«!'ell«'«^    il«'«;    é(|u;ilions.    Menlionnoiis 

iiuil.  flet  Scicnrox  matltvm .,   •' >i-nf.  t .    WVIII     .' (  ».  ii.I.m'   i.,i.',  >  i., 


>0r>  IMiEMIÈUE  PARTIE. 

encore  les  essais  sur  les  formes  canoniques  et  les  premières 
recherches  sur  la  théorie  des  invariants;  les  études  sur  la  trans- 
formation des  formes  quadratiques  où  se  trouve  démontrée  la 
célèbre  loi  d' inertie,  les  théorèmes  généraux  sur  les  déterminants 
dont  le  grand  géomètre  a  fait  des  applications  si  intéressantes  à  la 
Géométrie.  Il  faudrait  tout  citer. 

On  a  beaucoup  reproché  à  Sylvester  la  profusion  de  termes  nou- 
veaux qu'il  tendait  à  introduire  dans  l'Algèbre.  Il  était  loin  de 
passer  condamnation  sur  ce  point,  car  il  a  écrit  en  i88~  : 

Perhaps  I  may  without  immodesly  lay  daim  lo  ihe  appellation  of  the 
Matheniatical  Adam,  as  I  bclieve  that  I  liave  given  more  names  of  the 
rreaturos  of  the  malhcinalical  rcason  than  ail  the  otlier  mathematicians  of 
ihr  âge  rombincd. 

Mais  il  avait  éprouvé  le  besoin  de  composer  un  petit  diction- 
naire h  Tusage  de  ses  lecleurs.  On  trouvera  ce  glossaire  à  la 
page  58o  du  Volume  actuellement  publié.  Même  fortune  n'est  pas 
échue  à  toutes  les  dénominations  nouvelles  employées  par  le  grand 
géomètre.  Coiarianf,  déterminant,  discriminant,  hessian, 
inertia,  jacobian,  matrix,  ont  triomphé.  Mais  qui  emploie 
aujourd'hui  aUotrious,  bezoutod,  cumulant,  apocopated,  ef- 
flucnt^  endoscopie,  kenotheme,  syrrhizoristic,  umbral,  et  quel- 
ques autres  mots  dont  la  définition  même  échappe  entièrement 
à  la  plupart.  Les  mots  passent  souvent,  mais  les  idées  restent  et 
elles  produisent  leur  eflct.  (3.  D. 


IllUOSCIIl  (  FnvNCKsr.o).  —  Opehk  matkmvticiik  pi:bblicate  per  cira  dei. 
(loMiTATo  l'KR  LE  ONORANZE  A  Francescc»  Brioscih  {G.  AscoU,  ï'.  Cerrufi, 
fi.  Citlomho,  L.  Cremona,  G.  .Vc^/7,  G.  Scliiaparalli).  Tomo  seconde, 
in  î'\  viii-|j^  |>aj;os,  190^.  Tomo  lerzo,  in-^".  x-i'i)  pages,  190  |.  Milan, 
l'.  Iloopli. 


La  publication  des  Cïluvres  de  Francesco  Brioschi^  dont  nous 
avons,  dès  le  début,  rendu  compte  à  nos  lecteurs,  se  poursuit  avec 
une  grande   réi^ularilé  par  les  soins   du  Ci^milé  qui    s'est  chargé 
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d^honorer  la  mémoire  du  grand  géomètre  italien.  Le  Tome  II  a 
déjà  paru  depuis  deux  ans.  Le  Tome  III,  que  nous  venons  de  rece- 
voir, a  élé  publié  cette  année  même.  Ce  sont  toujours  les  mômes 
géomètres  qui  se  chargent  de  la  préparation  de  Tédition  et  de  la 
revision  des  différents  textes  :  MM.  Gerhaldi  de  Palcrme,  Pascal 
de  Pavie,  Loria  de  Gènes,  Bianchi  de  Pise;  Cerruti,  Pittarelli, 
Reina,  Tonelli  de  Rome;  Capelli  de  Naples.  Grâce  à  leurs  soins 
éclairés  et  à  ceux  de  Téditeur,  la  publication  ne  laissera  rien  à 
désirer  et  le  Comité  aura  atteint  le  double  but  qu*il  devait  ambi- 
tionner :  élever  au  regretté  Brtoschi  un  monument  digne  de  lui, 
et  rendre  aux  études  mathématiques  en  Italie,  et  dans  tous  les 
pays,  le  service  le  plus  signalé.  G.  D. 
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SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  L'ANâLTSE  MATHÉMATIQUE 
ET  SES  RAPPORTS  AVEC  QUELQUES  AUTRES  SCIENCES; 

coxfkrkxce  faite  au  congrès  dk8  arts  et  scikncks  de  s  vint-louis  (igo'i)  (  '  ), 

Par  m.  Emile  PICAUD 


C'est  un  des  objets  d'un  Congrès,  comme  celui  qui  nous  réunit 
en  ce  moment,  que  de  mcnilrcr  les  liens  entre  les  diverses  parties 
de  la  Science,  prise  dans  son  acception  la  plus  étendue.  Aussi  les 
organisateurs  de  cette  réunion  ont-ils  tenu  à  ce  (juc  les  rapports 


(  I  )  Celte  conférence  a  ctc  faite  au  Coiigrr>  des  Arts  el  Sciences  de  rKxposition 
universelle  de  Saint-Louis  (Klals-I'ni^i),  le  r>3  septembre  i<)o'|. 
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entre  différenles  sections  fussent  mis  en  évidence.  Pour  entre- 
prendre une  étude  de  ce  genre,  dont  le  caractère  reste  quelque 
peu  indéterminé,  il  faut  oublier  que  tout  est  dans  tout;  en  ce 
qui  concerne  l'Algèbre  et  l'Analjse,  un  pythagoricien  serait  effraji§ 
de  retendue  de  sa  lâche,  en   pensant  à  la  célèbre   formule  de 
rÉcole  :  «  Les  choses  sont  nombres  ».  De  ce  point  de  vue,  mon 
sujet  serait  inépuisable.  Mais  je  n'aurai  pas,  et  pour  cause,  tant 
de  prétentions.  En  jetant  seulement  un  coup  d'œil  sur  le  dévelop- 
pement de  notre  Science  à  travers  les  âges  et  particulièrement  au 
siècle  dernier,  j'espère  pouvoir  caractériser  suffisamment  le  rôle 
de  l'Analyse  mathématique  dans  ses  rapports  avec  quelques  autres 
sciences. 


I. 


Il  paraîtrait  naturel  de  commencer  par  parler  du  concept  même 
de  nombre  entier;  mais  ce  sujet  n'est  pas  seulement  d*ordre  lo- 
gique, il  est  aussi  d'ordre  historique  et  psychologique  et  nous 
entraînerait  à  trop  de  discussions.  Depuis  que  le  concept  de 
nombre  a  été  approfondi,  on  y  a  trouvé  d'insondables  profon- 
deurs; ainsi,  c'est  un  problème  encore  pendant  que  de  savoir, 
entre  les  deux  formes  le  nombre  cardinal  et  le  nombre  ordinal, 
sous  lesquelles  se  présente  l'idée  de  nombre,  laquelle  des  deux  est 
antérieure  à  l'autre,  c'est-à-dire  si  l'idée  de  nombre  proprement  dit 
rsl  antérieure  à  celle  de  rang,  ou  si  c'est  l'inverse.  Il  semble  que 
les  géomètres  logiciens  négligent  trop  dans  ces  questions  la  Psv- 
chologie  et  les  enseignements  ([ue  nous  donnent  les  peuples  non 
civilisés.  Peut-être  n'y  a-t-il  pas  de  réponse  générale  à  la  ques- 
tion posée,  cette  réponse  variant  suivant  les  races  et  suivant  les 
mentalités.  J'ai  quelquefois  pensé,  à  ce  sujet,  à  la  distinction 
entre  les  auditifs  et  les  visuels,  les  auditifs  se  rattachant  a  la 
théorie  ordinale  et  les  visuels  à  la  théorie  cardinale.  Mais  je  ne 
m'attarde  pas  sur  ce  terrain  plein  d'embûches.  Je  crains  que  notre 
école  moderne  de  logiciens  s'entende  difficilement  avec  les  ethno- 
graphes et  les  biologistes;  ceux-ci,  dans  les  questions  d'origine, 
sont  toujours  dominés  par  la  thèse  évolutionniste,  et,  pour  plus 
irun  parmi  eux,  la  logique  n'est  que  le  résumé  de   l'expérience 
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^ï^cestrale.  On  a  même  reproché  aux  malhématlciens  de  poser  en 

principe  qu'il  y  a  un  esprit  humain  en  quelque  sorte  extérieur 

aux  choses  et  qu^il  a  sa  logique.  Quoi  qu^on  en  puisse  penser, 

cette  idée  a  été  très  utile,  sinon  indispensable,  aux  progrès  des 

Sciences  mathématiques,  et,  certainement,  à  supposer  qu'elle  ait 

e'volué  dans  la  suite  des  temps  préhistoriques,  cette  logique  de 

J'esprit  humain  était  bien  fixée  du  temps  des  plus  vieilles  écoles 

géométriques  de  la  Grèce;  leurs  travaux  paraissent  en  avoir  été 

le  premier  code,  comme  l'exprime  l'histoire  de  Platon  écrivant 

sur  la  porte  de  son  école  :  «  Que  personne  n'entre  ici,  s'il  n'est 

g^éomètre  ». 

Longtemps  avant  que  l'on  eût  tiré  de  l'arabe  le  mot  bizarre 
A^ Algèbre,  qui,  paraît-il,  exprime  l'opération  par  laquelle  on  ra- 
menait les  égalités  à  une  certaine  forme  canonique,  les  Grecs 
avaient  fait  de  l'algèbre  sans  le  savoir;  on  ne  peut  même  imaginer 
de  relations  plus  étroites  que  celles  qui  liaient  leur  algèbre  et  leur 
géométrie,  ou  plutôt,  on  serait  embarrassé  de  classer,  s'il  y  avait 
Heu,  leur  algèbre  géométrique,  dans  laquelle  ils  raisonnent,  non 
sur  les  nombres,  mais  sur  les  grandeurs.  Chez  les  Grecs  aussi, 
nous  trouvons  une  arithmétique  géométrique,  et  une  des  phases 
les  plus  intéressantes  de  son  développement  est  le  conflit  qui, 
chez  les  Pythagoriciens,  s'éleva  à  ce  sujet,  entre  le  nombre  et  la 
grandeur,  à  propos  des  irrationnelles.  Si  les  Grecs  cultivèrent 
l'élude  abstraite  des  nombres,  dénommée  par  eu\  ylrithmé tique, 
leur  esprit  spéculatif  montra  peu  de  goût  pour  le  calcul  pratique, 
qu'ils  appelaient  la  Logistique,  Dans  la  haute  antiquité,  les 
Égyptiens  et  les  Chaldéens,  et  plus  tard  les  Indiens  et  les  Arabes, 
poussèrent  fort  loin  la  science  du  calcul.  Ils  y  avaient  été  conduits 
par  les  nécessités  pratiques;  la  Logistique  a  précédé  l'Arithmé- 
tique, comme  l'Arpentage  et  la  Géodésie  ont  ouvert  la  voie  à  la 
Géométrie;  de  même  encore  la  Trigonométrie  s'est  développée 
sous  rinduence  des  besoins  croissants  de  l'Astronomie.  L'histoire 
de  la  Science  à  ses  débuts  montre  une  relation  étroite  entre  les 
Mathématiques  pures  et  les  INIathématiques  appliquées;  nous  la 
retrouverons  constamment  dans  cette  étude. 

Nous  sommes  restés  jusqu'ici  dans  le  domaine  que  le  langage 
courant  appelle  V algèbre  et  r arithmétique  élémentaires,  Vax 
fait,  dès  qu'avait  été  reconnue  rinconiniensurabilité  de  certaines 
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grandeurs,  rinfiiii  avait  fail  son  apparition  et,  dès  le -temps  d 
sophismes  de  Zenon  sur  Timpossibilité  du  mouvement,  on  dut 
préoccuper  de  la  sommation  des  progressions  géométriques.  L— 
procédés  d'exhaustion  que  l'on  trouve  dans  Eudoxe  et  dans  E 
clide  appartiennent  déjà  au  calcul  intégral,  et  Ârchimède  calcu 
des  intégrales  définies.  La  Mécanique  apparaît  aussi  dans  son  Irai 
sur  la  quadrature  de  la  parabole,  car  il  trouve  d'abord  la  surface  c 
segment  limité  par  un  arc  de  parabole  et  sa  corde  en  s^appnva 
sur  le  théorème  des  moments;  c'est  le  premier  exemple  des  ra| 
ports  entre  la  Mécanique  et  l'Analyse  qui  n'ont  cessé  de  se  dév'^r 
lopper  par  la  suile.  La  méthode  infinitésimale  des  géomètres  gre^-r^ss- 
sur  la  mesure  des  volumes  a  soulevé  des  questions  dont  Tinlére?/-^^^ 
aujourd'hui  même  n'est  pas  épuisé.  En  géométrie  plane,  deux  po- 
lygones équivalents  sont  égaux  par  addition  ou  par  soustraction, 
c'est-à-dire  peuvent  être  décomposés  en  triangles  égaux  ou  regardés 
comme  des  diirérences  de  polygones  susceptibles  d'une  telle  dé- 
composition. Il  n'en  est  pas  de  même  pour  la  géométrie  de  l'es- 
pace, et  l'on  sait  depuis  peu  que  la  Stéréométrie  ne  peut  pas, 
comme  la  Planiinétrie,  être  faite  sans  recourir  à  des   procédés 
d'exhaustion  ou  de  limite,  qui  exigent  l'axiome  de  continuité  ou 
axiome  d'Archimcde.  Sans  insister  davantage,  ce  coup  d*œil  jeté 
sur  l'antiquité  montre  combien  furent  alors  amalgamés  l'Algèbre, 
l'Arithmétique,  la  Géométrie  et  les  premiers  essais  de  Calcul  inté- 
gral et  de  Mécanique,  au  point  qu'il  est  impossible  d'en  rappeler 
séparément  l'histoire. 

Au  Moyen  Age  et  à  la  Renaissance,  l'Algèbre  géométrique  dos 
anciens  se  sépare  de  la  Géométrie.  Peu  à  peu,  TAIgèbre  propre- 
ment dite  arrive  à  l'autonomie,  avec  son  symbolisme  et  ses  nota- 
tions de  plus  en  plus  perfectionnées;  ainsi  se  crée  cette  langue 
d'une  admirable  clarté,  qui  procura  à  la  pensée  une  véritable  éco- 
nomie et  rendit  possibles  les  progrès  ultérieurs.  C'est  le  moment 
aussi  où  des  divisions  distinctes  s'organisent.  La  Trigonométrie 
qui,  dans  Tantiquilé,  n'avait  été  qu'une  auxiliaire  de  l'Astronomie, 
se  développe  indépendamment;  vers  le  même  temps  apparaît  le 
logarithme  cl  des  éléments  essentiels  sont  ainsi  mis  en  évidence. 


11. 


-A.  u  \vn*  siècle,  la  géoini-tiie  ana[jti(|uc  iIp  Descartes,  ilîiliuili- 
Je  «;«  nuK  j'appelais  lont  à  l'iieiirt!  l'algèbre  géom^.lriijiie.  ilt-.* 
C*^*«r«  par  les  idées  géoirales  et  sysléitiatiqiies  qui  sonl  A  sa  base. 
<^*  t^  Dvaauii[|iie  nai^saDte  furent  l'origioe  des  plus  grands  prognVs 
'*«ï  l'AnaUïC.  Quand  Galilée,  pariant  de  l'iiypollu^se  que  la  viu-sse 
dc^-s  corps  pesants  dans  leur  chute  est  piopurlionnellc  au  temps,  en 
^•ï^*i«ii[  la  lui  des  espaces  parcourus,  pour  la  vi^rilîcr  ensuite  par 
^t  pf'rirncc,  il  reprend  la  voie  oi'i  s'f^lail  jadis  engage  Arehimèdc, 
«j  u'alUient  suivre  après  lui  Cavalicri,  Fermât  cl  d'autres  encore 
i^cziM'à  Npwtiin  et  Leilinir..  Le  calcul  intégral  des  géomètres  grecs 
"*  ait  dans  la  ciiicmalique  du  graiirl  physicien  de  Florence,  (^iiunl 
*_-alcul  des  dériv('-es  ou  des  dilltrenliêlles,  il  fut  pose  avec  préci- 
'm~»  ù  prnpos  du  tracé  des  langeiiles.  lîn  réulîli^,  Turigine  de  la 
^  inii  de  dérivée  est  dans  le  senliment  confn»  de  la  innbilili-  des 
^=>Wi  et  de  ta  rapidité  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  les 
^?  nnuiènes  s'accomplissent;  c'est  ce  qu'expriment  bien  les  déuo- 
■^alioDs  de  fluentes  et  de  Jlimoris,  dont  se  servait  Newton,  et 
'■  '•     ^:»n  croirait  empruntées  à  l'anlique  lléracllle. 

■^«»  points  de  vue  auxquels  se  placèrent  les  fondateurs  de   la 

.    *^»  *s»re  du  mouvement,  Galilée,  Huvgbcns  et  Ncwlon,  eurent  une 

'  ■  ■  uence  énorme  sur  l'orienlulion  de  l'Analvse  mulliémali<pte.  (^e 

elicK  (îalilée  une  intuition  géoistc  de  discerner  que,  dans  les 

^noniènes  ualureU,  les  circonstances  délennïnsntes  du  m<>u\c- 

^•il  produisent  des  accélérations:  elle  (levait  conduire  à  poser  li- 

■■acipe  que  la  rapidité,  avec  laquelle  cliange  l'état  dvnnmiqui- 

■  B  •jslihoe,  dépend  d'une  manière  déterminée  de  son  élat  sla- 

r     *^  lie  «eul.   D'une  manière  plus  générale,  il  fut  postulé  que  les 

ingemenls  io(ioinienl   |>etil.<,   de  quelque  nature  qu'ils  soient, 

■a  survieuncnt  dans  un  svslémcde  corps,  dépendent  uniquement 

l'état   actuel  de   celui-ci.   llnns   quelle   mrsun:   les  exceptions 

^■st-clles  apparentes  ou  réelles?  c'est  une  qucsiioa  qui  ne  fut  son- 

^  vée  que  plus  tard  et  que  j'écarte  pour  le  moment.  Des  principes 

^*>ODcé»»e  dégage  un  point  capital  pour  l'analyste  :  Ictt  pliénomèncs 

~4lU  régi- parde^téqnaliuiisdiirérenlieilcs.écpialiuns  qui-  l'un  (leiil 
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former  quand  robservatJon  et  Pexpérlence  ont  fait  connaître  [ 
chaque  cat(!''gorie  de  phénomènes  certaines  lois  physiques. 
comprend  les  espérances  illimitées  que  durent  faire  concevoir 
résultats.  Comme  le  dit  Bertrand  dans  la  préfacé  de  son  Trai 
«  les  premiers  succès  furent  d^abord  tels  que  Ton  put  suppo 
toutes  les  difficultés  de  la  Science  surmontées  à  l'avance,  et  cro 
que  les  géomètres,  sans  être  distraits  plus  longtemps  par  l'éla 
ration  des  Mathématiques  pures,  pourraient  tourner  cxclusîvem^^s"  nt 
leurs  méditations  vers  l'étude  des  lois  naturelles  ».  C'était  admet  M.  rc 
gratuitement  que  les  problèmes  d'Analyse,  auxquels  on  était  »"— ^- 
mené,  ne  présenteraient  pas  de  très  graves  difficultés.  Mais,  m^  -'" 
gré  les  désillusions  que  devait  apporter  l'avenir,  il  restait  ce  pot 
capital  que  les  problèmes  avaient  pris  une  forme  précise,  et  qu'un 
classification  pouvait  s'établir  dans  les  difficultés  à  surmonter, 
y  eut  donc  un  progrès  immense,  un  des  plus  graqds  qu'ait  jamai«?& 
faits  l'esprit  humain.  Nous  nous  rendons  compte  aussi  pourquoi^ 
la  théorie  des  équations  diflerentielles  allait  acquérir  une  impor- 
tance considérable. 

J'ai  devancé  (|uel(|ue  peu  les  temps,  en  présentant  les  choses 
sous  une  forme  aussi  analytique.  I^  Géométrie  fut  mêlée  à  tous 
ces  progrès.  Huyghens,  par  exemple,  suivit  toujours  de  préférence 
les  anciens,  et  son  llorolos'iuni  osciLlatorium  roule  à  la  fois  sur 
la  Géométrie  infinitésimale  et  sur  la  Mécanique;  de  même,  dans 
le  livre  des  Principes  de  Newton,  les  méthodes  suivies  sont  syn- 
thétiques. C'est  surtout  avec  Leibniz.  (|ue  la  Science  s'engage  dans 
les  voies  qui  devaient  conduire  à  ce  que  nous  appelons  V Analyse 
t)i  aihéina  tique  ;  c'est  lui  qui,  pour  la  [>remière  fois,  dans  les  der- 
nières annécïi  du  xvii*  siècle,  prononce  le  mot  de  fonction.  Par 
son  esprit  sysléniali(|ue,  par  les  nombreux  [)roblèmes  qu'il  traita 
ainsi  «pie  st»s  disciples,  Jacques  et  Jean  Ik'rnoulli,  il  montra  d'une 
manière  définitive  la  puissance  <les  doctrines  à  l'édification  des- 
(piclles  avaient  succ(;>sivement  contribué  une  longue  suite  de  pen- 
seurs depuis  les  temps  lointains  d'Eudoxe  et  d'Archimèdc. 

Le  xviii**  siècle  montra  rextrème  fécondité  des  nouvelles  ni»*- 
tliodcs.  (^e  fut  \\u  temps  curieux  que  celui  de  ces  duels  maihénia- 
li(pi(;s,  où  les  gc'omèlres  se  lançaient  des  défis,  luttes  qui  n'étaient 
|)as  toujours  sans  aigreurs,  (juand  Leibni/.iens  et  Newloniens  se 
rencontraient  d.ins  la  lice.  Au  point  de  vue  purement  analylitpio. 
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la  classification  et  Tétude  des  fonctions  simples  csl  particulière- 
ment intéressante;  l'idée  de  fonction,  sur  laquelle  repose  TAna- 
Ijrse,  se  développe  ainsi  peu  à  peu.  Les  Ouvrages  célèbres  d'Euler 
tiennent  alors  une  place  considérable.  Toutefois,  les  nombreux 
problèmes  qui  se  posent  devant  les  mathématiciens  ne  leur  laissent 
goère  le  temps  de  scruter  les  principes;  les  bases  mêmes  de  la 
doctrine  s'élucident  lentement,  et  le  mot  attribué  à  d'Aiemberl 
<c  allez  en  avant,  et  la  foi  vous  viendra  »  est  bien  caractéristique 
de   cette  époque.  De   tous  les  problèmes   soulevés   à   la  fin  du 
XVII*  siècle. ou  pendant  la  première  moitié  du  xviii*',  il  me  suflîra 
de    rappeler  ces  problèmes  d'isopérimètres  qui   allaient  donner 
naissance  au  calcul  des  variations.  J'aime  mieux  insister  sur  la 
|>énétration  plus  intime  encore  entre  l'Analyse  et  la  Mécanique, 
lorsque,  après  la  période  d'induction  du  premier  âge  de  la  dyna- 
rviique,  on  en  arriva  à  la  période  déduclive  où  l'on  s'efforça   de 
donner  aux  principes  une  forme  définitive.    Le   développement 
aihématique  et  formel  joua  alors  le  rôle  essentiel,  et  le  langage 
nalytique  fut  indispensable  à  la  plus  grande  extension  de  ces 
t'încipes.   H  y  a  des  moments  dans  l'histoire  des  Sciences,  et 
ent-êlre  des  sociétés,  où  Tesprit  est  soutenu  et  porté  en  avant 
ar  les  mots  et  les  symboles  qu'il  a  créés,  et  où  les  généralisations 
^e  présentent  avec  le  moindre  effort.  Tel  fut  particulièrement  le 
K~ôle  de  l'Analyse  dans  le  développement  formel  de  la  Mécanique. 
^[J**'^"  '"^  permette  ici  une  remarque.  On  répèle  souvent  qu'il 
«n'y  a,  dans  une  équation,  que  ce  qu'on  y  a  mis.   Il  est  facile  de 
s*épondrc  d'abord  que  la  forme  nouvelle  sous  laquelle  on  retrouve 
ïcs  choses  constitue  souvent  à  elle  seule  une  importante  décou- 
"X'erte.  Mais  il  y  a  quelquefois  plus;  l'analyse,  par  le  simple  jeu  de 
ses  symboles,  peut  suggérer  des  généralisations  dépassant  de  beau- 
coup le  cadre  primitif.  N'en  est-il  pas  ainsi  avec  le  principe  des 
'vitesses  virtuelles  dont  Tidée  première  vint  des  mécanismes  les 
plus  simples?  La  forme  analytique,  qui  le  traduisait,  suggéra  des 
extensions  qui  menèrent  loin  du  point] de  départ.   En  un    sens 
lïiéme,  il  n'est  pas  juste  de  dire  que  l'Analyse  n'a  rien  créé,  puisque 
ces  conceptions  plus  générales  sont  son  œuvre.  Un  autre  exemple 
nous  est  encore  fourni  par  le  système  des  équations  de  Lagrange; 
ICI,  des  transformations  de  calcul  ont  donné  le  type  des  équations 
différentielles  auxquelles  on  lend  à  ramener  aujourd'hui  la  notion 
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(l'explication  mécanique.  Il  y  a,  dans  la  Science,  peu  d'excfli|>le> 
comparables  à  celui-là,  de  Timportance  de  la  forme  d^une  relalion 
analytique  et  de  la  puissance  de  généralisation  dont  elle  peut  èlre 
capable.  Il  est  bien  clair  que,  dans  chaque  cas,  les  généralisalions 
suggérées  doivent  être  précisées  par  un  appel  à  robservalîon  cl  à 
Texpérienee;  ensuite,  c'est  encore  le  calcul  qui  cherchera  les  con- 
séquences lointaines  à  soumettre  aux  mêmes  contrôles,  mais  c^esl 
un  ordre  d^idées  que  je  n'ai  pas  à  aborder  ici. 

Sous  l'impulsion  des  problèmes  que  posent  la  Géomélric,  la 
Mécanique  et  la  Physique,  nous  voyons  se  développer  on  prendre 
naissance  presque  toutes  les  grandes  divisions  de  l'Analyse.  On 
avait  d'abord  rencontré  des  équations  à  une  seule  variable  indé- 
pendante. Bientôt  les  équations  aux  dérivées  partielles  apparaissent 
avec  les  cordes  vibrantes,  la  Mécanique  des  fluides  et  la  Géométrie 
infinitésimale  des  surfaces.  C'était  tout  un  monde  analytique  nou- 
veau ;  l'origine  même  des  problèmes  traités  fut  un  secours  qui 
permit  de  ne  pas  s'égarer  dès  les  premiers  pas  et,  entre  les  mains 
de  Monge,  la  Géométrie  rendit  d'utiles  services  aux  théories  nais- 
santes. Mais,  de  toutes  les  applications  de  l'Analyse,  aucune  alors 
n'eut  plus  d'éclat  que  les  problèmes  de  Mécanique  céleste  posés 
par  la  connaissance  des  lois  de  la  gravitation  et  auxquels  atta- 
chèrent leurs  noms  les  plus  grands  géomètres.  La  théorie  n'eut 
jamais  de  plus  beau  triomphe;  peut-être  même  pourrait-on  ajouter 
<|u*il  fut  trop  complet,  car  c'est  à  ce  moment  surtout  que  Ton 
eonrui  pour  la  Philosophie  naturelle  les  espérances  au  moins  pré- 
maturées dont  je  parlais  plus  haut.  Dans  toute  cette  période, 
surtout  dans  la  seconde  moitié  du  xviii*  siècle,  ce  qui  nous  frappe 
d'admiration  et  nous  procure  aussi  quelque  confusion,  cesl 
rexirème  importance  des  applications  réalisées,  alors  que  la  théorie 
pure  parait  encore  si  mal  assurée.  On  le  voit,  quand  certaines 
(|uestions  sont  soulevées,  comme  le  degré  d'arbitraire  dans  l'inté- 
grale des  cordes  vibrantes,  qui  donne  lieu  à  une  interminable  et 
peu  concluante  discussion.  Lagrange  sentait  ces  insuffisances, 
(|uand  il  publiait  sa  théorie  des  fonctions  analytiques,  où  il  s'cQorcc 
de  donner  une  base  précise  à  rAnaly>e.  On  ne  saurait  trop  admirer 
le  merveilleux  pressentiment  qu'il  eut  du  rôle  que  devaient  jouer 
les  fonctions  que  nou'^  appelons,  comme  lui,  analytiques  ;  mais  nous 
re^lonx  itonno>.  on  pont  laNOuer.  do\ant    la  «lémon'^lrHtion    qu'il 
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roi  lavoir  donnée  de  la  possibililë  du  développement  d^une  fonction 
série  de  Taylor.  Les  exigences,  dans  les  questions  d'Analyse 
pure,  étaient  moindres  à  cette  époque.  Se  fiant  à  Tintuition,  on  se 
«2on tentait  de  certaines  vraisemblances  et  Ton  s'entendait  implici- 
tement sur  certaines  hypothèses  qu'il  paraissait  inutile  de  formuler 
explicitement;  au  fond,  on  avait  confiance  dans  la  solidité  des 
idées  qui  s'étaient  tant  de  fois  montrées  fécondes,  ce  qui  est  à  peu 
près  le  mot  de  d'Alembert.  Le  besoin  de  rigueur  en  Mathématiques 
a  eu  ses  approximations  successives  et,  à  cet  égard,  nos  sciences 
n^ont  pas  le  caractère  absolu  que  tant  de  personnes  leur  attribuent. 


IIL 


Nous  voici  arrivés  aux  premières  années  du  xix*'  siècle.  Comme 
nous  Tavons  expliqué,  la  grande  majorité  des  recherches  analy- 
tiques eut,  au  XVIII*  siècle,  pour  occasion  un  problème  de  Géo- 
métrie et  surtout  de  Mécanique  et  de  Physique  et  nous  n'avons 
guère  trouvé  les  préoccupations  logiques  et  esthétiques,  qui  vonl 
donner  une  physionomie  si  différente  à  tant  de  travaux  mathéma- 
tiques, surtout  dans  les  deux  derniers  tiers  du  xix°  siècle.  N'anti- 
cipons pas  cependant,  et,  après  les  exemples  si  nombreux  de  Tin- 
fluence  de  la  Physique  sur  le  développement  de  l'Analyse,  nous 
en  rencontrons  encore  un  nouveau,  et  des  plus  mémorables,  dans 
la  théorie  de  la  chaleur  de  Fourier. 

Il  commence  par  former  les  équations  aux  dérivées  partielles 
rc«;issant  la  température.  Quelles  sont,  pour  une  équation  aux 
<lérivées  partielles,  les  conditions  aux  limites  permettant  de  déter- 
miner une  solution?  Pour  Fourier,  les  conditions  sont  suggérées 
par  le  problème  physique,  et  les  méthodes  qu'il  a  suivies  ont  servi 
de  modèles  aux  géomètres  physiciens  de  la  première  moitié  du 
siècle  dernier.  Une  d'elles  consiste  à  former  des  séries  avec  cer- 
taines solutions  simples.  Fourier  obtint  ainsi  les  premiers  tvpes 
(le  développements  plus  généraux  que  les  dévelo|>|)ements  Irigo- 
Doiiiétriques,  comme  dans  le  problème  du  refroidissement  d'une 
^plière.  où  il  applique  sa  théorie  au  globe  terrestre  el  recherche 
Ii4  loi  <|iil  régit  les  variations  de  lem|>cralurc  dans  le  sol,  en 
^  <irorr;iiil     d'iillcr    jusqu'aux    a|)j»licali()iis    numériques.     iJovaiil 
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CCS  beaux,   résultais,    on    comprend    Tenthousiasme    de   Fourier 
(|ui  éclate  à  chaque  ligne  de  son  discours  préliminaire.  Parlant 
de    rAnaljsc   mathématique  :    «  11  ne   peut  y   avoir,    dil-il,   de 
langage  plus  universel  et  plus  simple,  plus  exempt  d'erreurs  et 
d'obscurités,  c'est-à-dire  plus  digne  d'exprimer  les  rapports  inva- 
riables des  êtres  naturels.  Considérée  sous  ce  point  de  vue,  elle 
est  aussi  étendue  que  la  nature  elle-même;  elle  définit  tous  les 
rapports  sensibles,  mesure  les  temps,  les  espaces,  les  forces,  les 
températures;  cette  science  difficile  se  forme  avec  lenteur,  mais 
elle  conserve  tous  les  principes  qu'elle  a  une  fois  acquis.  Elle 
s'accroît  et  s'aflermit  sans  cesse,  au  milieu  de  tant  d'erreurs  de 
l'esprit  humain.  »  L'éloge  est  magnifique;  on  y  voit  cependant 
percer  la  tendance  qui  fait  uniquement  de  l'Analyse  l'auxiliaire^ 
si  incomparable  qu'il  soit,  des  sciences  de  la  nature,  tendance 
conforme,  comme  nous  Tavons  vu,  au  développement  de  la  science 
pendant  les  deux  siècles  précédents;  mais  nous  arrivons  précisé-     - 
ment  à    une  époque  où   apparaissent  des   tendances   nouvelles.     . 
Poisson  ayant,  dans  un  rapport  sur  les  Fundamenta,  rappelé  le  ^^  ^[^ 
reproche  fait  par  Fourier  à  Abel  et  Jacobi  de  ne  pas  s'être  occupés.^  -£*(!! 
de  préférence  du  mouvement  de  la  chaleur,  Jacobi  écrit  à  Legendre  :  c     ^^ 
«  11  est  vrai  que  M.  Fourier  avait  l'opinion  que  le  but  principaW  ^ ^^^^^ 
des  mathématiques  était  l'utilité  publique  et  l'explication  des  plié-  :^»  ^  ^^ 
nomènes  naturels;  mais  un  philosophe  comme  lui  aurait  dùsavoit  m  «^^Ji 
que  le  but  unique  de  la  science,  c'est  l'honneur  de  l'esprit  humain  m^m  f  i'q 
et  que,  sous  ce  litre,  une  question  de  nombre  vaut  autant  qu'un  «-^  m  me 
question  du  système  du  monde.  »  C'était  sans  doute  aussi  l'opinio^^:»  ^  -^^^j 
du  grand  géomètre  de  Goltingcn,  qui  appelait  les  mathématique  m  m    nés 
la  reine  des  sciences  et  raritliinéti(|iie  la  reine  des  mathémati(|iiCL»  m  tes. 
11  serait  ridicule  d'opposer  Tune  à  Tautre  ces  deux  tendance:^  ^i:es: 
riiarmonic  de  notre  science  est  dans  leur  synthèse.   Le  nionK^  ^sncnt 
devait  arriver  où  Ton  sentirait  le  besoin  d'inspecter  les  bases  -^  do 

Tédifice  et  de  faire  rin\enlaire  des  richesses  accumulées,  en  ap^"^  ^g])or- 
lant  plus  d'esprit  criticjue.  La  pensée  mathématique  allait  prei"»-  -^^^  ^^Ir^-' 
plusde  forces  en  se  repliant  sur  elle-même;  les  problèmes  s'épui  ^^■— =  sent 
pour  un  temps,  cl  il  n'est  pa.*  bon  que  tous  les  chercheurs  res^  ^  '^"^ 
dans  la  même  voie.   D'ailleurs,   des  (liificullés  cl  des   parada"  mics 

restés  inexpliqués  rendaient  nécessaires  les  progrès  de  la  lh<^  ^^^^ 

pure.  Lu  voie  où  celle-ci  devait  se  mouvoir  élail  tracée  dauî^s-'       "  •**'*'* 
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grandes  lignes,  «et  elle  pouvait  y  marcher  avec  indépendance  sans 
perdre  nécessairement  contact  avec  les  problèmes  que  posaient  la 
Géométrie,  la  Mécanique  et  la  Physique.  On  allait  attacher  en 
même  temps  plus  d'intérêt  au  côté  philosophique  et  artistique  des 
mathématiques,  confiant  dans  une  sorte  d^harmonie  préétablie 
entre  nos  satisfactions  logiques  et  esthétiques  et  les  nécessités  des 
applications  futures. 

Rappelons   rapidement  quelques   points   dans  Fhistoire  de   la 
revision  des  principes  dont  Gauss,  Cauchv  et  aussi  Abel  furent 
les  ouvriers  de  la  première  heure.  Des  définitions  précises  sur  les 
fondions  continues  et  leurs  propriétés  les  plus  immédiates,  des 
règles  simples  sur  la  convergence  des  séries  furent  formulées,  et 
bientôt  on  établissait,  sous  des  conditions  très  générales,  la  possi- 
bilité des  développements  Irigonométriques,  légitimant  ainsi  la 
hardiesse  de  Fourier.  Certaines  intuitions  géométriques  relatives 
aux  aires,  aux  arcs  firent  place  à  des  démonstrations  rigoureuses. 
Les   géomètres   du   dix-huitième    siècle    avaient    nécessairement 
cherché  à  se  rendre  compte  du  degré  de  généralité  de  la  solution 
des  équations  différentielles  ordinaires.  L'assimilation  avec  des 
équations  aux  diflférences  conduisait  facilement  au  résultat,  mais 
il  ne  fallait  pas  serrer  de  bien  près  la  démonstration  ainsi  conduite. 
Lagrange,  dans  ses  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions,  avait 
apporté  plus  de  précision  et,  partant  de  la  série  de  Tajior,  il  vil 
c|ue  Téquation  d'ordre  m  laisse  indéterminées  la  fonction   et  ses 
sn  —  1  premières  dérivées  pour  la  valeur  initiale  de   la   variable; 
nous  ne  nous  étonnons  pas  que  Lagrange  ne  se  soit  pas  posé  la 
<]uestion  de  convergence.  En  vingt  ou  trente  ans,  les  exigences 
dans  la  rigueur  des  preuves  s'étaient  accrues.  On  sait  que  les  deux 
modes  précédents  de  démonstrations  sont  susceptibles  de  toute  la 
précision   nécessaire.  Pour  le  premier,  il  n'était  besoin  d'aucun 
principe   nouveau;   pour  le    second,    il   fallait  que  la  théorie  se 
développât  dans  une  voie  nouvelle.  Jusqu'ici  les  fonctions  et  les 
variables   étaient  restées  réelles.   La  considération  des  variables 
complexes  vint  étendre  le  champ  de  l'Analyse.  Les  fonctions  d'une 
variable  complexe  à  dérivée  unique  sont  nécessairement  dévelop- 
pables  en  série  de  TajIor;  on  rcLonibe  ninsi  sur  le  mode  de  déve- 
loppement dont  l'auteur  de  la  Théorie  des  fonctions  analytiques 
îïvait  compris  rinlérèt,   mais  dont  rimportance   ne   pouvait  être 
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mise  pleinement  en  évidence  si  l'on  se  bornait  aux  variables  réell^^' 
Elles  doivent  aussi  le  grand  r6le  qu'elles  n'ont  cessé  de  jouer  à  U 
facilité  avec  laquelle  on  peut  les  manier  et  à  leur  commodité  dans 
les  calculs.  Les  théorèmes  généraux  de  la  théorie  des   fonctions 
nnal^'liqucs  ont  permis  de  répondre  avec  précision  à  des  questions 
restées  jusque-là   indécises,   comme    le    degré  de  généralité  des 
intégrales  des  équations  dinercntielles.il  devint  possible  de  pousser 
jusqu'au  bout  la  démonstration  esquissée  par  Lagrange  pour  une 
équation  différentielle  ordinaire,  et  pour  une  équation  aux  dérivées 
partielles  ou  un  système  de  telles  équations,  des  tbéorèmes  précis 
ont  été  établis.  Ce  n'est  pas  que,  sur  ce  dernier  point,  les  résultats 
obtenus,  si  importants  qu'ils  soient,  résolvent  complètemenl  les 
questions  diverses  que  l'on  peut  se  poser;  car,  en  physique  malhé> 
matique  et  même  en  géométrie,   les  conditions  aux  limites  sont 
susceptibles  de  formes  tellement  variées  que  le  problème,  dit  de 
Cauchy,  apparaît  souvent  sous  une  forme  bien  étroite.  Je  reviendrai 
lout  à  rheurc  sur  ce  point  capital. 

(.-1  suivre,) 
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STOKES  (Sir  G.-G.).  —  M.vtiikmatii:.\l  and  imivsical  pai»i:rs.  Volunio  IV. 

I11-8".  Cambridge,  Uni\crsil\    Press,  kjoJ. 

Le  grand  phjsîcîcn  gconictre  sir  George  Stokes,  doiil  le  nom 
demeurera  associé  aux  plus  belles  recherches  Je  la  pl)îlo>npiiie 
naturelle  laites  au  cours  du  siècle  précrdeiit^  avait  piihlié  de  son 
vivant  les  premiers  \  olumes  de  l'iinjiortanle  et  nombreuse  collec- 
lîon  de  ses  divers  travaux.  Il  n'aura  pas  en  la  satisfaclion  de  mener 
à  bonne  fin  Focuvre  qu'il  avait  entreprise;  mais  nous  pouvons  être 
assurés  qu'elle  sera  heureusement  et  promptement  achevée. 
M.  Larmor  a  bien  vouhi  se  cliar*»er  de  la  continuer,  et  il  a  su  s'as- 
surer le  concours  bienveillant  de  deux  savants  tels  que  Lord  Kelvin 
ei  Lord  Ilayleigh. 

Le  Volume  actuel,  qui  est  orné  d'un  beau  portrait  de  Sir  (îeorj^e 
Stokes,  contient  seulement  les  Mémoires  parus  de  iS-.l  à  iS-(). 
On  compte  (|u'un  :V"  \  olunie  compremlra  les  Mémoires  ri*>lanl^ 
avec  la  magistrale  notice  bioi;ra])liique  lue  à  la  Sot;iélé  lioyale  |)ar 
Lord  Rayleigh  sur  la  vie  et  les  travaux  de  l'illustre  et  re^rirllé  pro- 
fesseur de  r Université  de  Cambridge.  On  espère  aussi  pouvoir 
publiera  part  un  extrait  de  sa  corn.'spondance  scicntltiipie.  Déjà, 
lians  le  \olume  actuel,  on  a  eu  riieureuse  idée  dt;  i<'prodaire 
ijuclques  pièces  île  la  concrpoiidance  entre  Loid  KrKin  cl 
Sir  (Jeorp;e  Stokes,  se  rapporhmi  aux  sujiîts  traités  dans  Jcs  .jo  à 
^îTi  Mémoires  qui  s'y  trouvent  rc|)roduits.  (.1.  I). 
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MÉLANGES. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  L'ANALTSE  MATHÉMATIQUE 
ET  SES  RAPPORTS  AVEC  QUELQUES  AUTRES  SCIENCES; 

CONFERENCE  FAITE  AU  CONGRÈS  DES  ARTS  ET  SCIENCES   DE  SAINT-LOUIS   (ïtio^^. 

Par  m.  Emile  PICARD. 
{Suite.) 


IV. 


Sans  nous  astreindre  à  Tordre  hisloriquc,  reprenons  le  dévelop- 
pement «le  la  Pliysicpie  mathématique  au  siècle  dernier,  en  tant 
(pi'il  intéresse  l'Analyse.  Les  problèmes  d'équilibre  calorifiqu<- 
conduisent  à  l'équation  déjà  rencontrée  par  Laplace  dans  l'élude 
(le  raltraction.  Il  y  a  peu  d'équations  ayant  fait  l'objet  d'autant 
<ie  Inivaux  que  celte  équation  célèbre.  Les  conditions  aux  limites 
peuvent  être  de  Ibrnïes  diverses.  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de 
l'équilibie  calorifique  d'un  corps  dont  on  maintient  les  éléinents 
de  la  surface  à  des  températures  données;  au  point  de  vue  physique, 
il  peut  être  regardé  comme  évident  que  la  température  conlinue  à 
rintérieur,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  source  de  chaleur,  se  trouve 
déterminée  quand  elle  est  donnée  à  la  surface.  Un  cas  plus  général 
est  celui  où,  l'état  restant  permanent,  il  y  aurait  rayonnement  vers 
le  dehors  avec  un  pouvoir  émissif  variant  sur  la  surface  suivant 
une  loi  donnée;  en  particulier,  la  température  peut  être  donnée 
sur  une  portion,  tandis  qu'il  y  a  rayonnement  sur  l'autre  portion. 
Ces  (fuestlons,  <|ui  ne  sont  pas  encore  résolues  dans  leur  plus 
grande  généralité,  ont  grandement  contribué  à  l'orientation  de  la 
théorie   des  équations  aux  dérivées  partielles.   Elles  ont  appelé 
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raltcntîoQ  sur  des  types  de  déterminations  des  inlrgralos,  qui  ne 
se  seraient  pas  présentés  en  restant  à  un  point  de  vue  purement 
abstrait.  L'équation  de  Laplace  s'était  déjà  rencontrée  en  Hjdro- 
dvnamique  et  dans  l'étude  de  l'attraction  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  Celte  derniùre  théorie, a  conduit  à  niellre  eu 
«évidence  les  éléments  les  plus  essentiels  comme  les  potentiels  de 
simples  couches  et  de  doubles  couches.  On  y  a  rencontré  des 
combinaisons  analytiques  de  la  plus  haute  importance  qui  ont  été 
depuis  notablement  généralisées;  telle  la  formule  de  Grcen.  Les 
problèmes  fondamentaux  de  l'électricité  statique  rentrent  dans  le 
même  ordre  d'idées  et  c'est  certes  un  beau  triomphe  pour  la 
théorie  que  la  découverte  du  célèbre  théorème  sur  les  phénomènes 
électriques  à  l'intérieur  d'un  conducteur  creux,  que  Faradny 
retrouva  plus  tard  expérimentalement,  sans  avoir  connaissance  du 
Mémoire  de  Green.  Tout  ce  magnifique  ensemble  est  resté  le  type 
de  ces  théories  déjà  anciennes  de  Physique  mathématique,  qui 
Dous  semblent  presque  avoir  atteint  la  perfection  et  qui  ont 
exercé  et  exercent  encore  une  si  heureuse  influence  sur  les  pro- 
grès de  l'Analyse  pure,  en  lui  suggérant  les  plus  beaux  problèmes. 
La  théorie  des  fonctions  nous  offrira  encore  un  rapprochement 
mémorable.  Les  transformations  analytiques  mises  en  jeu  n'y  sont 
pas  distinctes  de  celles  que  nous  avons  rencontrées  dans  le  mou- 
vement permanent  de  la  chaleur.  Certains  problèmes  fondamen- 
taux de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe  ont  |)u 
perdre  alors  leur  énoncé  abstrait  pour  prendre  une  forme  physique 
comme  celui  de  la  distribution  de  la  température  sur  une  surface 
fermée  de  connexion  (|uelconque  et  ne  rayonnant  pas,  en  é(|ui- 
lîbre  calorifique,  avec  deux  sources  de  chaleur  ([ui  correspondent 
nécessairement  à  des  flux  égaux  et  de  signes  contraires.  En  trans- 
Torniant,  on  se  trouve  devant  une  question  relati\e  aux  intégrales 
abéliennes  de  troisième  espèce  dans  la  théorie  des  courbes  algé- 
briques. 

Les  exemples  qui  précèdent,  où  nous  n'avons  guère  envisage 
que  les  équations  de  la  chaleur  et  de  l'attraction,  montrent 
que  l'influence  des  théories  physiques  ne  s'est  pas  exercée  seule- 
ment sur  la  nature  générale  des  problèmes  à  résoudre,  mais  même 
dans  le  détail  des  transformations  analytiques.  Ainsi  Ton  désigne 
couramment,  dans  les  Mémoires  récents  sur  les  é(| nations  aux  dé- 
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rivdcs  partielles,  sous  le  nom  Aq  formule  de  Green  une  formule 
inspirée  p<ir  la  formule  primitive  du  physicien  anglais.  La  théorie 
de   rélectricilé  dynamique  et  celte  du  magnétisme,  avec  Ampère 
vX  Gauss,  ont  été  aussi  l'origine  d'importants  progrès;  rétude  des 
intégrales  curvilignes  et  celle  des  intégrales  de  surfaces  onl  pris 
là  tous  leurs  développements,  et  des  formules,  comme  celle  de 
Stokcs,  que  Ton   pourrait  appeler  aussi  formule  d^Ampère,  onl 
apparu  pour  la  première  fois  dans  les  Mémoires  de  Physique,  h^s 
équations  de  la  propagation  de  Télectricité,  auxquelles  se  rat- 
tachent les  non)s  de  Ohm  et  de  Kirchhoflf,  tout  en   préseuUmt 
une  grande  analogie  avec  celles  de  la  chaleur,  offrent  souvent  des 
conditions  aux  limites  un  peu  diiïérentes;  on  sait  tout  ce  que  la 
télégraphie  par  cables  doit  à  la  discussion  approfondie  des  inté- 
grales d'une  é(| nation  de  Fourier  transportée  en  électricité.  Las 
équations   d('|uiis   longtemps   écrites   de    TH^drodynamiquc,    \^^ 
équations  de  la  théorie  de  l'élasticité,  celles  de  Maxwell  et      ^^ 
Hertz  en  électromagnélisme  sont  venues  offrir  des  problèmes  a 
logucs  à  ceux  rappelés  plus  haut,  mais  dans  des  conditions 
variées  encore.  Il  s'v  rencontre  bien  des  difficultés  insurmont 
mais  que  de  beaux  résultats  on  doit  à  Tétude  de  cas  particule  — 
dont  on  voudrait  voir  s'accroître  le  nombre!  11  faut  noter  au 
comme  intéressant  à  la  fois  l'Analyse  et  la  Physique,  les  différen 
profondes  (|ii(î  \w.\\i  présenter  la  propagation  suivant  les   plié 
mènes  étudi('-s.  Avec  des  é([uations  comme  celles  du  son,  on  a  u 
|)ropagation  par  ondes;  avec  l'équation  de  la  chaleur,  toute  v 
rialion  S(î  fait  sentir  instantanément  à  tonte  distance,  mais  très  p 
/i  très  grandcî  dislance,  et  l'on  ne  peut  parler  alors  de  vitesse 
propagation.    Dans    d'autres  cas,    dont    l'équation   de    Kirchho 
relative  à  la  |)ropagalion  de  réiectricité  avec  induction  et  capacit 
ollre  le  type  le  |)lus  simple,  il  y  a  un  front  d'onde  avec  une  vitess 
déterminée  mais  avec  un  résidu  à   l'arrière  (|ui  ne  s'éteint  pas 
(a*s  circonstanees  diverses  révèlent  des  propriétés  très  différente::- 
des  intégrales;  leur  étude  n'a  été  approfondie  que  dans  un  peli- 
nombre  de  cas  particuliers,  et  elle  soulève  des  problèmes  où  in 
(erviennent  les  notions  les  plus  profondes  de  l'Analyse  moderne^i^ 


^^     t 


i 
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V. 

J'entrerai  dans  quelques  détails  analytiques  spécialement  inté- 
ressants pour  la  Physique  mathématique.  La  question  de  la  géné- 
ralité de  la  solution  d'une  équation  aux.  dérivées  partielles  a 
présenté  quelques  paradoxes  apparents.  Pour  une  même  équation 
le  nombre  des  fonctions  arbitraires  figurant  dans  l'intégrale  géné- 
rale n'était  pas  toujours  le  même,  suivant  la  forme  de  l'intégrale 
envisagée.  Ainsi  Fourier,  étudiant  l'équation  de  la'chaleur  dans 
un  milieu  indéfini,  regarde  comme  évident  qu'une  solution  sera 
déterminée  si  l'on  se  donne  sa  valeur  pour  ^  =  o,  c'est-à-dire  une 
fonction  arbitraire  des  trois  coordonnées  x^  y^  z\  au  point  de  vue 
deCauchy,  on  peut  regarder  au  contraire  qu'il  y  a  dans  la  solu- 
tion générale  deux  fonctions  arbitraires  de  trois  variables.  Au 
fond,  la  question,  telle  qu'on  Ta  longtemps  posée,  n'a  pas  de 
signification  précise.  Tout  d'abord,  quand  il  ne  s'agit  que  de 
fonctions  analytiques,  un  nombre  fini  quelconque  de  fonctions  à 
on  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  ne  présente 
pas,  au  point  de  vue  arithmétique,  plus  de  généralité  qu'une  seule 
fonction  d'une  seule  variable,  puisque  dans  l'un  et  l'autre  cas 
1  ensemble  des  coefficients  des  déveleppemenls  forme  une  suite 
énumérable.  Mais  il  y  a  quelque  chose  de  plus.  En  réalité,  outre 
les  conditions  qui  se  traduisent  par  des  fonctions  données,  une 
intégrale  est  assujettie  à  des  conditions  de  continuité,  on  doit 
devenir  infinie  d'une  manière  déterminée  pour  certains  éléments; 
^n  pem  être  ainsi  amené  à  regarder  comme  équivalente  à  une 
lonclion  arbitraire  la  condition  de  continuité  dan?»  un  espace  donné, 
<^t  1  on  voit  bien  alors  combien  la  question  du  drnombrement 
^es  fonctions  arbitraires  est  mal  posée.  Il  est  parfois  délicat  de 
démontrer  que  des  conditions  déterminent  d'une  manière  unique 
""e  solution,   quand    on   ne    veut   pas  se  contenter  de  vraisem- 

Diances;  il  faut  alors  préciser  la  manière  dont  se  conduisent    la 

fft      *  • 

onction  et  certaines  de  ses  dérivées.  Ainsi,  dans  le  problème  de 

ourier  relatif  à  un  milieu  indéfini,  certaines  hypothèses  doivent 

^ï*e  faites  sur  la  fonction   et  ses  dérivées  à  Tinlini,  si   l'on  veut 

tablir   que    la    solution    est    unique.    Des    formules    analogues 
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à  celles  de  Grecn  rendent  de  grands  services,  mais  les  démO'*^' 
slrations  qu'on  en  déduit  ne  sont  pas  toujours  enlièrem^^*^ 
rigoureuses,  supposant  implicitement  remplies  pour  les  limi  ^^ 
des  conditions  qui  ne  sont  pas,  a  priori  au  moins,  nécessair 
C^est,  après  plusieurs  autres,  un  nouvel  exemple  de  Tévoluti 
des  exigences  dans  la  rigueur  des  preuves.  Remarquons  d'aillé 
que  la  nouvelle  étude,  rendue  nécessaire,  a  conduit  souvent 
mieux  se  rendre  compte  de  la  nature  des  intégrales;  c'est  que 
vraie  rigueur  est  féconde,  se  distinguant  par  là  d'une  autre  pur 
ment  formelle  et  ennuyeuse,  qui  répand  Tombre  sur  les  p 
blcmcs  qu'elle  touche. 

Les  diflicultés  dans  la  démonstration  de  l'unité  d'une  soluli 
peuvent  élrc  très  diflerentes,  suivant  qu'il  s'agit  d'équations  do 
toutes  les  intégrales  sont  ou  non  analytiques.  C'est  là  un  poi 
important,  et  qui  montre  que,  quand  bien  même  on  voudrait  1 
écarter,  il  faut  compter  quelquefois  avec  les  fonctions  non  analy 
tiques.  Ainsi,  l'on  ne  peut  pas  affirmer  que  le  problème  de  Cauch 
détermine,  d'une  manière  unique,  une  solution,  les  données  d 
problème  étant  générales,  c'est-à-dire  n'étant  pas  caractéristiques 
H  en  est  si^rement  ainsi,  si  l'on  n'envisage  que  des  intégrales  ana 
Ijtiques;  mais,  avec  des  intégrales  non  analytiques,  il  pourrait  >• 
avoir  des  contacts  d'ordre  infini.  Et  la  théorie  ici  ne  devance  pa^ 
les  applications;  au  contraire,  comme  le  montre  l'exemple  sui- 
vant. Le  théorème  célèbre  de  Lagrange  sur  les  potentiels  de  vi— 
tosse  dans  un  lluide  parfait  subsiste-t-il  dans  un  fluide  visqueux? 
On  a  pu  donner  des  exemples  (  *  )  où  les  coordonnées  des  diO'érents 
points  d'un  lluide  visqueux  parlant  du  repos  ne  sont  pas  expri- 
mables en   fonctions  analytiques  du    temps   à  partir  de  l'instant 
initial  du  mouvement,  et  où  les  rotations  nulles,  ainsi  que  toutes 
leurs  dérivées  par  rapport  au   temps  à  cet  instant,  ne  sont  cepen- 
dant pas  idenliquonient  nulles;  le  théorème  de  Lagrange  ne  sub- 
siste donc  pas.  Ces  considérations  montrent  assez  l'intérêt  qu'il 
peut  y  avoir  à  être  assuré  que  toutes  les  intégrales  d'un  système 
d'équations    aux  dérivées   partielles,  continues  ainsi  que   toutes 
leurs  déri\ées  jusqu'à  un  ordre  déterminé  dans  un  certain  champ 


v'  '  Nous  f.ii^itns  iri  ulltisioii  à  un  travail  de  M.  lii>u><iueM]  {Comptrs  rendus, 
an  m.ir>  il   .»»iii\ril  iN^'o^. 
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(le  variables  réelles,  sont  des  fonctions  analytiques;  on  suppose, 
bien  entendu,  qu'il  n'y  ait  dans  les  équations  que  des  éléments 
analytiques.   On  a,  pour  les   équations  linéaires,  des  théorèmes 
précis,  toutes  les  intégrales  étant  analytiques,   si  les  caractéris- 
tiques sont  imaginaires,  et  des  propositions  très  générales  ont  été 
sassi  obtenues  dans   d'autres   cas.   Remarquons  encore  que   les 
conditions  aux  limites,  que  l'on  est  conduit  à  poser,  sont  très 
différentes,  suivant  qu'il  s'agit  d'une  équation  dont  les  intégrales 
sont  ou  ne  sont  pas  analytiques.  Un  type  du  premier  cas  est  donné 
par  Je  problème  généralisé  de  Dirichlet;  des  conditions  de  conti- 
nuité  y  jouent  un  rôle  essentiel,  et,  en  général,  la  solution  ne 
peut  être  prolongée  des  deux  côtés  du  conlinuum  qui  sert  de  sup- 
port aux  données;  il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  second  cas, 
où  la    disposition  de  ce  support  par  rapport  aux  caractéristiques 
lient  le   principal  rôle,  et  où  le  champ  d'existence  de  la  solution 
se  présente  dans  de  tout  autres  conditions.  Toutes  ces  notions, 
difficiles  à  préciser  en  langage  ordinaire  et  fondamentales  pour  la 
Physique  mathématique,  ne  sont  pas  d'un  moindre  intérêt  pour 
la  Ciéondétrie  infinitésimale.  Il  suffira  de  rappeler  que  toutes  les 
surfaces  à  courbure  constante  positive   sont  analytiques,   tandis 
quil  existe  des  surfaces  à  courbure  constante  négative  non  analy- 
tiques. 

I^^'s  l'antiquité  s'était  fait  jour  le  sentiment  confus  d'une  cer- 
lame  économie  dans  les  phénomènes  naturels;  un  des  premiers 
eiemples  précis  est  fourni  par  le  principe  de  Fermât  relatif  à 
l économie  du  temps  dans  la  transmission  de  la  luniic''re.  On  ai- 

• 

riva  ensuite  à  reconnaître  que  les  équations  générales  de  la  Méca- 
nique  correspondent  à   un  problrme  de  minimum,  ou  plus  exac- 
lemenl  de  variation,  et  Ton  obtint  ainsi  le  principe  des  vitesses 
virtuelles,    puis   le  principe  d'Hamilton   et  celui    de  la   moindre 
action.  Un  grand  nombre  de  problrmes  apparurent  alors  comme 
correspondant  à  des  minima  de  certaines  intégrales  définies.  Il  y 
eut  là  un  progrès  très  important,  car  l'existence  d'un  minimum  pou- 
vait, dans  bien   des  cas,   être   regardée  comme  évidente,   et  par 
suite  la  démonstration  de  l'existence  de  la  solution  était  effectuée. 
Ce  raisonnement  a  rendu  d'immenses  services;    les   plus  grands 
géomètres  (Gauss,  dans  le  problème  de  la  répartition  d'une  masse 
attirante  correspondant  à  un  potentiel  donné;  Riemann,  dans  sa 
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théorie  des  fonctions  abéllennes)  s'en  sont  contentés.   Aujour- 
d'hui, notre  attention  a  été  appelée  sur  les  dangers  de  ce  genre^=i 
de  démonstrations;  il  se  peut  que  les  minima  soient  simplement..^ 

des  limites  et  ne  puissent  être  effectivement  atteints  par  des  fonc 

tions  véritables  possédant  les  propriétés  nécessaires  de  continuité. . 
On  ne  se  contente  donc  plus  des  vraisemblances  qu'offrait  le  rai — 
sonnement  longtemps  classique.  Soit  qu'on  procède  indirect 
ment  y  soit  qu'on  cherche  à  donner  une  preuve  directe  d 
Texislence  d'une  fonction  répondant  au  minimum,  la  route  es 
longue  et  ardue.  Il  n'en  sera  d'ailleurs  pas  moins  toujours  util 
de  rattacher  une  question  de  Mécanique  ou  de  Physique  matlié — 
malique  à  un  problème  de  minimum;  il  y  a  là  tout  d'abord  un 
source  de  transformations  analytiques  fécondes  et  en  outre,  dan 
les  calculs  mêmes  de  la  recherche  des  variations,  d'utiles  indica 
tions  peuvent  apparaître  relativement  aux  conditions  aux  limites; 
un  bel  exemple  en  a  élé  fourni  par  Kirchhoff  dans  la  recherch 
délicate  des  conditions  aux  limites  de  l'équilibre  de  flexion  de 
plaques. 


VI. 


J'ai  été  conduit  à  m'étendre  surtout  sur  les  équations  aux  dé- 
rivées parlielles.  Des  exemples  choisis  dans  la  ]Mécani(|ue  ration- 
nelle et  dans  la  Mécanique  céleste  montreraient  aisément  le  rôle 
que  jouent  les  équations  différentielles  ordinaires  dans  les  progrrs 
de  ces  sciences,  dont  Thistoire,  nous  l'avons  vu,  a  élé  si  étroite- 
ment liée  à  celle  de  l'Analyse.  Quand  on  eut  perdu  l'espérance  d'in- 
tc{^rer  avec  des  fonctions  simples,  on  s'est  efforcé  de  trouver  des 
dévclo|)|yenienls  permettant  de  suiM'c  un  phén(»mène  le  plus 
longtemps  possible,  ou  d'obtenir  au  moins  des  renseignements 
sur  son  allure  qualitative.  Pour  la  pratique,  il  y  a  dans  les  nié- 
lht)dcs  d'approximations  une  partie  extrêmement  importante  des 
Mathémali(|ues,  et  c'est  ainsi  que  les  parties  les  plus  élevées  de 
rArilhmélique  théorique  se  trouvent  en  relation  avec  les  sciences 
appliquées.  Quant  aux  séries,  les  démonstrations  mêmes  d'exis- 
tence des  intégrales  en  fournissent  tout  d'abord;  ainsi,  la  pre- 
mière méthode  de  Gauchy  donne  des  développements  convergents 
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nt  que  les  intégrales  el  les  coefficients  difTérenliels  restent  con- 
:intis.  Quand  quelque  circonstance  permet  de  prévoir  qu'il  en  esi 
oujours  ainsi,  on  obtient  des  développements  toujours  conver- 
enls.  Dans  le  problème  des  n  corps,  on  peut  de  cette  manière 
btenir  des  développements  valables  tant  qu'il  n'y  a  pas  de  chocs. 
>î  les  corps,  au  lieu  de  s'attirer,  se  repoussaient,  cette  circonstance 
e  serait  pas  à  craindre  et  Ton  obtiendrait  des  développements 
labiés  indéfiniment;  malheureusement,  comme  le  disait  un  jour 
resnel  à  Laplace,  a  la  nature  ne  se  soucie  pas  des  difficultés 
nalytiques  »  et  les  corps  célestes  s'attirent  au  lieu  de  se  repousser. 
^)n  serait  même  tenté  parfois  d'aller  plus  loin  que  le  grand  phy- 
^cien,  et  de  dire  que  la  nature  a  semé  les  difficultés  sur  les  che- 
snins  des  analystes.  Ainsi,  pour  prendre  un  autre  exemple,  on 
peut  généralement  décider,  étant  donné  un  système  d'équations 
diflTérentielles  du  premier  ordre,  si  la  solution  générale  est  stable 
ou  non  autour  d'un  point,  et  trouver  des  développements  en  séries 
valables  pour  les  solutions  stables  ;  il  faut  seulement  que  certaines 
inégalités  soient  vérifiées.  Mais  applique-t-on  ces  résultats  aux 
équations  de  la  Dynamique  pour  discuter  la  stabilité;  on  se  trouve 
jnstement  dans  le  cas  particulier  défavorable.  En  général,  même 
ici,  il  n'est  pas  possible  de  se  prononcer  sur  la  stabilité  ;  dans  le  cas 
dune  fonction  des  forces  ayant  un  maximum,  un  raisonnement' 
classique  mais  indirect  établit  la  stabilité,  qui  ne  peut  se  déduire 
d'aucun  développement  valable  pour  toute  valeur  du  temps.  Ne 
Regrettons  pas  ces  difficultés;  elles  seront  la  source  de  progrès 
futurs.  Telles  aussi  les  difficultés  que  nous  oflTrent  encore,  malgré 
^ant  de  travaux,  les  équations  de  la  Mécanique  céleste;  les  astro- 
ï^omes  ont  à  peu  près  tiré  d'elles,  depuis  Newton,  au  moven  de 
Séries  prati({uement  convergentes  et  d'approximations  heureuse- 
ï^cnt  conduites,  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  la  prévision  des 
ïïiouvcmenls    des    corps    célestes.    Les    analystes    demanderaient 
davantage,  mais  ils  n'ont  plus  guère  d*espéranccs  d'arriver  à  Tiulé- 
^ationau  moyen  de  fonctions  simples  ou  de  développements  tou- 
jours convergents.  Ce  que  d'admirables  recherches  récentes  leur 
ont  le  mieux  appris,  c'est  l'immense  difficulté  du  problème;  une 
voie  nouvelle  a  toutefois  été  ouverte  par  l'étude  de  solutions  par- 
ticulières, comme  les  solutions  périodiques  et  les  solutions  asym- 
ptotiques,  qui  ont  déjà  été  utilisées.  Ce  n'est  peut-être  pas  tant 


290  PUIÎMIÈUK   PAHÏIK. 

pour  les  besoins  de  la  pratique,  que  pour  ne  pas  s'avouer  vainc»  ^^^ 
que  rAnalyse  ne  se  résignerait  jamais  à  abandonner,  sans  ui 
vicloire  définitive,  un  sujet  où  elle  a  rencontré  ïanl  de  triomph 
éclatants;   et  aussi,   quel   plus  beau   champ  pourraient  trouve 
pour  essayer  leurs  forces,  les  théories  naissantes  ou  rajeunies 
la  doctrine  moderne  des  fonctions  que  ce  problème  classique 
n  corps. 

C'est  une  joie  pour  Panalyste  de  rencontrer  dans  les  applicatioi^ 
des  équations  qu'il  peut  intégrer  avec  des  fonctions  connue»,  ave- 
des  transcendantes  déjà  classées.  De  telles  rencontres  sont  rnalhetv 
reuseinent  rares;  le  problème  du  pendule,  les  cas  classiques  du  mois 
vement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  sont  des  exemple 
simples  oii  les  fonctions  elliptiques  ont  permis  d'effectuer  Tin  — 
légralion.  11  serait  aussi  extrêmement  intéressant  de  rencontre»" 
une  question  de  Mécanique  qui  puisse  être  l'origine  d'une  décou- 
verte importante  touchant  la  théorie  des  fonctions,  comme  la  de- 
couverte  d'une  transcendante  nouvelle  jouissant  de  quel(|ue  pro- 
priété remarquable;  je  serais  embarrassé  d'en  donner  un  exemple, 
à  moins  de  faire  remonter  au  pendule  le  début  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  La  pénétration  entre  la  théorie  et  les  appli- 
cations est  ici  beaucoup  moindre  que  tout  à  l'heure  dans  les  ques- 
tions de  Physique  mathématique.  Aussi  s'explique-t-on  que, 
depuis  une  quarantaine  d'années,  les  travaux  sur  les  équations 
différentielles  ordinaires,  se  rattachant  aux  fonctions  analytiques, 
aient  en  grande  partie  un  caractère  théorique  tout  abstrait.  La 
théorie  pure  a  pris  ici  notablement  l'avance;  nous  avons  ou  Tocca- 
sion  de  dire  qu'il  était  bon  qu'il  en  fût  ainsi,  mais  il  y  a  évitlem- 
ment  là  une  (|uestion  de  mesure,  et  Ton  peut  souhaiter  de  voir 
d'anciens  problèmes  profiter  des  progrès  accomplis  dans  la  théorie 
pure.  On  ne  serait  pas  au  surplus  embarrassé  d'en  donner  quelques 
exemples,  et  je  rappellerai  seulement  ces  équations  différentielles 
linéaires  où  figurent  des  paramètres  arbitraires  dont  les  valeurs 
singulières  sont  racines  de  ("onctions  transcendantes  entièrt's,  ce 
qui,  en  particulier,  fait  correspondre  les  harmoniques  successives 
d'une  membrane  vibrante  aux  pôles  d'une  fonction  méromorphe. 

Il  arrive  aussi  que  la  théorie  soit  un  élément  de  classification, 
en  conduisant  à  chercher  les  conditions  pour  que  la  solution 
rentre  dans  un  type  déterminé,  comme,  par  exemple,  que  Tinté- 
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raie  soîl  uniforme.  Il  y  a  eu  et  il  y  aura  encore  l)ien  des  décou- 
erles  intéressantes  dans  cette  voie;  le  cas  du  mouvement  d'un 
orps  solide  pesant,  traité  par  M™^  de  Kowalesky,  et  où  ont  été 
tilîsées  les  fonctions  abéliennes,  est  déjà  devenu  classique. 


VII. 

En  étudiant  les  relations  réciproques  de  l'Analyse  avec  la  Méca- 
iqae  et  la  Physique  mathématique,  nous  avons,  chemin  faisant, 
^lus  d'une  fois  rencontré  la  Géométrie  infinitésimale,  qui  a  pro- 
f>osé  tant  de  problèmes  célèbres  ;  dans  maintes  questions  difficiles, 
l*heureuse  combinaison  du  calcul  et  des  raisonnements  svnthé- 
tiques  a  réalisé  des  progrès  considérables,  comme  le  montrent  les 
théories  des  surfaces  applicables  et  des  systèmes  triplement  ortho- 
gonaux. Il  est  une  autre  partie  de  la  Géométrie  qui  joue  un  grand 
rùle  dans  quelques  recherches  analytiques  :  je  veux  parler  de  la 
Géométrie  de  situation  ou  analysis  situs.  On  sait  que  Riemann  a 
fait  à  ce  point  de  vue  une  élude  complète  des  continuum  à  deux 
dimensions,  sur  laquelle  repose  sa  théorie  des  fonctions  algébriques 
d'une  variable  et  de  leurs  intégrales.  Quand  le  nombre  des  dimen- 
sions augmente,  les  questions  A^analysis  sitiis  se  compliquent 
nécessairement;  l'intuition  géométrique  cesse,  et  l'étude  devient 
purement  analytique,  l'esprit  étant  seulement  guidé  par  des  ana- 
logies qui  peuvent  être  trompeuses  et  bnt  besoin  d'être  discutées 
de  près.  I-.a  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes  qui  nous  transporte  dans  un  espace  à  quatre  di- 
mensions, sans  tirer  de  Vanalvsis  situs  un  parti  aussi  fructueux 
qae  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable,  lui  doit  cependant 
d'utiles  orientations.  Voici  encore  un  autre  ordre  de  questions 
où  intervient  la  géométrie  de  situation  ;  dans  l'étude  des  courbes 
tracées  sur  une  surface  et  définies  par  des  équations  difleren- 
tielles,  la  connexion  de  cette  surface  joue  un  rôle  important  : 
c'est  ce  qui  arrive  notamment  pour  les  lignes  géodésiques.  La 
question  de  connexité  s'est  d'ailleurs  présentée  il  y  a  longtemps 
CD  Analyse,  quand  l'étude  des  courants  électriques  et  du  magné- 
tisme a  conduit  à  des  potentiels  non  uniformes  ;  d'une  manière 
plus  générale,  certaines  intégrales  multiformes  de  quelques  équa- 
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tîons  aux  dérivées  partielles  se  rencontrent  dans  des  théories  Ai^^^" 
ciles,  comme  celle  de  la  diffraction,  et  des  recherches  variées  so^  **" 
à  poursuivre  dans  cette  direction. 

A  un  point  de  vue  différent,  je  dois  rappeler çncore  les  relatlo.^^*^*^ 
de  TAnaljse  algébrique  avec  la  Géométrie,  qui  se  manifestent 
élégamment  dans  la  théorie  des  groupes  d'ordre  fini.  Un  poljèd^^ 
régulier,  comme  un  icosaèdre,  est  d'une  part  le  solide  que  tout  - 
monde  connaît;  c'est  ainsi,  pour  l'anal)rste,  un  groupe  d'ordi        ^ 
fini,  correspondant  aux  diverses  manières  de  faire  coïncider  le  p< 
lyèdre  avec  lui-même.  La  recherche  de  tous  les  types  de  grouj 
de  mouvements  d'ordre  fini  intéresse  non  seulement  les  géomètres 
mais   aussi    les  cristallographes  ;    elle  revient   essentiellement 
l'étude  des  groupes  de  substitutions  linéaires  ternaires  de  détermi 
nant  di  i,  et  conduit  aux  trente-deux  systèmes  de  symétrie  de-^ 
cristallographes  pour  la  particule  complexe.  Le  groupement  en 
systèmes   de   polyèdres   correspondants,    de  manière    à    remplii." 
l'espace,   épuise  toutes  les   possibilités  dans  la  recherche  de  la 
structure  des  cristaux.  Depuis  l'époque  où  la  notion  de  groupe  a 
été  introduite  en  Algèbre  par  Galois,  elle  a  pris,  dans  des  voies 
diverses,  des  développements  considérables  au  point  qu'on  la  ren- 
contre  aujourd'hui   dans   toutes  les  parties  des  Mathématiques. 
Dans  les  applications,  elle  nous  apparaît  surtout  comme  un  admi- 
rable instrument  de  classification.  Qu'il  s'agisse  des  groupes  de 
substitutions  ou  des  groupes  de  transformations  de  Sophus  Lie, 
qu'il  s'agisse  d'équations  algébriques  ou  d'équations  différentielles, 
cette  doclrine,  si  compréhensive,  pciniet  de  se  rendre  compte  du 
degré  de  diflicullé  des  problèmes  traités  et  enseigne  à  utiliser  les 
circonslanccs  spéciales  qui  s'y  présentent;  à  ce  titre,  elle  doit  in- 
téresser autant  la  Mécanique  et  la   Physique  mathématique  qur 
TAnalyse  pure. 

Le  degré  de  développement  de  la  Mécani(|ue  et  de  la  Physiqui* 
a  permis  de  donner  à  presque  toutes  leurs  théories  une  forme  nia- 
thémali(|ue  ;  certaines  hypothèses  et  la  connaissance  des  lois  élé- 
mentaires oui  conduit  aux  relations  dillérentielles  qui  constituent 
la  iornic  dernière  sous  laquelle  se  fixent,  au  moins  pour  un  tem|)s, 
ces  théories.  Celles-ci  ont  vu  peu  à  peu  leur  champ  s'agrandir 
avec  les  principes  de  la  Thermodynamique.  Aujourd'hui,  la  Chimie 
tend  il  prendre  a  son  tour  une  forme  mathématique.  Je  n'en  pren- 
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^rai  comme  témoin  que  le  Mémoire  célèbre  de  Gibbs,  sur  Téqui- 
I  ibre  des  systèmes  chimiques,  d'un  caractère  si  analytique,  et  où  il 
SI  fallu  quelque  effort  aux  chimistes  pour  reconnaître,  sous  leur 
■nanteau  algébrique,  des  lois  d'une  importance  considérable.  Il 
sscmblc  que  la  Chimie  soit  sortie  aujourd'hui  de  la  méthode  pré- 
jKnathématique,  par  laquelle  débute  toute  science,  et  qu'un  jour 
^oîve  venir  où  s'ordonneront  de  vastes  théories,  analoj;;ues  à  celles 
^e  notre  Physique  malhémaliquc  actuelle,  mais  bien  plus  vastes  et 
comprenant   l'ensemble    des    phénomènes    physico-chimiques.    Il 
serait  prématuré  de  se  demander  si  TAnalyse  trouvera  dans  leurs 
développements  la  source  de  nouveaux  progrès  ;  on  ne  sait  même 
pas   devant  quels   types   analytiques  on  pourra  se  trouver.  J*ai 
constamment  parlé  d'équations  différentielles  régissant  les  phé- 
nomènes ;  sera-ce  toujours  là  la  forme  dernière  qui  condense  une 
théorie?  Je  n'en    sais  certes  rien,   mais  cependant  nous  devons 
nous  souvenir  que  plusieurs  hypothèses  ont  été  faites  de  nature 
plus  ou  moins  expérimentale  ;  parmi  elles,  il  en  est  une  qu'on  a 
pu  appeler  principe  de  non-hérédité,  qui  postule  que  Tavenir 
d'un  système  ne  dépend  que  de  son  état  actuel  et  de  son  état  à 
rinstant  infiniment  voisin,  ou  plus  brièvement  que  les  accéléra- 
tions ne  dépendent  que  des  positions  et  des  vitesses.  On  sait  que 
dans  certains  cas  cette  hypothèse  n'est  pas  admissible,  au  moins 
avec  les  grandeurs  directement  envisagées  ;  on  a  même  quelquefois 
abusé  à  ce  sujet  de  la  mémoire  de  la  matière,  qui  se  souvient  de 
son  passé,  et  l'on  a  parlé  en  termes  émus  de  la  vie  d'un  morceau 
«racier.    Différentes    tentatives    ont  été  faites   pour    donner   une 
théorie  de  ces  phénomènes,  où  un  passé  lointain  semble   inter- 
venir ;  je  n'ai  pas  à  en  parler  ici.  Un   analyste  peut  penser  que, 
dans  des  cas  aussi  complexes,  il  faudra  abandonner  la  forme  des 
équations  différentielles,  et  se  résigner  à  envisager  des  équations 
fonctionnelles,  où  figureront  des  intégrales  définies  qui  seront  le 
lëmoignage  d'une  sorte  d'hérédité.  A  voir  l'intérêt  qui  s'attache 
eu  ce  moment  aux  équations  fonctionnelles,  on  pourrait  croire  à 
un  pressentiment  des  besoins  futurs. 
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VIII. 


Après  avoir  parlé  de  non-liérédîlé,  je  n'ose  guère  toucher  la 
question  des  applications  de  i'Analjse  à  la  Biologie.  On  ne  for- 
mera point  sans  doute  de  sitôt  les  équations  fonctionnelles  des 
phénomènes  biologiques  d'un  type  analogue  à  celles  dont  je  par- 
lais, il  y  a  un  moment  (');  les  tentatives  faites  jusqu'ici  sont  dans 
un  ordre  d'idées  plus  modeste.  Cependant,  l'on  s'efforce  de  sortir 
du   champ   purement  qualificatif  pour   introduire    des    mesures 
quantitatives.  Dans  la  question  de  la  variation  de  certains  carac- 
tères, on  se  livre  à  des  mensurations  et  à  des  mesures  statistiques 
qui  se  traduisent  par  des  courbes  de  fréquence.  Les  modiCcations 
de  ces  courbes  avec  les  générations  successives,  leurs  décomposi- 
tions en  courbes  distinctes,  pourront  donner  la  mesure  de  la  sta- 
bilité des  espèces  ou   de  la  rapidité  des  mutations,   et  Ton  sait 
quel  intérêt  s'attache  à  ces  questions  dans  des  recherches  bota- 
niques récentes.  Il  y  a  dans  tout  ceci  un  si  grand  nombre  de  para- 
mètres, qu'on  se  demande  si  la  méthode  infinitésimale  elle-même 
pourra   rendre  quelques  services.   Quelques  lois,  d'un  caractère 
arithmétique  simple,  comme  celles  de  Mendel,   viennent  parfois 
donner  de  nouveau  confiance  dans  le  vieil  aphorisme,  que  je  citais 
au  début,   «  (|ue  toutes  choses  s'expliquent  par  les  nombres  »; 
mais,  malgré  de  lé^^itimcs  espérances,  il  est  clair  que,    dans   son 
ensemble,  la  Biolof,^ie  est  encore  loin  d'entrer  dans  une  période 
vraiment  mathématique. 

Il  n*en  est  pas  de  même,  d'après  certains  économistes,  pour 
l'Economie  politique.  Après  Cournot,  l'École  de  Lausanne  a  fait 
un  effort  extrêmement  intéressant  pour  introduire  l'Analyse  ma- 
thématique dans  rÉconomie  politique.  Sous  certaines  hypothèses, 
qui  conviennent  au  moins  à  des  cas  limités,  on  trouve  dans  de  sa- 
vants traités  une  équation  entre  les  quantités  de  marchandises  et 


(  '  )  I);ins  son  ariiclc  sur  Le  principe  de  Lamarck  et  l'hérédité  des  modifica- 
tions soinatiques,  M.  Giard  dit  de  l'hérédité  :-«  G  est  une  intégrale,  c'est  la  soiiimc 
des  varialiitns  produites  sur  cluxiuc  gér.ération  anlériourc  par  les  facteurs  pri- 
maires de  l'évolution  ».  Voir  Controverses  transformistes,  p.  i33. 
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leurs  prix,  qui  rappelle  l'équation  des  vitesses  virtuelles  en  Méca- 
nique :  c'est  l'équation  de  Téquilibre  économique.  Une  fonclion 
des  quantités  joue  dans  cette  théorie  un  rôle  essentiel  rappelant 
celui  de  la  fonction  potentielle.  D'ailleurs,  les  représentants  les 
plus  autorisés  de  l'École  insistent  sur  l'analogie  des  phénoii^ùncs 
économiques  avec  les  phénomènes  mécaniques;  «  comme  la  Mé- 
canique rationnelle,  dit  l'un  d'eux,  considère  des  points  matériels, 
l'Economie  pure  considère  V homo  œconomicus  ».  Naturellemcni, 
on  retrouve  là  aussi  les  analogues  des  équations  de  Lagrange, 
moule  obligé  de  toute  mécanique.  Tout  en  admirant  ces  hardis  Ira- 
vaux,  on  se  prend  à  craindre  que  les  auteurs  n'aient  négligé  cer- 
taines masses  cachées,  comme  auraient  dit  Helmhoitz  et  Hert/.. 
Mais,  quoi  qu'il  en  advienne,  il  y  a  dans  ces  doctrines  une  appli- 
cation curieuse  des  Mathématiques,  qui,  au  moins  dans  des  cas 
bien  circonscrits,  a  déjà  rendu  de  grands  services  (*). 

J'ai  terminé,  Messieurs,  cette  histoire  sommaire  de  quelques- 
unes  des  applications  de  l'Analyse  avec  les  réflexions  qu'elle  m'a 
par  moment  suggérées.  Je  suis  loin  d'avoir  été  complet;  ainsi,  j'ai 
omis  de  parler  du  calcul  des  probabilités  qui  demande  tant  de  subti- 
lité d'esprit,  et  dont  Pascal  se  refusait  d'expli(|uer  les  finesses  au 
chevalier  de  Méré,  parce  qu'il  n'était  pas  géomètre.  Son  utiliti* 
pratique  est  de  premier  ordre.  Son  intérêt  théorique  a  toujours  été 
considérable;  il  est  encore  augmenté  aujourd'hui,  grâce  à  l'impor- 
tance prise  par  les  recherches  que  Maxwell  appelait  stalistical  et 
qui  tendent  à  envisager  la  Mécanique  sous  un  jour  tout  nouveau  (*'^). 

J'espère  cependant  avoir  montré,  dans  celle  esquisse,  l'origine 
et  la  raison  des  liens  si  profonds  qui  unissent  l'Analyse  à  la  Géo- 
métrie el  à  la  Physique,  plus  généralement  à  toute  science  portant 
sur  des  grandeurs  numériquement  mesurables.  L'influence  réci- 
proque de  l'Analyse  et  des  théories  physiques  a  été  à  cet  égard 
particulièrement  instructive.  Que  réserve  l'avenir?  Des  problèmes 
plus  difficiles,  correspondant  à  une  approximation  d'ordre  plus 
élevé,  amèneront  des  complications  que  nous  ne  pouvons  que  va- 


r')  On  pourra  coiisuller  sur  ce  sujet  :  La  mct/iodc  mathématique  en  Eco- 
nomie /Mlitique,  par  1%.  Bouvier  el  le  Petit  Traité  d'Économie  politique  mathe- 
maiir/ite.  par  II.  Laurcol. 

t  '  )   Voir  sur  ce  sujet  le  Livre  de  \V.  Gibbs  :  Elementary  Princip/es  in  sta- 
iistical  Mechanics  et  les  Leçons  sur  la  théorie  des  gaz  de  M.  Bollzinann. 
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^urmcnt  prévoir,  en  parlant,  comme  je  le  faisais  tout  à  Thcnve, 
(réipialioris  ronctioniiclles  remplaçant  svslémabî(|uemenl  BOi 
(•(pialioiis  (lilTrrcnliclles  actiit^llcs,  ou  encore  (Fin légrationsd^êqm- 
tions  CM  noinl>re  infini  à  une  infinité  de  fonctions  inconnaet. 
Mais,  (pioi  (pi'il  arrive,  IWnaIvse  mathématique  restera  toujoan 
celle  lan;;nc  (|ni,  suivant  un  mot  de  Fourier  a  n'a  point  de  signes 
pour  r\|)rimcr  les  notions  (ronf'usos  >s  lanf^ue  douée  d'une  admirable 
puissance  de  transformations  cl  capable  de  condenser  dans 
svmiioles  un  nombre  immense  de  résultats. 


H  ULLKT I N    lUB  L I  Ot;  Il  A  V IIIQL  E. 


r*ii;oruii\N  ((t.)'  —  ff/fsrrxaftofis  ilc  nvhiilcuscs  t:t  tl'amas  steliaires» 
Tonii'  V  :  <>hsrnftfinns(iif/VfCNfii//rsi.  \VIII"0'"-X\IV*M»"' ..  (  Kxlrjiit  des 
.in/i(t/cs  tic  ru/tsrr\'4ifnin'  t/r  Paris.)  In-4",  iSo  p.  Paris,  Gaulliier- 
\  ill.M's.  -l't  IV. 

I»*)\vm:\  (J.i.  —  /\/cf/icnfs  t»/'  thcnry  of  th»'  inft\çers.  Gi.  in-b  .  Lun- 
(l>>n,  .M.ii-iiiillan.   '>  ^li. 

(îiJNsrw  (  I*.  1.  -  i'iiurs  t  h  mriit.iirr  d'Asfrimn/nir  rf  /»■  .\^/^^t\•f^fîon 
[■•'  l*;iill.-».  lii-iS",  )i-.'  1».  .iM'.'  i'i\)  Wii.  et  i  pl.iiirlies.  I\ui-.  (î.iutliirT-\'il- 
1.1  r^.  S  i'v.    H)  r. 

l\Mi>^  ru  ^^  A.-U,  ). —  liiih-rctitinl  ifH'irûinis  f'/'s/)fin\  Iii-i',  j<»  |-.  Lon- 
<li>ii,  l>iil,iu.  '1  >U. 

iiin  iivun  {C.}.  —  Traitt'  */'•  i'n  'nn<  (rit''  i"  !\iihci  :  (.ic*iii'/frir  clrmen^ 
fitirr  />/.iftt'  if  ,/tr/is  /\s/>.f't:     v  nlii.  ■.  In-S  .  n-.i»7  |».  îi\ii'  .\*i\  li^'.  I*.iri?, 


-  Cpar^w»»!   rwintigmtt.  S*rfyt*i  mimmMi  i^j, 
.5fr. 

rtmf  In  ru/nMii  iHKy iWr. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


ARENDT  (G.)'  —  Lkjeuxe-Diriciilet's  Vorlesuxcïen  iber  du:  Lkiire  vdv 

DBN    EIXFACIIEN    l'ND   MBIlRFACilKN    DESTISIMTEN    I.NTKURALEN.     I    Vol.    ill-S'. 

xxiv-476  pages.  Braunschwcig,  Wieweg  uiiJ  Sohn,  lyoî. 

Rien  de  ce  qui  touche rœiivrc  de  Lejeune-DIrichlet,  (|iii  fut  un 
géomètre  profond  cl  subtil,  un  merveilleux  nrlisle  et,  puraîl-il,  un 
mailre  incomparable,  ne  saurait  être  indiQcronl  au\  malhrinali- 
cien.s.  Quoiqu'une  bonne  partie  de  ce  qu'on  trouve  dans  le  Livre 
de  M.  Arendt  soit  déjà  connu  par  le  Livre  de  M.  G.-F.  Mt.'ver(*), 
par  celui  de  M.  Grube  (^),  par  les  œuvres  même  de  Diriclilet,  le 
très  consciencieux  travail  de  M.  Arendt  n'en  sera  pas  moins  le 
très  bien  venu,  et  Ton  peut  être  sûr  qu'il  trouvera  sa  place  dans 
lotîtes  lesbibliothrques  math/'mahqucs,  qu'il  sera  lu  altonlivcment 
par  les  maîtres  et  les  étudiants.  Le  Livre  de  M.  Grube  louche  à  un 
•sujet  spécial,  et  ce  n'est  que  quel(|ue5  pa^es  que  Ton  prut  rappro- 
cher de  celui  qui  nous  occupe.  Le  Livre  de  M.  (j.-F.  Mcyer,  (|ui 
porte  presrpie  le  même  lilre  que  ce  «Icrnior,  en  est  plus  voisin  : 
mais  l'auleur,  comme  c'était  son  droit  inconleslahic,  avait  usi'*  do 
•quelque  liberté  en  le  rédigeant:  il  ne  s'rlait  pas  borne  à  reproduire 
textuellement  renseif^nemcnt  dont  il  s'était  inspiré;  il  avail  éla- 
gué ici,  développé  ailleurs  des  démonstrations  (|uo  le  maître  avait 
seulement  indiquées.  M.  Arendt  s'est  allaclié  au  contraire  à  repro- 
duire les  notes  iros  complètes  «lu  cours  professé  par  Dirielilct.  pen- 
dant le  semestre  d'été  de  i8j.|  (■*},  à  les  reproduire  (Tune  l"ai;on  si'ru- 
puleuse,ù  nous  donner  un  texte  anllienli(pie.  Il  a  cru  dev(»ir>l*;naler, 
DOn  seulement  quel(|ues  très  l«'^«'*res  additions,  mais  eneore  les 
corrections  de  ces  Tantes  (rinallenlion  (pii  écliappenl  à  tous  eeu\ 


(*  )   VorlestiH'*t'n  iihcr  die  Théorie  clcr  Ijcstinuntcn  InWi^ralc  zwi^clti  n  ncllcn 
GroMC  (Lcip7.i^s  lîS;!). 

(  =  )    Vorlvsuni^t'n   tiOcr  die  iin  imtisckciirtcn  VcrhiUiiiss  des  fjifii  .'r  tle   der 
J^nt/erntuif!  virhenden  Knifte,  .v  rdiiion,  Lfiitzi^',  i^^;. 

(•)  Le  Livre  de  M.  K.-(.'i.  AL-\it  ?o  :*d|«iM»rtc  au  cuurs  île  r:S"iS. 

Bull,  lies  Sciences  matlicni.^  u'  siiric,  L.  WViH.  (lituiuhrc  i ;,'i  ;         m 
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qui  prenneni  des  noies,  cl  qui  peuvenl  mêmey  parfois,  échapper, 
lorsqu'il  parle,  à  un  savanl  aussi  Impeccable  que  rétait  Dirichlel. 
Si  les  noies  qu'a  conservées  M.  Arendl  n'avaient  pas  élé  prises 
avec  un  soin  minulieux,  ces  scrupules  auraient  élé  impossibles  et 
leur  excès  même  peut  inspirer  au  lecleur  une  enlière  confiance  : 
il  u,  sous  les  jeux,  la  parole  écrite  de  Dirichicl,  il  en  suit  le 
m(»uveinenl,  il  en  ressent  la  suggestion. 

Au  reste,  la  perfection  même  de  l'exposition  aurait  suffi  à  lui 
garantir  celle  aulhenlicilé  dont  nous  répond  M.  Arendt  :  Tordre 
dans  lequel  les  sujets  se  déroulent,  la  façon  dont  les  idées  sont 
prépurées,  introduites,  mises  en  pleine  lumière,  le  choix  des 
exemples,  la  précision  des  détails,  tout  est  d'un  maître  admirable. 

Le  Livre  est  partagé  en  deux  parties  :  les  intégrales  simples  et 
les  intégrales  multiples  auxr|uelles  s'ajoutent  environ  soixante- 
dix  pages,  intitulées  :  Quelques  applications  des  intégrales 
définies.  Ces  applications  ont  été  développées  par  Dirichlet  dan» 
un  cours  public,  comportant  une  leçon  par  semaine;  le  cours 
principal,  où  ont  élé  exposés  les  autres  sujets,  comportait  quaire 
leçons. 

La  première  Partie  se  rapporte  aux  intégrales  définies  simples^ 
cl  débute  par  la  notion  même  de  l'intégrale,  en  supposant  que  la 

l'oncllon  sous  le  signe  /  soit  continue.  On  y  notera  les  explications 

relatives  à  V uniforinilé de  la  co/z///i///Vf/,  Tinlroduclion  du  premier 
lliéorèine  de  la  moyenne,  enfin  les  explications  géomélri<|ues  sur 
lesquelles  Dirlchlcl  ne  craint  pas  de  s'arrêter  :  au  reste,  il  invoque 
les  considérations  de  cette  nature,  loules  les  fois  qu'elles  facilitent 
lexposilion  :  il  fait  remar(|uer  que,  bien  souvent,  la  signification 
analyti([uc  d'une  démonstration  soi-disant  géométrique  saule  aux 
yeux,  ([uc  la  géométrie  n'y  est  qu'une  façon  commode  de  parler 
el  n'jijoule  rien  à  l'analyse,  (jui  se  suini  à  elle-même.  Après  quelque» 
exemples  simples,  Tauleur  traite  des  intégrales  du  type 


i 


;5(  J-  )     , 

h^'  ) 


où  'f(^')  cl  J\j)  sont  des  polynômes,  dont  le  second  n'a  pas  de 
racines  réelles  et  est  d'un  degré  supérieur  de  deux  unités  au 
moins  au  ilegré  du  premier,  pour  en  tirer,  en  particulier,  diverses 
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formules  célèbres,  dues  à  Euler.  En  lisant  ces  pages,  je  me  suis 
rappelé  combien  Ch.  Hermite  aimait  ce  même  sujet,  et  les  riches 
développements  dont  il  se  plaisait  à  rorner,  il  y  a  près  de  quarante 
ans,  dans  ses  leçons  à  l'École  Normale  ou  à  la  Sorbonne. 

Après  avoir  traité,  en  se  bornant  d'ailleurs  aux  circonslances  les 

plus  simples,  du  cas  où  la  fonction  sous  le  signe  /  devient  infinie, 

Dirichlet  s'occupe  des  intégrales  de  Fresnel.  Sa  mclhodc  d'expo- 
sition est  d'ailleurs  devenue  classique. 

Il  passe  ensuite  aux  intégrales  eulériennes,  dont  l'étude  est  pré- 
cédée d'un  Chapitre  sur  les  intégrales  doubles,  qui  lui  serviront 
pour  le  passage  des  intégrales  de  première  espèce  aux  inlégralcs 
de  seconde  espèce. 

fjne  soixantaine  de  pages,  fort  intéressantes,  concernent  Tinlro- 
duclion  d'un  paramètre  imaginaire  dans  une  intégrale  définie, 
dans  celle  en  particulier  qui  représente  la  fonction  F,  et  les  nom- 
breuses formules  qu'on  peut  obtenir  par  cette  méthode.  On  remar- 
quera avec  quelle  netteté,  dés  le  début,  Dirichlet  fait  ressortir 
les  difficultés  que  comporte  cette  introduction,  et  la  façon  dont 
elle  change  la  signification  de  l'intégrale  :  il  s'arrête  d'ailleurs, 
avec  détails,  sur  quelques  notions  et  propriétés  très  élémentaires 
de  la  théorie  des  fonctions  analytiques,  en  particulier  sur  celle  qui 
concerne  l'identité  de  deux,  pareilles  fonctions,  lorsqu'elles  coïn- 
cîdenL  sur  un  élément  de  courbe  si  petit  qu'il  soit  :  on  voit  assez 
rimportance  de  celte  proposition  dans  le  sujet  qu'on  vient  de  dire. 

Le  dernier  Chapitre  de  cette  première  Partie  se  rapporte  à 
diverses  intégrales  importantes,  qui  se  traitent  par  des  procédés 

particuliers  :  intégration  et  diflerenliation  sous  le  signe   /  jtransfor- 

malion.  etc.  On  remarquera  l'art  avec  lequel  sont  présenlés  des 
procédés  qui  semblent  parfois  artificiels  aux  débutants;  loin  de 
cliercher  à  étonner  son  auditeur  par  des  réussites  heureuses  et 
inattendues,  Dirichlet  s'efl'orce  toujours  de  rendre  l'exposilion 
nalurelle.  On  notera,  dans  ce  Cha[)itre,  Tintroduclion  des  séries 
semi-convergentes. 

La  seconde  Partie  concerne  les  intégrales  mullipics. 

Pour  ce  ([ui  est  des  intégrales  doubles,  Dirichlet,  aprts  avoir 
exposé  le  concept  et  expliqué  la  transformation,  s'arrête  si:r  l'éva- 
luation  de  l'aire  de  l'ellipsoïde  :   il  développe  successivement  la 
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mélhode  de  Catalan  et  celle  de  Jacobi  :  il  rattache  celle-ci  i     ^^ 
notion  de  la  courbure  totale,  d*après  Gauss.  Le  problème  deTa^  ^' 
traction  exercée  par  un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  intëriei — ^^ 
fournit  une  belle  application  des  intégrales  triples.  Le  second  c^^^^ 
est  ramené  au  premier  par  le  théorème  d'Ivory.  Le  problème,  o*.   ^^ 
plutôt  la  recherche  du  potentiel,  est  ensuite  traité  par  celte  belU  ' 
méthode  du  facteur  de  discontinuité,  exposée  d'abord  dans  touli^  ^ 
sa  généralité.   C'est  encore  en  employant  un   tel  facteur  qu'est  ^ 
oblenue  la  réduction  à  des  fonctions  F  de  Tintégrale 

I    j     r...x«-ï^^-ij<^'  ..,  dxdydz 

Les  applications  qui  terminent  le  Volume  se  rapportent  à 
diverses  conséquences,  relatives  soit  aux  séries  harmoniques,  hoil 
aux  facultés,  qui  se  rattachent  à  Tétude  des  intégrales  eulériennes 
ou  d'autres  qui  leur  sont  liées  étroitement,  à  la  discussion  de  la 
façon  dont  se  comporte  l'expression 


{'<) 


m 


lorsque  t  et  m  croissent  ensemble,  à  la  valeur  asjmptotique 
de  r(<7  4-  /i),  pour  n  infini,  aux  propriétés  fondamentales  de  la 
série  hvpergéomélri(|ue  :  on  voit  assez  la  connexion  de  tous  cc^ 
sujets,  qui  sont  d'ailleurs  traités  avec  beaucoup  de  détails  et  ren- 
dus faciles.  Enfin  un  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  définition 
de  rintcgrale  prise  entre  des  limites  imaginaires  et  aux  consé- 
quences immédialcs  de  celle  définition.  J.  T. 


KOEMGSBERriKR(L.)-  —  Garl  Glstav  Jacob  Jacobi.  Fcsisrhrift  zur  Feier 
lier  tiundertsten  Wiederkehr  seines  Geburtstaf^cs :  mit  einom  niMiii'^ 
uinl  «lein  Faksiniile  fines  Briefes.  i  vol.  in-8",  xviii-*»)4  f>ages.  L^'ip^i;;, 
Tciihnor,  \{)i)\. 


On  Irouvcra  dans  ce  beau  Volume  une  biographie  complète  de 
Jacobi.  C'est   vraiment  une  biographie  scientifiqiii*,  où  riiisloirc 
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^^s  travaux  du  savant  illustre  tient,  comme  il  convient,  la  ])l(is 
S^nde  place;  M.  Kœnigsberger  a  suivi  ces  travaux  dans  leur 
<léveloppement  continu  ou  leurs  brusques  éclosions. 

Il  prend  Jacobi  à  sa  naissance  (lo  décembre  i8o4)>  relrace  en 
(Quelques  mots  son  enfance,  nous  dit  ses  succès  au  gjmnase  de 
Potsdam,  nous  le  montre  s'occupant,  à  quinze  ans,  de  la  résolulion 
de  Tëquation  du  cinquième  degré.  Le  voici  étudiant  à  TUnivcrsitr, 
privat-docent  à  21    ans.  Ses  découvertes  ont  déjà   commencé  : 
elles   ne    s'arrêteront    plus,   pendant    les    trente-cinq    glorieuses 
années  qui   lui   restent    à  vivre.   M.   Kœnigsberger  a   su   repla- 
cer  ces  découvertes   dans  le   milieu  de  famille,  d'amis,  d'admi- 
rateurs et  d'élèves  où  Jacobi  a  vécu  :  la  peinture  de  ce  milieu,  les 
fragments  de  lettres,  le  récit  des  événements  essentiels,  les  anec- 
dotes, encadrent  les  théories  mathématiques  :  tout  cela  fait  un 
Livre  vivant  et  instructif  que  Ton  se  plaît  à  feuilleter  ou  à  lire  : 
le  Comité  du  3*  Congrès  international  de  Maihématiciens  a  été 
singulièrement   bien    inspiré   lorsqu'il    a    prié    M.    Kœnigsberger 
de  récrire,  à  l'occasion  du  centième  anniversaire  de  la  naissance 
de  Jacobi,  que  la  réunion  du  Congrès  devait  précéder  de  quelques 
mois. 

Voici  les  titres  des  diflTérents  Chapitres  :  jces  Chapitres  sont 
courts  au  début  :  leur  longueur,  en  raison  des  travaux  qu'il  faut 
énumérer,  croit  rapidement. 

Années  de  jeunesse  de  Cari  Gustav  Jacob  Jacobi  (1801-1821). 

Jacobi  étudiant  à  FUniversité  de  Berlin,  de  Pâques  1821  à  Pâques  1825. 

Jacobi  privat-docent  à  l'Université  de  Kœnigsberg,  de  Pâques  1826  à 
décembre  1827. 

Jacobi  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Kœnigsbcrg,  de  jan- 
vier 1827  à  juillet  i832. 

Jacobi  professeur  ordinaire  de  l'Université  de  Kœnigsbcrg,  de  juillet  i832 
»  octobre  184  i. 

Jacobi  membre  de  l'Académie  de  Berlin,  d'octobre  i84i  Jusqu'à  sa  mort 
(  18  février  i85i). 

Coup  d'œil  en  arrière. 

J.  T. 


3o2  PHeMlÈUM  PARTIR. 


MELANGES. 


LÉTAT  ACTUEL  ET  L'AVENIR  DE  LA  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE: 

Par  m.  Henri  POINCARÉ. 


CnNFKUENCE   LUE   LE  9^  SEPTEMBRE   l'jO^   AU   CONGRÈS  D'aRT 
ET    DE    SCIENCE     DE     SAINT- LOUIS. 


Quel  est  Télal  actuel  de  la  Physique  mathémalique  ?  Quels  sonl 
les  problèmes  qn^elle  est  amenée  à  se  poser?  Quel  est  son  avenir? 
Son  orientation  est-elle  sur  le  point  de  se  modifier?  Le  Lut  et  les 
méthodes  de  cette  Science  vont-ils  apparaître  dans  dix  ans  à  nus 
successeurs  immédiats  sous  le  même  jour  qu^à  nous-mêmes:  ou  au 
conlrairc  allons-nous  assister  à  une  transformation  profonde? 
Telles  sonl  les  <|ueslions  (|ue  nous  sommes  forcés  de  soulever,  en 
abordant  aujourd'hui  notre  enquête. 

S'il  est  facile  de  les  poser,  il  est  difficile  d'j  répondre.  Si  nous 
nous  sentions  tentés  de  risquer  un  pronostic,  nous  résisterions 
aisément  ù  cette  tentation  en  songeant  à  toutes  les  sottises  qu'au- 
raient dites  les  savants  les  plus  éminenls  d^il  y  a  cent  ans,  >i  on 
leur  avait  demandé  ce  (pie  serait  la  Science  au  xix**  siècle.  Ils 
auraient  cru  être  hardis  dans  leurs  prédictions,  et  combien,  après 
rèvénement,  nous  les  trouverions  timides.  N'attendez  donc  de  moi 
aucune  prophétie. 

Mais  si,  comme  tous  les  médecins  prudents,  je  répugne  à  donner 
un  pronostic,  je  ne  puis  pourtant  me  dispenser  d^in  petit  dia- 
gnostic; eh  bien,  oui,  il  v  a  des  indices  d'une  crise  sérieuse, 
comme  si  nous  devions  nous  attendre  à  une  transformation  pro- 
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ch:iinc.  Ne  soyons  pas  toutefois  trop  inquiets.  Nous  sommes 
assurés  que  la  malade  n^en  mourra  pas  et  même  nous  pouvons 
espérer  que  celte  crise  sera  salutaire,  car  l'histoire  du  passé  semble 
nous  le  garantir.  Celte  crise,  en  eflTel,  n'est  pas  la  première  et  il 
importe,  pour  la  comprendre,  de  se  rappeler  celles  qui  Font  pré- 
cédée. Pardonnez-moi  un  court  historique. 

La  Physique  mathématique,  nous  le  savons,  est  née  de  la  Méca- 
nique céleste  qui  l'a  engendrée  à  la  fîn  du  xviii'  siècle,  au  moment 
on  elle  venait  elle-même  d'atteindre  son  complet  développament. 
Dans  ses  premières  années  surtout,  l'enfant  ressemblait  à  sa  mère 
d*une  manière  frappante. 

LXnivers  astronomique  est  formé  de  masses,  très  grandes  sans 
doute,  mais  séparées  par  des  distances  tellement  immenses  qu'elles 
ne  nous  apparaissent  que  comme  des  points  matériels;  ces  points 
satlirent  en  raison  inverse  du  carré  des  distances  et  cette  attrac- 
tion est  la  seule  force  qui  influe  sur  leurs  mouvements.  Mais  si  nos 
sens  étaient  assez  subtils  pour  nous  montrer  tous  les  détails  des 
corps  qu'étudie  le  physicien,  le  spectacle  que  nous  y  découvririons 
diflTérerait  à  peine  de  celui  que  contemple  l'astronome.  Là  aussi 
nous  verrions  des  points  matériels  séparés  les  uns  des  autres  par 
des  intervalles  énormes  par  rapport  à  leurs  dimensions  et  décri- 
vant des  orbites  suivant  des  lois  régulières.  Ces  astres  infiniment 
petits,  ce  sont  les  atomes.  Comme  les  astres  proprement  dits,  ils 
î^'altirenl  ou  se  repoussent,  et  cette  attraction  ou  cette  répulsion, 
dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  ne  dépend  que  de  la  distance. 
L.a  loi  suivant  laquelle  cette  force  varie  en  fonction  de  la  distance 
n'est  peut-être  pas  la  loi  de  Newton,  mais  c'est  une  loi  analogue: 
an  lieu  de  l'exposant  —  2,  nous  avons  probablement  un  exposant 
diflérent,  et  c'est  de  ce  changement  d'exposant  que  sort  toute  la 
diversité  des  phénomènes  physiques,  la  variété  des  qualités  et  des 
sensations,  tout  le  monde  coloré  et  sonore  qui  nous  enloure,  toute 
la  Nature  en  un  mot. 

Telle  est  la  conception  primitive  dans  toute  sa  pureté.  Il  no 
reste  plus  qu'à  chercher  dans  les  différents  cas  quelle  valeur  il  con  - 
vient  de  donner  à  cet  exposant  afin  de  rendre  compte  de  tous  les 
faits.  C'est  sur  ce  modèle  que  Laplace,  par  exemple,  a  coustruil 
sa  belle  théorie  de  la  Capillarité;  il  ne  la  regarde  que  comme  un 
cas  particulier  de  l'allractiou  ou,  comme  il  dit,  de   la  pesauleur 
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universelle,  et  personne  ne  s^élonne  de  la  trouver  au  milieu  de  Tnn 
des  cinq  volumes  de  la  Mécanique  céleste.  Plus  récemment^  Brioi 
croit  avoir  pénétré  le  dernier  secret  de  l'Optique  quand  il  a  dé- 
montré que  les  atomes  d'éther  s'attirent  en  raison  inverse  de  la 
sixième  puissance  de  la  distance;  et  Maxwell,  Maxwell  lui-roéme, 
ne  dit-il  pas  quelque  part  que  les  atomes  de  gaz  se  repoussent  en 
raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance.  Nou«  avons 
l'exposant  — 6,  ou  — 5,  au  lieu  de  l'exposant  — 2,  mais  c'est 
toujours  un  exposant. 

Parmi  les  théories  de  cette  époque,  une  seule  fait  exception, 
celle  de  Fourier;  il  y  a  bien  des  atomes,  agissant  à  distance  l'un 
sur  l'autre;  ils  s'envoient  mutuellement  de  la  chaleur,  mais  ils  ne 
s'attirent  pas,  ils  ne  bougent  pas.  A  ce  point  de  vue,  la  théorie  de 
Fourier  devait  apparaître  aux  yeux  de  ses  contemporains,  à  ceux 
de  Fourier  lui-même,  comme  imparfaite  et  provisoire. 

Cette  conception  n'était  pas  sans  grandeur^  elle  était  séduisante, 
et  beaucoup  d'entre  nous  n'y  ont  pas  définitivement  renoncé;  ils 
savent  qu'on  n'atteindra  les  éléments  ultimes  des  choses  qu'en 
débrouillant  patiemment  Técheveau  compliqué  que  nous  donnent 
nos  sens  ;  qu'il  faut  avancer  pas  à  pas  en  ne  négligeant  aucun  inler- 
médiaire,  que  nos  pères  ont  eu  tort  de  vouloir  brûler  les  étapes, 
mais  ils  croient  que,  quand  on  arrivera  à  ces  éléments  ultimes,  on 
y  retrouvera  la  simplicité  majestueuse  de  la  Mécanique  céleste. 

Celle  conception  n'a  pas  non  plus  été  inutile;  elle  nous  a  rendu 
un  service  inappréciable,  puisqu'elle  a  contribué  à  préciser  en 
nous  la  notion  fondamentale  de  la  loi  physique.  Je  m'ex[)lique: 
commenl  les  anciens  comprenaient-ils  la  Loi?  C'était  pour  eux  une 
harmonie  interne,  statique  pour  ainsi  dire  et  immuable:  ou  bien 
c'était  comme  un  modèle  que  la  nature  s'efforçait  d'imiter.  L  ne 
loi,  pour  nous,  ce  n'est  plus  cela  du  tout;  c'est  une  relation  con- 
stante entre  le  phénomène  d'aujourd'hui  et  celui  de  demain;  en 
un  mol,  c'est  une  équation  dilférenlielle. 

Voilà  la  forme  idéale  de  la  loi  phy^iriue;  eh  bi<Mi,  c'est  la  loi  <le 
Newton  ([ni  Ta  revêtue  la  première.  Si  ensuite  on  a  acclimaté 
cette  forme  en  Physique,  c'est  précisément  en  copiant  autant  que 
possible  celte  loi  de  Newton,  c'est  en  imitant  la  Mécanique  cé- 
leste. 

Néanmoins,  il  est  arrivé  un  jour  où  la  conception  des  forces 
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cenlralesn^a  plus  paru  suffisante,  et  c'est  la  première  de  ces  crises 
dont  je  vous  parlais  tout  à  Theure. 

Que  fit-on  alors?  On  renonça  à  pénétrer  dans  le  détail  de  la 
structure  de  l'Univers,  à  isoler  les  pièces  de  ce  vasle  mécanisme,  à 
analyser  une  à  une  les  forces  qui  les  mettent  en  branle  et  Ton  se 
contenta  de  prendre  pour  guides  certains  principes  généraux  qui 
ont  précisément  pour  objet  de  nous  dispenser  de  cette  étude  minu- 
tieuse. Comment  cela?  Supposons  que  nous  ayons  en  face  de  nous 
une  machine  quelconque;  le  rouage  initial  et  le  rouage  final  sont 
seuls  apparents,  mais  les  transmissions,  les  rouages  intermédiaires 
par  lesquels  le  mouvement  se  communique  de  Tun  à  Tautre  sont 
cachés  à  Pintérieur  et  échappent  à  notre  vue;  nous  ignorons  si  la 
communication  se  fait  par  des  engrenages  ou  par  des  courroies, 
par  des  bielles  ou  par  d'autres  dispositifs.  Dirons-nous  qu'il  nous 
est  impossible  de  rien  comprendre  à  cette  machine  tant  qu'on  ne 
nous  permettra  pas  de  la  démonter?  Vous  savez  bien  que  non  et 
que  le  principe  de  la  conservation  de  IVnergie  suffit  pour  nous  fixer 
stir  le  point  le  plus  intéressant;  nous  constatons  aisément  que  la 
roue  finale  tourne  dix  fois  moins  vite  que  la  roue  initiale,  puisque 
CCS  deux  roues  sont  visibles;  nous  pouvons  en  conclure  qu'un 
oouple  appliqué  à  la  première  fera  équilibre  à  un  couple  dix  fois 
(>his  grand  appliqué  à  la  seconde.  Point  n'est  besoin  pour  cela  de 
§jénélrer  le  mécanisme  de  cet  équilibre  et  de  savoir  comment  les 
forces  se  compenseront  à  l'intérieur  de  la  machine;  c'est  assez  de 
s^assurer  que  cette  compensation  ne  peut  pas  ne  pas  se  produire. 
Eh  bien,  en  présence  de  l'Univers,  le  principe  de  la  conservation 
de  l'énergie  peut  nous  rendre  le  même  service.  C'est  aussi   une 
snachine,  beaucoup  plus  compliquée  que  toutes  celles  de  Tindus- 
trie,  et  dont  presque  toutes  les  parties  nous  sont  profondément 
cachées;  mais,  en  observant  le  mouvement  de  celles  que  nous  pou- 
vons voir,  nous  pouvons,  en  nous  aidant  de  ce  principe,  tirer  des 
conclusions  qui  resteront  vraies  quels  que  soient  les  détails  du 
mécanisme  invisible  qui  les  anime. 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  ou   principe  de 

Mayer,  est  certainement  le  plus  important,  mais  ce  n'est  pas  le 

seul,  il  y  en  a  d'autres  dont  nous  pouvons  tirer  le  même  parti.  Ce 

sont  : 

Le  principe  de  Carnot,  ou  principe  de  la  dégradation  de  l'énergie. 
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Le  principe  de  jNewlon,  ou  principe  de  régalilé  de  Taclion  ^  *^c 
la  réaction. 

Le  principe  de  la  relalivilé,  d'après  lequel  les  lois  des  plm^*^^" 
mènes  physiques  doivent  cire  les  mômes,  soit  pour  un  observa  ■-  ^"ï* 
fixe,  soit  pour  un  observateur  entraîné  dans  un  mouvemeis  ^  "C 
translation  uniforme;  de  sorte  que  nous  n'avons  et  ne  pou '^''^^ns 
avoir  aucun  moyen  de  discerner  si  nous  sommes,  ouï  ou  t^  on, 
emportés  dans  un  pareil  mouvement. 

Le  principe  de  la  conservation  de'  la  masse,  ou  principe  de 
Lavoisier. 

J'ajouterai  le  principe  de  moindre  action. 

L'application  de  ces  cinq  ou  six  principes  généraux  aux  diflc- 
rcnls  phénomènes  physiques  suffit  pour  nous  en  apprendre  ce  cf  uc 
nous  pouvons  raisonnablement  espérer  en  connaître.  Le  plus  ■re- 
marquable exemple  de  cette  nouvelle  Physique  mathématique  ost 
sans  contredit  la  théorie  électromagnétique  de  la  Lumière  de  I\rax- 
well.  Qu'est-ce  que  Téther,  comment  sont  disposées  ses  molécules, 
s'attirent-elles  ou  se  repoussent-elles?  nous  n'en  savons  rien  ;  mais 
nous  savons  que  ce  milieu  transmet  à  la  fois  les  perturbations 
optiques  et  les  perturbations  électriques;  nous  savons  que  celle 
Iransmission  doit  se  faire  conformément  aux  principes  généraux 
de  la  Mécanique  et  cela  nous  suffit  pour  établir  les  équalions  dii 
champ  olectroniagnélique. 

Ces  principes  sont  des  résultais  d'expériences  fortement  gén<;- 
ralisés;  mais  ils  semblent  emprunter  à  leur  généralité  même  un 
degré  éminonl  de  certitude.  Plus  ils  sont  généraux,  en  effet,  |>"*'^ 
on  a  fréquemment  Toccasion  de  les  contrôler  et  les  vérification^» 
en  se  multipliant,  en  prenant  les  formes  les  plus  variées  et  les  pl^** 
inallendiies,  finissent  par  ne  plus  laisser  de  place  au  doute. 

IVlle  est  la  seconde  phase  de  l'histoire  de  la  Physique  matl»^' 
niatii|Mc  el  nous  n'en  sommes  pas  encore  sortis.  Dirons-nou?  <!**'' 
la  première  a  été  inutih\  que  pendant  cinquante  ans  la  Scî^*'^^ 
avait  fait  fausse  route  el  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  oublier  tant  d'elTorl- 
acounuih's  qu'une  conception  vicieuse  condamnait  d'avance  à  1  ■■^* 
siiroès?  Pas  le  moins  du  monde.  Croyez-vous  que  la  secondepb^-^ 
aurait  pu  exister  sans  la  première?  L'hypothèse  des  forces  ctr'^"* 
tralos  contenait  tous  les  principes:  elle  les  entraînait  comme  J^^ 
conséquences   nécessaires;  elle   entraînait  el  la  conservation  ^^ 
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IVnergîe,  el  celle  des  masses,  et  régalité  de  raclion  et  de  la  léac- 
tioD,  et  la  loi  de  moindre  action,  qui  apparaissaient,  il  est  vrai, 
non  comme  des  vérités  expérimentales,  mais  comme  des  théorèmes  ; 
et  dont  renoncé  avait  en  même  temps  je  ne  sais  quoi  de  plus  précis 
et  de  moins  général  que  sous  leur  forme  actuelle. 

CVst  la  Physique  mathématique  de  nos  pères  qui  nous  a  fami- 
liarisés peu  à  peu  avec  ces  divers  principes,  qui  nous  a  habitués  à 
les  reconnaître  sous  les  différents  vêtements  dont  ils  se  déguisent. 
On  les  a  comparés  aux  données  de  Texpérience,  on  a  vu  comment 
îl  fallait  en  modifier  Ténoncé  pour  les  adapter  à  ces  données;  par 
U  on  les  a  élargis  et  consolidés.  On  a  été  conduit  ainsi  à  les  regar- 
der comme  des  vérités  expérimentales;  la  conception  des  forces 
centrales  devenait  alors  un  soutien  inutile,  ou  plutôt  une  gêne, 
puisqu'elle  faisait  participer  les  principes  de  son  caractère  hypo- 
thétique. 
Les  cadres  ne  sont  donc  pas  brisés,  parce  qu'ils  étaient  éla- 
*  siiques;  mais  ils  se  sont  élargis;  nos  pères,  qui  les  avaient  établis, 
0  avaient  pas  travaillé  en  vain;    et  nous  reconnaissons  dans   la 
Science  d*aujourd'hui  les  traits  généraux  de  Tesquisse  qu'ils  avaient 
tracée. 

Allons-nous  entrer  maintenant  dans  une  troisième  phase? 
Sommes-nous  à  la  veille  d'une  seconde  crise?  Ces  principes  sur 
lesquels  nous  avons  tout  bâti  vont-ils  s'écrouler  à  leur  tour? 
Uepuis  quelque  temps,  on  peut  se  le  demander. 

En  m*entendant  parler  ainsi,  vous  pensez  sans  doute  au  radium, 
oe  grand  révolutionnaire  des  temps  présents,  el,  en  efTet,  je  vais 
V  revenir  tout  à  l'heure;  mais  il  y  a  autre  chose;  ce  n'est  pas  seu- 
lement la  conservation  de  Téncrgie  qui  est  en  cause;  tous  les 
autres  principes  sont  également  en  danger,  comme  nous  allons  le 
xoir  en  les  passant  successivement  en  revue. 

Commençons  par  le  principe  de  Carnol.  C'est  le  seul  qui  ne  se 
présente  pas  comme  une  conséquence  immédiate  de  l'hypothèse 
des  forces  centrales;  bien  mieux,  il  semble  sinon  contredire  direc- 
tement cette  hypothèse,  du  moins  ne  pas  se  concilier  avec  elle 
sans  un  certain  effort.  Si  les  phénomènes  physiques  étaient  dus 
exclusivement  aux  mouvements  d'atomes  dont  les  attractions  mu- 
tuelles ne  dépendraient  que  de  la  dislance,  il  semble  que  tous  ces 
phénomènes  devraient  être  réversibles;  si  toutes  les  vitesses  ini- 
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liai  es  étaient  renversées,  ces  atomes  toujours  soumis  aux  mêmes 
Torces  devraient  parcourir  leurs  trajectoires  en  sens  contraire,  de 
même  que  la  Terre  décrirait  dans  le  sens  rétrograde  celle  même 
orbite  elliptique  qu'elle  décrit  dans  le  sens  direct,  si  les  conditions 
initiales  de  son  mouvement  avaient  été  renversées.  A  ce  compte^ 
si  un  phénomène  physique  est  possible,  le  phénomène  inverse 
doit  l'être  également  et  Ton  doit  pouvoir  remonter  le  cours  du 
temps.  Or,  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  Nature,  et  c'est  précisé- 
ment ce  que  le  principe  de  Carnot  nous  enseigne,  la  chaleur  peut 
passer  du  corps  chaud  sur  le  corps  froid,  et  il  est  impossible 
ensuite  de  lui  faire  reprendre  le  chemin  inverse  et  de  rétablir  de;» 
dlflcrences  de  température  qui  se  sont  effacées.  Le  mouvement 
peut  être  intégralement  dissipé  et  transformé  en  chaleur  par  le 
frottenicnl;  la  transformation  contraire  ne  pourra  jamais  se  faire 
que  d'une  manière  partielle. 

On  s'est  efforcé  de  concilier  cette  apparente  contradiction.  Si  le 
monde 'tend  vers  l'uniformité,  ce  n'est  pas  parce  que  ses  partie» 
ultimes,  d'abord  dissemblables,  tendent  à  devenir  de  moins  en 
moins  différentes,  c'est  parce  que,  se  déplaçant  au  hasard,  elles 
finissent  par  se  mélanger.  Pour  un  œil  qui  distinguerait  tous  les 
éléments,  la  variété  resterait  toujours  aussi  grande;  chaque  grain 
de  celle  poussière  conserve  son  originalité  et  ne  se  modèle  pas  sur 
SCS  voisins;  mais,  comme  le  mélange  devient  de  [)lus  en  plus 
inlinic,  nos  sens  grossiers  n'aperçoivent  plus  que  runifonnilé. 
\  oilà  pour(|noi,  par  exemple,  les  lempératures  tendent  à  se  nive- 
ler sans  (|u'il  soit  possible  de  revenir  en  arrière. 

(  hi'une  troullc  de  vin  tombe  dans  un  verre  d'eau  :  (pielle  que  s(»il 
la  loi  (lu  niouvcment  inlerne  du  liquide,  nous  le  verrons  bientôt  se 
coiorcr  (l'une  teinte  rosée  uniforme  et,  à  partir  de  ci^  momeni,  on 
aura  Ixjau  agiler  le  vase,  le  vin  et  l't^au  ne  paraîtront  plus  pouvoir 
se  s(''parer.  Ainsi  voici  ([uel  serait  le  type  du  phénomène  physique 
iné\(îrsil)le  :  cacher  un  grain  d'orge  dans  un  tas  de  blé,  c'est 
facile:  l'y  relrouver  ensuite  cl  l'en  faire  sortir,  c'est  pralicpienient 
impossible.  Tout  cela,  Maxwell  et  Boitzmann  l'ont  expli(|ué,  mais 
celui  qui  l'a  vu  le  plus  nettement,  dans  un  livre  trop  peu  lu  parce 
qu'il  (\st  un  peu  difficile  à  lire,  c'est  Gibbs,  dans  ses  |)rincipes  élé- 
menlaires  de  ^Mécanique  stalique. 

Pour  ceux  qui  se  placent  à  ce  point  de  vue,  le  principe  de  Car- 
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not  n'est  qu'un  principe  imparfait,  une  sorte  de  concession  à  Tin- 
firmiLé  de  nos  sens;  c'est  parce  que  nos  yeux  sont  trop  grossiers 
qoe  xious  ne  distinguons  pas  les  éléments  du  mélange;  c'est  parce 
qoe   nos  mains  sont  trop  grossières  que  nous  ne  savons  pas  les 
forcer  à  se  séparer;  le  démon  imaginaire  de  Maxwell,  qui  peut  trier 
les  molécules  une  à  une,  saurait  bien  contraindre  le  monde  à  re- 
venir en  arrière.  Y  peut-il  revenir  de  lui-même,  cela  n'est  pas 
impossible,  cela  n'est  qu'infiniment  peu   probable;   il   y  a   des 
chances  pour  que  nous  attendions  longtemps  le  concours  des  cir- 
canstances  qui  permettraient  une   rétrogradation;  mais,    tôt  ou 
tard,    elles  se  réaliseront,  après  des  années  dont  il  faudrait  des 
millions  de  chiffres  pour  écrire  le  nombre.  Ces  réserves,  cepen- 
dant, restaient  toutes  théoriques,  elles  n'étaient  pas  bien  inquié- 
tantes et  le  principe  de  Carnot  conservait  toute  sa  valeur  pratique. 
Mais  voici  que  la  scène  change.  Le  biologiste,  armé  de  son  micro- 
scope, a  remarqué  il  y  a  longtemps  dans  ses  préparations   des 
«nonvements  désordonnés  des  petites  particules  en  suspension  ; 
^  est  le  mouvement  brownien.  Il  a  cru  d'abord  que  c'était  un  phé- 
nomène vital,  mais  il  a  vu  bientôt  que  les  corps  inanimés  ne  dan- 
saient pas  avec  moins  d'ardeur  que  les  autres;  il  a  alors  passé  la 
nnain  aux  physiciens.  Malheureusement,  les   physiciens  se  sont 
longtemps  désintéressés  de  cette  question;   on  concentre  de  la 
'***ï*îère  pour  éclairer  la  préparation  microscopique,  pensaient-ils; 
'^  lumière  ne  va  pas  sans  chaleur,  de  là  des  inégalités  de  tempéra- 
••Ufe  et  dans  le  liquide  des  courants  intérieurs  qui  produisent  les 
'•Mouvements  dont  on  nous  parle. 

■^I.  Gouy  eut  l'idée  d'y  regarder  de  plus  près  et  il  vit,  ou  crut 

^^■■^»  que  cette  explication  est  insoutenable,  que  les  mouvements 

^^îcnnenl  d'autant  plus  vifs  que  les  particules  sont  plus  [)etiles, 

'^M^îsi  qu'ils  ne  sont  pas  influencés  par  le  mode  d'éclairage.  Si  alors 

^^^    mouvements  ne  cessent  pas,  ou  plutôt  renaissent  sans  cesse, 

ans  rien  emprunter  à  une  source  extérieure  d'énergie,  quedevons- 

Oos  croire?  Nous  ne  devons  pas,  sans  doute,  renoncer  pour  cela 

1«*   conservation  de  l'énergie,  mais  nous  voyons  sous  nos  yeux 

^■^tôt  le  mouvement  se  transformer  en  chaleur  par  le  froltemenl, 

^ï^iôt  la  chaleur  se  changer  inversement  en  mouvement,  et  cela 

^^Os  que  rien  ne  se  perde,  puisque  le  mouvement  dure  toujours. 

^  ^si  le  contraire  du  principe  de  Carnot.  S'il  en  est  ainsi,  pour 
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voir  le  monde  revenir  en  arrière,  nous  n'avons  plus  besoin  derœîl 
infîninient  subtil  du  démon  de  Maxwell,  noire  microscope  nous 
suffît.  Les  corps  trop  gros,  ceu\  qui  ont,  par  exemple,  un  dixième 
de  millimètre,  sont  heurlés  de  tous  les  côtés  par  les  atomes  en 
mouvement,  mais  ils  ne  bougent  pas  parce  que  ces  chocs  sont  très 
nombreux  cl  que  la  loi  du  hasard  veut  qu'ils  se  compensent;  mais 
les  [xirticules  plus  petites  reçoivent  trop  peu  de  chocs  pour  que 
cette  compensation  se  fasse  à  coup  sûr  et  sont  incessamment  bal- 
lottées. Et  voilà  déjàPun  de  nos  principes  en  péril. 

Venons  au  principe  de  la  relativité;  celui-là  non  seulement  est 
confirmé  par  l'expérience  quotidienne,  non  seulement  il  est  une 
conséquence  nécessaire  de  Tliypollièse  des  forces  centrales,  mais 
il  s'impose  à  notre  bon  sens  d'une  façon  irrésistible;  et  pourtant 
lui  aussi  est  battu  en  brèche.  Supposons  deux  corps  électrisés: 
bien  qu'ils  nous  semblent  en  repos,  ils  sont  l'un  et  l'autre  entraînés 
par  le  mouvement  de  la  Terre;  une  charge  électrique  en  mouve- 
ment, llovvland  nous  Ta  appris,  équivaut  à  un  courant;  ces  deux 
corps  chargés  équivaudront  donc  à  deux  courants  parallèles  et  de 
même  sens  et  ces  deux  courants  devront  s'attirer.  En  mcsuraol 
cette  attraction,  nous  mesurerons  la  vitesse  de  la  Terre;  non  pas 
sa  vitesse  par  rapport  au  Soleil  ou  aux  étoiles  fixes,  mais  sa  vitesse 
absolue. 

Je  sais  bien  ce  qu'on  va  dire,  ce  n'est  pas  sa  vitesse  absolue  c|ue 
Ton  mesure,  c'est  sa  vitesse  par  ra|>port  à  l'éther.  Que  cela  est  peu 
satisfaisant I  Ne  voit-on  pas  que  du  principe  ainsi  compris  on  n«» 
pourra  [)lus  rien  tirer?  11  ne  pourrait  plus  rien  nous  apprendre 
justement  parce  qu'il  ne  craindrait  plus  aucun  démenti.  Si  nous 
parvenons  à  mesurer  (|uel(juc  chose,  nous  serons  toujours  libre> 
de  dire  (|ue  ce  n'est  pas  la  vitesse  absolue,  et  si  ce  n'est  pas  Li 
vitesse  par  rapport  à  rétlier,  cela  pourra  toujours  être  la  vitess*; 
par  rapport  à  quchpie  nou\eau  lluide  inconnu  dont  nous  rem|»li- 
rions  lespacc. 

Aus>i  bien  Texpérience  s'est  chargée  de  ruiner  cette  interpréta- 
tion (lu  principe  de  relativité;  toutes  les  tentatives  pour  mesurer 
la  vitesse  de  la  Terre  par  rapport  à  l'éther  ont  abouti  à  des  résul- 
tats n  ■i;alifs.  Cette  fois  la  Physique  expérimentale  a  été  plus  fidèle 
au  principe  que  la  Physi([ue  mathématique;  les  théoriciens  en  au- 
raient fait  bon  marché  afin  de  mettre  eu  concordance  les  autres 
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vues  générales;  mais  Texpérience  s^est  obstinée  à  le  confirmer.  On 
a  varié  les  moyens,  enfin  Michelson  a  poussé  la  précision  jusqu'à 
ses  dernières  limites;  rien  n'y  a  fait.  C'est  précisément  pour 
expliquer  cette  obstination  que  les  mathématiciens  sont  forcés 
aujourd'hui  de  déployer  toute  leur  ingéniosité. 

Leur  tâche  n'était  pas  facile,  et  si  Lorentz  s^en  est  tiré,  ce  n'est 
<|u'en  accumulant  les  hj'pothèses. 

L'idée  la  plus  ingénieuse  a  été  celle  du  temps  local.  Imaginons 
deux  observateurs  qui  veulent  régler  leurs  montres  par  des  signaux 
optiques;  ils  échangent  des  signaux,  mais,  comme  ils  savent  que  hi 
transmission  de  la  lumière  n'est  pas  instantanée,  ils  prennent  soin 
<le  les  croiser.  Quand  la  station  B  aperçoit  le  signal  de  la  station  A, 
>on  horloge  ne  doit  pas  marquer  la  même  heure  que  celle  de  la 
>Uiiion  A  au  moment  de  l'émission  du  signal,  mais  cette  heure  aug- 
luenlée  d'une  constante  représentant  la  durée  de  la  transmission. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  station  A  envoie  son  signal  quand 
son  horloge  marque  l'heure  zéro,  et  que  la  station  B  l'aperçoive 
quand  son  horloge  marque  l'heure  (.  Les  horloges  sont  réglées  si 
le  retard  égal  à  /  représente  la  durée  de  la  transmission,  et  pour  le 
vérifier  la  station  B  expédie  à  son  tour  un  signal  quand  son  hor- 
loge marque  zéro,  la  station  A  doit  alors  l'apercevoir  quand  son 
liorloge  marque  t.  Les  montres  sont  alors  réglées. 

Et,  en  elfet,  elles  marquent  la  même  heure  au  même  instant 

physique,  mais  à  une  condition,  c'est  que  les  deux  stations  soient 

fixes.  Dans  le  cas  contraire,  la  durée  de  la  transmission  ne  sera  pas 

la  même  dans  les  deux  sens,  puisque  la  station  A,  par  exemple, 

tnarche  au  devant  de  la  perturbation  optique  émanée  de  B,  tandis 

<|ue  la  station  B  fuit  devant  la  perturbation  émanée  de  A.   Les 

montres  réglées  de  la  sorte  ne  marqueront  donc  pas  le  temps  vrai, 

elles  marqueront  ce  qu'on  peut  appeler  le  temps  local,  de  sorte 

que  Tune  d'elles  retardera  sur  l'autre.  Peu  importe,  puisque  nous 

n'avons  aucun  moyen  de  nous  en  apercevoir.  Tous  les  phénomènes 

qui  se  produiront  en  A,  par  exemple,  seront  en  retard,  mais  tous 

le  seront  également,  et  l'observateur  ne  s'en  apercevra  pas  puisque 

sa  montre  retarde;  ainsi,  comme  le  veut  le  principe  de  relativité, 

il  n'aura  aucun  moyen  de  savoir  s'il  est  en  repos  ou  en  mouvemenl 

absolu. 

Cela  malheureusement  ne  suffit  pas,  et  il  faut  des  hypothèses 
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complémentaires;  il  faut  admettre  que  les  corps  en  mouvement 
subissent    une    contraction    uniforme  dans   le   sens   du   mouv( 
ment.  L^un  des  diamètres  de  la  Terre,  par  exemple,  est  raccourc 

de  aooouuuuu  P*'''  *"'*^^  ^"  mouvement  de  notre  planète,  tandis  qu( 
Fautre  diamètre  conserve  sa  longueur  normale.  Ainsi  s&  trouveni 
compensées  les  dernières  petites  différences.  Et  puis  il  y  a  encoi 
rh)polhèse  sur  les  forces.  Les  forces,  quelle  que  soit  leur  origine.^     - 
la  pesanteur  comme  Télasticité,  seraient  réduites  dans  une  certaine 
proportion,  dans  un  monde  animé  d^une  translation  uniforme,  oi 
plutôt  c^est  ce  qui  arriverait  pour  les  composantes  perpendiculaires 
à  la  translation;  les  composantes  parallèles  ne  changeraient  pas.» 
Reprenons  alors  notre  exemple  de  deux  corps  électrisés;  ces  corpî 
se  repoussent,  mais  en  même  temps,  si  tout  est  entraîné  dans  un( 
translation  uniforme,  ils  équivalent  à  deux  courants  parallèles  el 
de  même  sens  qui  s'attirent. 

Cette  attraction  électrodjnamique  se  retranche  donc  de  la  répul- 
sion électrostatique  et  la  répulsion  totale  est  plus  faible  que  si  les- 
deux  corps  étaient  en  repos.  Mais  comme,  pour  mesurer  cette 
répulsion,  nous  devons  l'équilibrer  par  une  autre  force,  et  que 
toutes  ces  autres  forces  sont  réduites  dans  la  même  proportion, 
nous  ne  nous  apercevons  de  rien.  Tout  semble  ainsi  arrangé,  mais 
tous  les  doutes  sont-ils  dissipés?  Qu'arriverait-il  si  l'on  pouvait 
ronununiquor  par  dos  signaux  qui  ne  seraient  plus  lumineux  et 
dont  la  vitesse  de  propagation  différerait  de  celle  de  la  lumière? 
Si,  après  avoir  réglé  les  montres  par  le  procédé  optique,  on  vou- 
lait xéritîer  le  réglage  à  Taide  de  ces  nouveaux  signaux,  on  consta- 
terait lies  ilivergences  qui  mettraient  en  évidence  la  translation 
eonunune  de^  deux  stations.  El  de  pareils  signaux  sont-ils  incon- 
eevables,  si  Ton  admet  avee  Laplace  que  la  gravitation  universelle 
se  transmet  un  million  de  fois  plus  \ite  que  la  lumière? 

Ain>i  le  prineipe  de  la  relativité  a  été  dans  ces  derniers  temps 
xaillamnient  défendu,  mais  IVuergie  même  de  la  défense  prouve 
combien  Tatlaque  était  sérieuse. 

l\irh>ns  maintenant  du  principe  de  New  ton,  sur  Tégalité  de  l'ac- 
tion el  de  la  reaction,  l.elui-ci  est  inliniement  lié  au  précédent  el 
il  souïble  bien  que  la  chute  de  l'un  enlrainerait  celle  de  l'aulre. 
Aus>i  ne  dcNons-nous  pas  nous  cionncrdc  rt*trou\er  ici  les  mêmes 
dilVicullo. 
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Les  phénomènes  électriques,  pense-t-on,  sont  dus  aux  déplace- 
ments de  petites  particules  chargées  appelées  électrons  et  plongées 
dans  le  milieu  que  nous  nommons  étlier.  Les  mouvements  de  ces 
électrons  produisent  des  perturbations  dans  Téther  avoisinant; 
ces  perturbations  se  propagent  dans  tous  les  sens  avec  la  vitesse  de 
la  lumière,  et  à  leur  tour  d^autres  électrons,  primitivement  en 
repos,  se  trouvent  ébranlés  quand  la  perturbation  atteint  les  par- 
ties de  Féther  qui  les  touchent.  Les  électrons  agissent  donc  les 
uns  sur  les  autres,  mais  cette  action  n'est  pas  directe,  elle  se  fait 
par  l'intermédiaire  de  l'éther.  Dans  ces  conditions  peut-il  y  avoir 
compensation  entre  l'action  et  la  réaction,   du  moins    pour   un 
observateur  qui  ne  tiendrait  compte  que  des  mouvements  de  la 
matière,  c'est-à-dire  des  électrons,  et  qui  ignorerait  ceux  de  l'éther 
qu'il  ne  peut  pas  voir?  Évidemment  non.  Quand  même  la  compen- 
sation serait  exacte  elle  ne  saurait  être  simultanée.  La  perturbation 
se  propage  avec  une  vitesse  finie;  elle  n'atteint  donc  le  second 
électron  que  quand  le  premier  est  depuis  longtemps  rentré  dans 
le  repos.  Ce  second  électron  subira  donc,  avec  un  retard,  l'action 
du  premier,  mais  certainement  à  ce  moment  il  ne  réagira  pas  sur 
lui  puisque  autour  de  ce  premier  électron  rien  ne  bouge  plus. 

L'analyse  des  faits  va  nous  permettre  de  préciser  davantage. 
Imaginons,  par  exemple,  un  excitateur  de  Herz  comme  ceux  que 
l'on  emploie  en  télégraphie  sans  (il;  il  envoie  de  l'énergie  dans 
t.ous  les  sens;  mais  nous  pouvons  le  munir  d'un  miroir  parabo- 
lique, comme  l'a  fait  Herz  avec  ses  plus  petits  excitateurs,  afin  de 
renvoyer  toute  l'énergie  produite  dans  une  seule  direction.  Qu'ar- 
rive-t-il  alors,  d'après  la  théorie?  c'est  que  l'appareil  va  reculer, 
comme  s'il  était  un  canon  et  si  l'énergie  qu'il  a  projetée  était  un 
boulet,  et  cela  est  contraire  au  principe  de  Newton,  puisque  notre 
projectile  ici  n'a  pas  de  masse,  ce  n'est  pas  de  la  matière,  c'est  de 
l'énergie.  11  en  est  encore  de  même  d'ailleurs  avec  un  phare  pourvu 
d'un  réflecteur,  puisque  la  lumière  n'est  autre  chose  qu'une  per- 
turbation du  champ  électromagnétique.  Ce  phare  devra  reculer 
comme  si  la  lumière  qu'il  envoie  était  un  projectile.  Quelle  est  la 
force  qui  doit  produire  ce  recul?  c'est  ce  qu'on  a  appelé  la  pres- 
sion Maxwell'Barlholdi ;  elle  est  très  petite  et  l'on  a  eu  bien  du 
mal  à  la  mettre  en  évidence  avec  les  radiomètres  les  plus  sensi- 
bles; mais  il  suffit  qu'elle  existe. 
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Si  toute  IVncrf^ie  issue  de  notre  excitateur  va  tomber  sur  un 
récepteur,  celui-ci  se  comportera  comme  s^il  avait  reçu  un  choc 
mécani(|ue,  qui  représentera  en  un  sens  la  compensation  du  recul 
de  IVxi^ilalrnr  ;  la  réHclion  sera  égale  à  Tactioii,  mais  elle  ne  sera 
pus  simullanée,  le  récepteur  avancera,  mais  pas  au  moment  où 
Texcitnteur  reculera.  Si  Téiiergie  se  propage  indéfiniment  sansreo- 
contrer  de  récepteur,  la  compensation  ne  se  fera  jamais. 

Dira-t-on  (pie  Tespace  qui  sépare  ^excitateur  du  récepteur  et 
que  la  perturbation  doit  parcourir  pour  aller  de  Tun  à  Tautre  n'est 
pas  vide,  qu^il  est  rempli,  non  seulement  d^éther,  mais  d^air,  ou 
même,  dans  les  espaces  interplanétaires,  de  (quelque  fluide  subtil, 
uuiis  encore  pond/^rable;  que  cette  matière  subit  le  choc  comme 
le  récepteur  nu  moment  où  l't'nergie  l'atteint  et  recule  à  son  tour 
(|uand  la  perturbation  la  quitte?  Cela  sauverait  le  principe  de 
Newton,  mais  cela  n*est  pas  vrai;  si  Ténergie  en  se  propageant 
restait  toujours  attachée  à  quelque  substratum  matériel,  la  matière 
en  mouvement  entraînerait  la  lumière  avec  elle  et  Fizeau  a  dé- 
montré qu'il  n'en  est  rien,  au  moins  pour  Tair.  C^est  ce  que 
Michelson  et  Morleyont  confirmé  depuis.  On  peut  supposer  aussi 
que  les  mouvements  de  la  matière  proprement  dite  sont  exacte- 
ment compensés  par  ceux  de  IVther,  mais  cela  nous  amènerait 
aux  mêmes  réflexions  que  tout  à  Theure.  Le  principe  ainsi  entendu 
pourra  tout  expliquer,  puisque,  quels  que  soient  les  mouvements 
visibles,  i^u  aura  toujours  la  faculté  dimaginer  des  mouvements 
h\  potbétiques  qui  les  compensent.  Mais,  s'il  peut  tout  expliquer, 
e\*>l  qu*il  ne  nous  permet  de  rien  pr«»voir,  il  ne  nous  permet  pas 
de  rlioisir  entre  les  diirérentes  hypothèses  possibles,  puisqu'il 
explique  tout  li'axanoe.  11  devient  donc  inutile. 

Kt  puis  les  suppositions  qu'il  faudrait  faire  sur  les  mouvements 
de  IVther  ne  sont  |m>  très  satisfaisantes.  Si  les  charges  électriques 
doublent,  il  >erail  naturel  d'imaginer  que  les  vitesses  des  divers 
atonies  d'ether  doublent  aussi  et,  pour  U\  compensation,  il  faut 
que  la  vitesse  nioxenne  de  Têt  lier  quadruple. 

l'/est  p\uirquoi  j'ai  longtemps  pense  que  ces  conséquences  de  la 
théorie,  eontraires  au  principe  de  Newton,  finiraient  un  jour  par 
ètiY  abandonnées  et  pourtant  les  expériences  récentes  sur  les  mou- 
\emenl>  de>  électrons  issus  du  radium  semblent  plutôt  les  con- 
lirnier. 
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J ''arrive  au  principe  de  Lavoisier  sur  la  conservation  des  masses. 

Od*i.es,  c*en  est  un  auquel  on  ne  saurait  toucher  sans  ébranler  la 

Nl^oanique.  El  maintenant  certaines  personnes  pensent  qu'il  ne 

nous  paraît  vrai  que  parce  qu'on  ne  considère  en  Mécanique  que 

des   ^vitesses  modérées,  mais  qu'il  cesserait  de  l'être  pour  des  corps 

animes  de  vitesses  comparables  à  celle  de  la  lumière.   Or,  ces 

^*le3ses,  on  croit  maintenant  les  avoir  réalisées;  les  rayons  catho- 

^'iques  et  ceux  du  radium  seraient  formés  de  particules  très  petites 

ou  d'électrons  qui  se  déplaceraient  avec  des  vitesses,  plus  petites 

^ns  doute  que  celle  de  la  lumière,  mais  qui  en  seraient  le  dixième 

oole  tiers. 

^^s    rajons  peuvent  être  déviés  soit  par  un  champ  électrique, 

soit     par  un  champ  magnétique  et  l'on  peut,   en  comparant  ces 

<ievi3t.j^ug^  mesurer  à  la  fois  la  vitesse  des  électrons  et  leur  masse 

(ou   plt.itôt  le  rapport  de  leur  masse  à  leur  charge).  Mais,  quand  on 

*  ^^     c|uc  ces  vitesses  se  rapprochaient  de  celle  de  la  lumière,  on 

s  est  ^visé  qu'une  correction  était  nécessaire.  Ces  molécules,  étant 

eiecit^^g^çg^  ne  peuvent  se  déplacer  sans  ébranler  l'éther;  pour  les 

me^ij»^  en  mouvement,  il  faut  triompher  d'une  double  inertie,  de 

II 
celte     de  la  molécule  elle-même  et  de  celle  de  l'éther.  La  masse 

loi^l^    ou  apparente  que  l'on  mesure  se  compose  donc  de  deux 

P^^^^^s  :  la  masse  réelle  ou  mécanique  de  la  molécule,  et  la  masse 

^  ^^*-ï*o-djnamique  représentant  l'inertie  de  Télher. 

^^si   calculs  d'Abraham  et  les   expériences  de   KauflTmann  ont 

ai^ï^s   montré  que  la  masse  mécanique  proprement  dite  est  nulle  et 

fl**^    la  masse  des  électrons,  ou  au  moins  des  électrons  négatifs, 

^^^    d'^origine  exclusivement   électro-dvnamique.   Voilà   qui   nous 

iO**ce   à  changer  la  définition  de  la  masse;  nous  ne  pouvons  plus 

"^^^itiguer  la  masse  mécanique  et  la  masse  électro-dynamique, 

p*ïtie  qu'alors  la  première  s'évanouirait;  il  n'y  a  pas  d'autre  masse 

que  Tînertie  électro-dynamique;  mais  dans  ce  cas  la  masse  ne  peut 

P*Us  être  constante,  elle  augmente  avec  la  vitesse;  et  même,  elle 

^^pend  de  la  direction,  et  un  corps  animé  d'une  vitesse  notable 

^  apposera  pas  la  même  inertie  aux  forces  qui  tendent  à  le  dévier 

"^  sa  route,  et  à  celles  qui  tendent  à  accélérer  ou  à  retarder  sa 

n»arche. 

Il  y  a  bien  encore  une  ressource  :  les  éléments  ultimes  des  corps 

^Ont  des  électrons,  les  uns  chargés  négativement,  les  autres  chargés 
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posilivemenl.    Les  éleclrons  négatifs  n'ont   pas   de  masse,  c^^* 
entendu;  mais  les  éleclrons  positifs,  d'après  le  peu  qu'on  en  s^^*    ^ 
semblent   beaucoup  plus  gros.  Peut-être  ont-ils,  outre  leur  ma 
électro-dynamitjue,  une  vraie  masse  mécanique.  La  véritable  ma 
d'un  corps,  ce  serait  alors  la  somme  des  masses  mécaniques  de 
électrons  positifs,  les  électrons  négatifs  ne  compteraient  pas; 
masse  ainsi  définie  pourrait  encore  être  constante. 

Hélas!  cette  ressource  aussi  nous  échappe.  Rappelons-nous 
que  nous  avons  dit  au  sujet  du  principe  de  relativité  et  des  effo 
faits  pour  le  sauver.  Et  ce  n'est  pas  seulement  un  principe  qu 
s'agit  de  sauver,  ce  sont  les  résultats  indubitables  des  expérienc- 
de  Michelson.  Eh  bien,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  haut,  po* 
rendre  compte  de  ces  résultats,  Lorentz  a  été  obligé  de  suppos-> 
que  toutes  les  forces,  quelle  que  soit  leur  origine,  étaient  rédui 
dans  la  même  proportion  dans  un  milieu  animé  d'une  translati 
uniforme;  ce  n'est  pas  assez,  il  ne  suffit  pas  que  cela  ait  lieu  p 
les  forces  réelles,  il  faut  encore  qu'il  en  soit  de  même  pour 
forces  d'inertie;  il  faut  donc,  dit-il,  que  les  masses  de  toutes 
particules  soient  influencées  par  une   translation   au  mt 
degré  que  les  masses  électro-magnétiques  des  électrons. 

Ainsi  les  masses  mécaniques  doivent  varier  d'après  les  mêii 
lois  que  les  masses  électro-dynamiques;  elles  ne  peuvent  donc  |=i-: 
être  constantes. 

Ai-jc  besoin  de   faire   observer  que  la  chute  du   principe      ^ 
Lavoisier  entraine  celle  du  principe  de  Newton.  Ce  dernier  signr/^^ 
que  le  centre  de  gravité  d'un  système  isolé  se  meut  en  ligne  droiL^/ 
mais,  s'il  n'y  a  plus  de  niasse  constante,  il  n'y  a  plus  de  centre  de 
gravité,  on  ne  sait  même  plus  ce  que  c'est.  C'est  pourquoi  j'ai  dit 
plus  haut  que  les  expériences  sur  les  rayons  cathodiques  avaient 
paru  justifier  les  doutes  de  Lorentz  au  sujet  du  principe  de  Newton. 

De  tous  ces  résultats,  s'ils  se  confirmaient,  sortirait  une  méca- 
nique entièrement  nouvelle  qui  serait  surtout  caractérisée  par  ce 
fait  qu'aucune  vitesse  ne  pourrait  dépasser  celle  de  la  lumière  ('), 
pas  plus  (praucune  température  ne  peut  tomber  au-dessous  du 


(*)  Car  les  corps  opposeraient  une  inertie  croissante  aux  causes  qui  tendraient 
à  accélérer  leur  mouvement;  et  cette  inertie  deviendrait  infinie  quand  on  appro- 
cherait de  la  vitesse  de  la  lumière. 
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zéro  absolu.  Pour  un  obserxateur,    entraîné  lui-même  dans  une 

translation  dont  il  ne  se  doute  pas,  aucune  vitesse  apparente  ne 

pourrait  non  plus  dépasser  celle  de  la  lumière;  et  ce  serait  là  une 

contradiction,  si  Ton  ne  se  rappelait  que  cet  observateur  ne  se 

servirait  pas  des  mêmes  horloges  qu\]n  observateur  fixe,  mais  bien 

d^horloges  marquant  le  «  temps  local  ». 

Nous  voici  alors  en  face  d'une  question  que  je  me  borne  à  poser. 
S'il  n'y  a  plus  de  masse,  que  devient  la  loi  de  Newton? 

La  masse  a  deux  aspects  :  c'est  à  la  fois  un  coefficient  d'inertie 
&t  une  masse  attirante  entrant  comme  facteur  dans  l'attraction 
c^ewtonienne.  Si  le  coefficient  d'inertie  n'est  pas  constant,  la  masse 
Biltirante  pourra-t-elle  l'être?  Voilà  la  question. 

Du  moins  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  nous  res- 

t.ail  encore  et  celui-là  paraissait  plus  solide.  Vous  rappellerai-je 

c^omment  il  fut  à  son  tour  jeté  en  discrédit?  L*événement  a  fait 

y)lus  de  bruit  que  les  précédents  et  il  est  dans  toutes  les  mémoires. 

13ès  les  premiers  travaux  de  Becquerel  et  surtout  quand  les  Curie 

«eurent  découvert  le  radium,  on  vit  que  tout  corps  radioactif  était 

tine  source  inépuisable  de  radintion.  Son  activité  semblait  subsister 

^sans  altération  à  travers  les  mois  et  les  années.  C'était  déjà  là  une 

•«nlorse  aux  principes;  ces  radiations,  c'était  en  cITet  de  l'énergie, 

et  de  ce  même  morceau  de  radium,  il  en  sortait  et  il  en  sortait 

toujours.  Mais  ces  quantités  d'énergie  étaient  trop  faibles  pour 

être  mesurées;  du  moins  on  le  croyciit  et  l'on  ne  s'en  inquiétait 

pas  trop. 

La  scène  changea  quand  Curie  s'avisa  de  mettre  le  radium  dans 
un  calorimètre;  on  vit  alors  que  la  quantité  de  chaleur  incessam- 
ment créée  était  très  notable. 

Les  explications  proposées  furent  nombreuses;  mais  en  pareille 
matière  on  ne  peut  pas  dire  qu*abondance  de  biens  ne  nuit  pas; 
tant  que  l'une  d'elles  n'aura  pas  triomphé  des  autres,  nous  ne 
pourrons  pas  être  sûrs  qu'aucune  d'entre  elles  soit  bonne.  Depuis 
quelque  temps  toutefois,  une  de  ces  explications  semble  prendre  le 
dessus  et  l'on  peut  raisonnablement  espérer  que  nous  tenons  la 
clef  du  mvslère. 

Sir  W.  Ramsaj  a  cherché  à  montrer  que  le  radium  se  trans- 
forme, qu'il  renferme  une  provision  d'énergie  énorme,  mais  non 
inépuisable.    La  transformation  du    radium    produirait   alors    un 
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million  de  fois  plus  de  chaleur  que  toules  les  transformatio 
connues;  le  radium   s'épuiserait  en  1260  ans;  c'est  bien  cou 
mais  vous  voyez  que  nous  sommes  du  moins  certains  d'être  fi&< 
sur  ce  point  d'ici  quelques  centaines  d'années,  tin  attendant  n 
doutes  subsistent. 

Au  milieu  de  tant  de  ruines,  que  resle-t-il  debout?  Le  prîoci 
de  moindre  action  <;st  intact  jusqu'ici,  et  Larmor  parait  croire  qu' 
survivra  longtemps  aux  autres;  il  est  en  eflet  plus  vague  et  pi 
général  encore. 

En  présence  de  cette  débâcle  générale  des  principes,  quelle  at 
tude  va  prendre  la  Physique  mathématique?  Et  d'abord,  avant 
trop  s'émouvoir,  il  convient  de  se  demander  si  tout  cela  est  bi 
vrai.  Toutes  ces  dérogations  aux  principes,  on  ne  les  renoont 
que  dans  les  infiniment  petits;  il  faut  le  microscope  pour  voir 
mouvement  brownien;  les  électrons  sont  bien  lég(*rs;  le  radiu 
est  bien  rare  et  Ton  n'en  a  jamais  que  (|uelques  milligrammes  a 
fois;  et  alors  on  peut  se  demander  si,  à  côté  de  l'infiniment  peti 
qu'on  a  vu,  il  n'y  avait   pas  un  autre  infiniment  petit  qu'on  d 
voyait  pas  et  qui  faisait  contre-poids  au  premier. 

Il  y  a  donc  là  une  question  préjudicielle,  et  à  ce  qu'il  sembi 
l'expérience   seule  peut   la  résoudre.  Nous  n'aurions  donc   qu';. 
passer  la  main  aux  expérimentateurs  et,  en  attendant  qu'ils  aien 
tranché  définitivement  le  débat,  à  ne  pas  nous  préoccuper  de  ces. 
inquiétants  problèmes,  et  à  continuer  tranquillement  notre  œuv 
comme  si   les  principes  étaient  encore  incontestés.  Certes  dou^ 
avons  beaucoup  à  faire  sans  sortir  du  domaine  où  l'on  peut  less 
appliquer  en  toute  sûreté;   nous  avons  de  quoi   eniployei^  notr 
activité  pendant  cettf  période  de  doutes. 

Et  pourtant  ces  doiite*^,  esl-il  bien  vrai  que  nous  ne  puissions 
rien  faire  pour  en  dél)arrasser  la  Science?  Il  faut  bien  le  dire,  c 
n*est  pas  seulement  la  physi(|ue  expérimentale  qui  lésa  fait  naître,.*-' 
la  pliysi(|ue  mathémutiipie  y  a  bien  contribué  pour  sa  part.  Ce  son L^ 
les  expérinienlaleurs  (|ui  ont  vu  le  radium  dégager  de  l'énergie,.^' 
mais  ce  sont  les  tliéoriciens  qui  ont  mis  en  évidence  toutes  les  dif 
ficultés  soulevées   par  la   propagation  de  la  lumière  à  travers  u 
milieu  en  mouvement  ;  sans  eux  il  est  probable  qu'on  ne  s*en  serai 
pas  avisé.  Eh  bien,  alors,  s'ils  ont  fait  de  leurmieuv  pour  nous  metir 
dans  rembarras,  il  convient  aussi  qu'ils  nous  aident  à  en  sortir 
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rapidemenr  celles  qui  se  propageraient  parallèlement  au  nnoiive- 
ment  du  milieu,  soit  dans  le  même  sens,  soit  en  sens  contraire,  cl 
moins  rapidement  celles  qui  se  projjageraient  perpendictsis^re- 
menl.  Les  surfaces  d'onde  ne  seraient  plus  des  sphères,  m»»s  des 
ellipsoïdes  et  Ton  pourrait  se  passer  de  cette  extraordinaire  con- 
traction de  tous  les  corps. 

Je  ne  cite  cela  qu'à  litre  d'exemple,  car  les  modifications  <]«« 
l'on  pourrait  essayer  seraient  évidemment  susceptibles  de  varier* 
l'infini. 

Il   est  possible  aussi  que  l'Astronomie  nous  fournisse  un  j^^ 
des  données  sur  ce  |)oint:  c'est  elle,  en  somme,  qui  a  souleva 
question  en  nous  faisant  connaître  le  phénomène  de  Taberratioii 
la  lumière.  Si  Ton  fait  brutalement  la  théorie  de  l'aberration, 
arrive  à  un  résultat  bien   curieux.  Les  positions  apparentes 
étoiles  diffèrent  de  leurs  positions  réelles,  à  cause  du  mouveme^ 
de  la  Terre  el,  comme  ce  mouvement  esr  variable,  ces  positio 
apparentes  varient.  La  position    réelle  nous  ne  pouvons  la  ce 
naître,  mais  nous  pouvons  observer  les  variations  de  la  positi 
apparenle.  Les  observations  de  l'aberration  nous  montrent  doi^^'^ 
non  le  mouvement  de  la  Terre,  mais  les  variations  de  ce  mouv 
ment  ;  elles   ne   peuvent   par  conséquent  nous  renseigner  sur  l 
mouvement  absolu  de  la  Terre. 

C'est  du  moins  ce  qui  est  vrai  en  première  approximation,  mai^ 
il  n'en  serait  plus  de  même  si  l'on  pouvait  apprécier  les  millième 
de  seconde.  On  verrait  alors  que  l'amplitude  de  l'oscillation  dépend^ 
non  seulement  delà  variation  du  mouvement,  variation  qui  est  bien 
connue,  puisque  c'est  le  mouvenient  de  notre  globe  sur  son  orbite 
elliptique,  mais  de  la  valeur  movenne  de  ce  mouvement,  de  sorte 
que  la  constante  de  l'aberration  ne  serait  pas  tout  à  fait  la  même 
pour  loules  les  Étoiles,  et  que  les  difl'érences  nous  feraient  con- 
naître le  mouvement  absolu  de  la  Terre  dans  l'espace. 

Ce  serait  là,  sous  une  autre  forme,  la  ruine  du  principe  de  la 
relativité.  Nous  sommes  loin,  il  est  vrai,  d'apprécier  le  millième  de 
seconde,  mais  après  tout,  disent  quelques  personnes,  la  vitesse 
absolue  totale  de  la  Terre  est  peut-être  beaucoup  plus  grande  que 
sa  vitesse  relative  par  rapport  au  Soleil  ;  si  eile  était,  par  exemple, 
de  3(>o'""  par  seconde  au  lieu  de  So*"",  cela  suffirait  pour  que  le 
phénomène  devînt  observable. 
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Je  crois  qu'en  raisoDDant  ainsi  on  admet  une  théorie  trop  sim- 
|>liste  de  l'aberration;  Michelson  nous  a  montré,  je  vous  l'ai  dit, 
cjue  les  procédés  physiques  sont  impuissants  à  mettre  en  évidence 
I^  mouvement  absolu;  je  suis  persuadé  qu'il  en  sera  de  même  des 
I procédés  astronomiques  quelque  loin  que  Ton  pousse  la  préci- 
sion. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  données  que  TAslronomie  nous  fournira 
ans  ce  sens  seront  un  jour  précieuses  pour  le  physicien.  Eu  atten- 
ant, je  crois  que   les  théoriciens,  se   rappelant  l'expérience  de 
îcfaelson,  peuvent  escompter  un  résultat  négatif,  et  qu'ils  feraient 
uvre  utile  en  construisant  une   théorie   de  l'aberration  qui  en 
rendrait  compte  d'avance. 

Mais  revenons  sur  la  Terre;  là  aussi  nous  pouvons  aider  les 
expérimentateurs.  Nous  pouvons,  par  exemple,  préparer  le  terrain 
en  étudiant  à  fond  la  dvnamiqiie  des  électrons;  non  pas,  bien 
entendu,  en  partant  d'une  hypothèse  unique,  mais  en  multipliant 
les  hypothèses  autant  que  possible;  ce  sera  ensuite  aux  physiciens 
^  utiliser  notre  travail  pour  chercher  l'expérience  cruciale  qui  doit 
<lécider  entre  elles. 

Cette  dynamique  des  électrons  peut  être  abordée  par  bien  des 
côtés  ;  mais,  parmi  les  chemins  qui  y  conduisent,  il  y  en  a  un  qui  a 
été  quelque  peu  négligé,  etc'est  pourtant  un  de  ceux  qui  nous  pro- 
mettent le  plus  de  surprises.  Ce  sont  les  mouvements  des  électrons 
qui  produisent  les  raies  des  spectres  d'émission  ;  ce  qui  le  prouve, 
c'est  le  phénomène  de  Zeemann;  dans  un  corps  incandescent,  ce 
qui  vibre  est  sensible  à  l'aimant,  donc  électrisé.  C'est  là  un  pre- 
mier point  très  important,  mais  on  n'est  pas  entré  plus  .avant; 
pourquoi  les  raies  du  spectre  sont-elles  distribuées  d'après  une  loi 
régulière?  Ces  lois  ont  élé  étudiées  par  les  expérimentateurs  dans 
leurs  moindres  détails;  elles  sont  très  précises  et  relativement 
simples.  La  première  éhide  de  ces  ^i^lributions  fait  songer  aux 
harmoniques  que  l'on  rencontre  en  Acoustique;  mais  la  différence 
est  grande;  non  seulement  les  nombres  de  vibrations  ne  sont  pas 
les  multiples  successifs  d'un  même  nombre;  mais  nous  ne  retrou- 
vons même  rien  d'analogue  aux  racines  de  ces  équations  transcen- 
dantes auxquelles  nous  conduisent  tant  de  problèmes  de  Physique 
niathéma tique  :  celui  des  vibrations  d'un  corps  élastique  de  forme 
(]uelconque,  celui  des  oscillations  hertziennes  dans  un  excitateur 
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de  forme  quelconque,  le  problème  de  Fourier  pour  le  refroidisse- 
ment d\in  corps  solide. 

Les  lois  sonl  plus  simples,  mais  elles  sonl  de  tout  autre  nature 
et,  pour  ne  citer  qu^une  de  ces  difTérences,  pour  les  harmoniques 
d'ordre  élevé  le  nombre  des  vibrations  tend  vers  une  limite  finie, 
au  lieu  de  croître  indéfiniment. 

De  cela  on  n'a  pas  encore  rendu  compte,  et  je  crois  que  c'est  \à 
un  des  plus  importants  secrets  de  la  nature.  Lindemann  a  fait  une 
louable  tentative,  mais  à  mon  avis  sans  succès;  cette  tentative,  u 
faudrait  la  renouveler.  Nous  pénétrerons  ainsi  pour  ainsi  dire  dans 
l'intimité  de  la  matière.  Et,  au  point  de  vue  particulier  qui  nous 
occupe  aujourd'hui,  quand  nous  saurons  pourquoi  les  vibrations 
des  corps  incandescents  dillerent  ainsi  des  vibrations  élastiqu^^* 
ordinaires,  pourquoi  les  électrons  ne  se  comportent  pas  conon^e  la 
matière  qui  nous  est  familière,  nous  comprendrons  mieux  la  dyna- 
mique des  électrons  et  il  nous  sera  peut-être  plus  facile  ^^  ^* 
concilier  avec  les  principes. 

Supposons  maintenant  que  tous  ces  efforts  échouent  et,    ^<^"^ 
compte  fait,  je  ne  le  crois  pas;  que  faudra-t-il  faire?  Faudr^-^"^ 
chercher  à  raccommoder  les  principes  ébréchés,  en  donnauL  C5«^" 
nous  autres  Français  nous  appelons  un  coup  de  pouce?  O^»^^'* 
évidemment  toujours  possible  et  je  ne  retire  rien  de  ce  que  j     ^^ 
autrefois.  N*avez-vous  pas  écrit,    pourriez-vous  me  dire  3»^     ^^  * 
vouliez  me  chercher  (juerelle,  n'avez- vous  pas  écrit  que  les      P^^ 
cipes,  quoique  d'ori<;ine  expérimentale,  sont  maintenant  ho  ^^ 


atteintes  de  l'expérience  parce  qu'ils  sont  devenus  des  c<^^   *^'^ 
tions?  Et  maintenant  vous  venez  nous  dire  que  les  conque  «_es 
plus  récentes  de  Texpérience  mettent  ces  principes  en  danç^^sr. 

Et  bien,  j'avais  raison  autrefois  et  je  n'ai  pas  tort  aujoi*  mz    cl  nui. 
J'avais  raison  autrefois  et  ce  qui  se  passe  maintenant  en  ^^   si  ""^' 
preuve  nouvelle.    Prenons,   par  exemple,   l'expérience  cal    ^yritti^' 
trique  de  Curie  sur  le  radium.  Est-il  possible  de  la  conciL  i  ^r  B^'€C 
le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie?  On  l'a  tenté     mJe  biea 
des  manières;  mais  il  y  en  a  une  entre  autres  que  je  voudra 5^/5  rou5 
faire  remarquer;  ce  n'est  pas  l'explication  qui  tend  aujo\i  fJViw/  à 
prévaloir,  mais  c'est  une  de  celles  qui  ont  été  proposées.  Ona  sup- 
posé que  le  radium   n'était  qu'un   intermédiaire,  qu'il    ne  faisait 
qti'emmaganiser  des  radiations  de  nature  inconnue  qui  sillonnaient 
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1 ''espace  dans  tous  les  sens,  en  traversanl  tous  les  corps,  sauf  le 
radium,  sans  être  altérées  par  ce  pacage  et  sans  exercer  sur  eux 
aucune  action.  Le  radium  seul  leur  prendrait  un  peu  de  leur 
énergie  et  il  nous  la  rendrait  ensuite  sous  diverses  formes. 

Quelle  explication  avantageuse  et  combien  elle  est  commode! 
D'abord  elle  est  invérifiable  et  par  là  même  irréfutable.  Ensuite 
^lle  peut  servir  pour  rendre  compte  de  n'importe  quelle  déroga- 
tion au  principe  de  Ma^er;  elle  répond  d'avance  non  seulement  à 
l'objection  de  Curie,  mais  à  toutes  les  objections  que  les  expéri- 
■nentateurs  futurs  pourraient  accumuler.  Celte  énergie  nouvelle  et 
inconnue  pourra  servir  à  tout. 

C'est  bien  ce  que  j'avais  dit,  et  avec  cela  on  nous  montre  bien 
<\ue  notre  principe  est  hors  des  atteintes  de  l'expérience. 

El  après,  qu'avons-nous  gagné  à  ce  <*oup  de  pouce?  Le  principe 
«st  intact,  mais  à  quoi  désormais  peut-il  servir?  Il  nous  permettait 
de  prévoir  que  dans  telle  ou  telle  circonstance  nous  pouvions 
compter  sur  lelle  quantité  totale  d'énergie;  il  nous  limitait;  mais 
maintenant  qn*on  met  à  notre  disposition  celte  provision  indéfinie 
d'énergie  nouvelle,  nous  ne  sommes  plus  limités  par  rien;  et, 
comme  je  l'avais  écrit  aussi,  si  un  principe  cesse  d'être  fécond, 
Texpérience,  sans  le  contredire  directement,  l'aura  cependant  con- 
damné. 

Ce  n'est  donc  pas  cela  qu'il  faudrait  faire;  nous  devrions  rebâtir 
à  neuf.  Si  l'on  était  acculé  à  cette  nécessité,  nous  pourrions  d'ail- 
leurs nous  en  consoler.  Il  ne  Caudrait  pas  en  t^onclure  que  la 
Science  ne  peut  faire  qu'un  travail  de  Pénélope,  qu'elle  ne  peut 
élever  que  des  constructions  éphémères  (|u'elle  est  bientôt  forcée 
«le  démolir  de  Tond  en  comble  de  ses  propres  mains. 

Comme  je  vous  l'ai  dit,  nous  avons  déjà  passé  par  une  crise 
semblable.  Je  vous  ai  montré  que,  dans  la  seconde  Physique 
mathématique,  celle  des  principes,  on  retrouve  les  traces  de  la 
première,  celle  des  forces  centrales:  il  en  sera  encore  de  même  si 
nous  devons  en  connaître  une  troisième.  Tel  l'animal  qui  mue, 
.qui  brise  sa  carapace  trop  étroite  et  s'en  fait  une  plus  jeune;  sous 
son  enveloppe  nouvelle,  on  reconnaîtra  aisément  les  traits  essen- 
tiels de  l'organisme  qui  ont  subsisté. 

Dans  quel  sens  allons-nous  nous  étendre,  nous  ne  pouvons  le 
prévoir;  peut-être  est-ce  la  théorie  cinétique  des  gaz  qui  va  prendre 


'i'ii  PKRMIËRB   PARTIE. 

du  développement  el  servir  de  modèle  aux  autres.  Alors  les  faits? 
(jui  d^abord  nous  apparaissaient  comme  simples  ne  seraient  plu^ 
que  les  résultantes  d\in  tr(^s  grand  nombre  de  faits  élémentaires^ 
que  les  lois  seules  du  hasard  feraient  concourir  à  un  même  but ^ 
La  loi  physique  alors  prendrait  un  aspect  entièrement  nouveau;  c 
ne  serait  plus  seuiemeiU  une  équation  ditFérentielle,  elle  prendrai 
le  caractère  d'une  loi  statistique. 

Peut-être  aussi  devons-nous  construire  toute  une  Mécaniqu 
nouvelle  que  nous  ne  faisons  qu'entrevoir,  où,  l'inertie  croissan 
avec  la  vitesse,  la  vitesse  de  la  lumière  deviendrait  une  limii 
infranchissable.  La  Mécanique  vulgaire,  plus  simple,  resterait  un 
première  approximation  puisqu'elle  serait  vraie  pour  les  vitesses 
qui  ne  seraient  pas  très  grandes,  de  sorte  qu'on  retrouverait  enco 
Tancienne  Dynamique  sous  la  nouvelle.  Nous  n'aurions  pas  à 
regretter  d'avoir  cru  aux  principes,  et  même,  comme  les  vitesses 
trop  grandes  pour  les  anciennes  formules  ne  seraient  jamais  qu'ex 
ceptionnellcs,  le  plus  sur  dans  la  pratique  serait  encore  de  fai 
comme  si  Ton  continuait  à  v  croire.  Ils  sont  si  utiles  qu'il  faudrait 
leur  conserver  une  place.  Vouloir  les  exclure  tout  à  fait,  ce  serait 
se  priver  d'une  arme  précieuse.  Je  me  hâte  dédire,  pour  terminer, 
que  nous  n'en  sommes  pas  là  el  que  rien  ne  prouve  encore  qu'ils 
ne  sortiront  pas  de  la  lutte  victorieux  et  intacts. 
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ERRATA, 


Niiniéro  de  janvier,  page  3i,  note  :  au  lieu  de  le  système  V,  lire  le  système  II; 
page  3^4,  ligne  ^,  au  lieu  de 

(B-h  I  )'*—  0"=  o, 

lire 

(  B  4-  1  )"  —  B"  =  /i. 
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SECONDE  PARTIE. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 

ET  PÉRIODIQUES. 


REXDICONTI  DEL  R.  Istituto  Loubardo  di  Sciknze  e  Liotere,  II«  série 
Milano,  tip.  Bernardoni  di  C.  Uebeschini  e  C;  U.  lloepli,  édileur  (i). 

Tome  XXII;  1889. 


Urioschi  {F,),  —  [B7^,  réf.  Fl^].  Sur  un  symbole  d'opéralion 
dans  la  ihéorie  des  formes,  (i  1^-121). 

Symboles,  pour  les  formes  bioaircs  d'ordre  n,  analogues  à 
qui  est  employé  dans  la  llicorie  des  fonctions  ellipliqucs. 

£e/trami  (E.).  — [S2c].  Considérations  hydrodynamiques.  (121- 
i3o). 

L*«iuteur  se  propose  dVludier  le  cas  où  les  lignes  de  flux 

dx       dy       dz 


(«)    Voir  Bulletin,  l.  WNII^,  p.  18S. 
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coïncident  avec  les  lignes  vorticales 


dx  __  dy  _  dz^ 


> 


c'est-à-dire  le  cas  où  Ton  a 


u       s;        w 


Kn  laissant  de  côté  le  cas  où 


d?  ô-s  d? 

dJ7  d^  d5 

dans  lequel  il  n*y  a  pas^  à  proprement  parler,  de  lignes  verticales,  il  tr^iuxe 
que  le  fait  mentionné  a  lieu  dans  un  mouvement  d^un  fluide  incomprestiblc  ou 
chaque  molécule  fluide  se  meut  parallèlement  au  plan  des  x^y^  et  où  Ton  pi»sc 

ti  =-,--»  V  =    J  f  iV  =  o, 

dx  Oy 

la  fonction  9  satisfaisant  à  Téquation 

Il  prend 

F  étant  une  fonction  arbitraire  âc  x -+■  iy  et  de  /,  F,  sa  conjuguiV,  et  Z  une 
fonction  réelle  de  z  et  de  t.  Ici  les  lignes  de  flux  (et  vorticales)  sont  drs 
droites. 

II  y  a  une  autre  classe  de  solutions,  qui  convient  aussi  à  de-*  Muidi**»  <:oiii- 
pi'cssibles,  et  dans  laquelle,  si  le  fluide  est  incompressible,  les  li^nrs  ï>c  rùdiii- 
scnt  à  des  hélices.  Pour  ces  mouvements,  que  Tauteur  appelle  këlicoUlaux,  a 
lieu  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'il  y  a  un  potentiel  d'accélération,  on  ne  peuttivoir  de  ntouvctucnt 
hélicoïdal  à  moins  r/u'il  ne  soit  aussi  stationnaire. 

Ceinria  (6\).  — [^  ]•  Sur  Tcclipsc  parlicllc  de  Lune  du  ij  jan- 
vier i88().  (  i3()-i3  0. 

Migrera  (G,).  —  [D3/>].  Sur  Tinlogralc  de  Caucliv.  (i()i-ui>u). 

Ci'Ioritt  {(m.).    —   [l  J.    Mouvclle  drtcrniinalion    de    rorbile    de 
l'étoile  doiihie  y  (2(ironœ  horcalis  ï  njGy.  {'à'i.\'-'?.''>X), 

Jnrini  [A.),  --[Tï2/>].  Poutres  n'iieulaires  reelilignes  de  rc>is- 
lanee  uniforme.  (  a'ij-'jGc)  ). 
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Soniigliana  (C).  —  [C4rf].  Sur  les  paramètres  différenliaux. 
(275-288). 

Nouveau  procès  pour  former  les  paramètres  difTérentiaux,  et  démontrer  l'in- 
variabilité de  ceux  du  premier  ordre.  Nouvelle  définition  de  la  courbure 
moyenne  d'une  surface  (de  n  —  i  dimensions  dans  un  espace  de  n dimensions), 
indépendamment  de  la  notion  de  rayons  de  courbure. 

Ascotî  (G.).  —  [Dlrf].  Sur  les  fonctions  à  deux  variables  réelles, 
croissant  ou  décroissant  dans  le  sens  positif  de  chacun  des  axes 
dans  une  portion  de  plan  à  distance  finie.  (3 17-335,  438-44^9 
686-726). 

Ces  fonctions  sont  étudiées  principalement  au  point  de  vue  de  leurs  maxima 
et  minima. 

LJn  compte  rendu  de  ce  travail  est  donné  par  l'auteur  même  dans  ce  Tome 
des  Bendiconti,  p.  8of-^i5. 

Casorati  {F,),  —  [Oo/>].  Nouvelle  mesure  de  la  courbure  des 
surfaces.  (335-346). 

L'auteur  propose  la  mesure  suivante.  On  décrit  sur  la  surface  donnée  un 
cercle  géodésique  ayant  son  centre  au  point  O  de  la  surface;  sur  chaque 
rayon  OP  de  ce  cercle,  on  prend  OQ  proportionnel  à  l'angle  que  la  normale 
en  P  fait  avec  la  normale  en  O  :  on  a  ainsi  une  image  du  cercle;  le  rapport  C 
de  l'aire  de  cette  image  à  Paire  du  cercle  est  la  quantité  que  l'auteur  appelle 
courbure  de  la  surface  en  O,  et  l'on  a 


^=î(fiT^Sj> 


R,,  R,  étant  les  rayons  de  courbure  principale. 

Cette  Note  se  trouve  reproduite  avec  des  corrections  dans  le  Tome  XIV  des 
Acta  matkematica. 

ytschieri  (F*)*  —  [I^*  1  ^J»  Sur  les  homographies  sur  une  conique 
et  sur  leurs  systèmes  linéaires.  (4'>^4-4^8,  484*496,  558-565, 

624-646). 

ffe/irami(F.).  —  [T2a].  Sur  le  principe  de  Hujgcns.  (428-438). 

On  pose 

^ ,  , ,  /•        i   ()o  I     00  Or 

G(t)  =  o    , V .'■    T-  » 

'    au        r  Ou        ar  Ol   Ou 

9  rtanl  une  fonction  do  x^  y^  z  cl  l  qui  salisfuit  à  l'équation 
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et  a  étant  la  vitesse  de  propagation  d'un  mouvement  vibratoire.   Kirclihoff 
{Leçons  de  Mécanique,  t.  XXIII)  a  donné  la  formule 


la  dérivation  ô  étant  prise  n'ayant  égard  qu'à  la  variabililé  de  r,  et  les  cro- 

chcts  []  indiquant  que  Ton  doit  substituer  / au  lieu  de  i.  Cette  forroule, 

qui  est  une  traduction  analytique  du  principe  de  Huygens  pour  les  milieux  iso- 
tropes, est  ici  établie  en  prenant  pour  point  de  départ  le  théorème  de  Green, 
et  de  manière  à  ne  pas  donner  lieu  à  une  objection  élevée  contre  la  démon- 
stration de  Kirchhoff  par  M.  Maggi  {Annali  di  Matematica,  t.  XVI),  qui  a 
aussi  donné  de  cette  formule  une  autre  démonstration. 

Bardelli  (G.).  —  [1^26,  c],  Baryccntres  et  moments  d'inertîe  de 
surfaces  et  de  solides  de  rotation.  (497-509). 

Pincherle  (6'.).  —  [D2y].  Sur  une  extension  de  Talgorithmc 
des  fractions  continues.  (555-558). 

Succession  de  fonctions  déduite  de  deux  fonctions  données  par  une  relation 
récurrente  à  quatre  tonnes. 

Fenini  (/(>)-  —  [R9rf].  Esquisse  sur  le  calcul  de  la  spirale  de 
compensation  pour  une  djname  à  potentiel  constant.  (565-575). 

Maggi  {G, -A.),  — [RSflr].  Sur  les  principes  de  la  théorie  de  la 
lonction  potentielle.  (647-65];). 


Ktant 


(I) 


^"=/^''  '■-f4<''' 


oii  /.  =^A(a,  by  c)  est  la  densité  en  (a,  b^  c), 

/•  =  ^{x^af-h^y-by-h^z-cy, 

et  {.'intégration  est  étendue  à  un  espace  dont  ic  point  {X^  y^  z)  est  enlevé  par 
nii  petit  espace  ayant  ce  point  dans  son  intérieur,  on  pose 


-PP-  V-/4'-. 


(2)  L  = 


on  entendant  d'indiquer  avec  ces  expressions  les  limites  des  (i),  prises  en  fai- 
sant ten<lre  i\  zéro  le  petit  espace  qui  renferme  le  puint  ( x,  ^',  i  ),   L'«iutcur 
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démonlre  que,  comme  on  a 

on  a  aussi 

Ox' 

puis  il  fait  la  recherche  analogue  pour  les  dérivées  secondes,  en  relrouvanl  les 
formules  données  par  M.  Morera  dans  ces  Hendiconli,  t.  XX. 
Voir  uo  appendice  à  celte  Note  dans  le  Tome  XXIV,  page  233. 

Sertini  {E.).  —  ['^6].  Déduction  des  Iransformalions  planes 
doubles  des  types  fondamentaux  des  transformations  in  vol  u- 
tives.  (771-778). 

JMaggi  (G. -A.).  —  [Roc].  Sur  la  théorie  des  doubles  couches 
agentes.  ( 780-796). 

Etude  de  Tintcgrale 


/ 


que  Tauteur,  au  moyen  du  théorème  de  Stokcs,  réduit  à  la  forme 


/  C0S9  c/0. 


Ascoli  {G,).  —  [Dlrf].  Indc\  très  détaillé  de  ce  qui  est  contenu 
dans  mon  Mémoire  :  «  Sur  les  fonctions  de  deux  variables 
réelles,  qui  sont  toujours  croissantes  ou  décroissantes  dans  le 
sens  positif  de  chacun  des  axes  dans  une  portion  de  plan  ù 
distance  finie  ».  (8o4-8i6). 

C'est  le  Mémoire  inséré  dans  ce  Tome,  p.  317. 


Tome  XXIIi;  1890. 

Iferzolari{L,),  —  [M'6t/].  Sur  la  courbe  gauche  rationnelle  du 
4*  ordre.  ((j()-io(3). 

On  appelle  hypcrboloïdc  correspondant  à  un  point  donné  de  la  courbe  C!, 
du  4*  ordre  et  de  a*  espèce,  celui  qui  est  déterminé  par  les  tangentes  de  la  courbe 
aux  trois  points  dont  les  plans  osculateurs  passent  par  le  point  donné.  L'auteur 
étudie  le  sjstéme  de  ces  liypcrboloïdes  et  une  correspondance  (ou  système 
«ymctrique)  du  2'  degré,  (|ue  l'on  obtient  entre  les  points  de  C]. 


lo  SECOND»   PAIlTie. 

Schiaparelli  (G.-F.),  —  [U].  Considérations  sur  le  mouvemenl 
de  rotation  de  la  planète  Vénus  (149-160),  Note  II  (194-208), 
Note  HT  (îi5;-27o),  Note  IV  (383-394),  Note  V  (420.439), 
I  planche. 

La  rotation  se  fail  en  aa4f7  jours,  temps  égal  à  celui  de  la  révolution  sidé- 
rale de  la  planète. 

Bertini  {E.)-  —  [M'  \b\  Sur  le  nombre  des  points  de  diramalion 
d'une  singularité  quelconque  d'une  courbe  plane  algébrique. 

( 307-3 1 1). 

Ce  travail  se  rattache  ù  celui  que  Tautcur  a  publié  dans  le  Tome  \\I  de  ces 
liendiconti,  p.  826,  et  a  pour  but  de  montrer  que  la  déHnition  que  rauirar  v 
a  donnée  de  nombre  de  points  de  diramation,  différente  de  celle  de  Nœtlicr, 
conduit  pourtant  au  même  résultat. 

Aschieri  {F,),  —  [Plf^].  Sur  les  homographies  de  deuxième 
espèce.  (3 14-3 19). 

Pincherlc  (S,).  —  [D2^a].  Sur  la  représentation  approchée 
d'une  fonction  par  des  irrationnels  quadratiques.  (SjS-Sjfi). 

Application  de  l'algorithme  donné  par  l'auteur  dans  le  Tome  XXII,  p.  535, 
à  la  représentation  d'une  fonction  par 

P-f-V^Q 

P,  (^,  K  étant  des  polynômes  rationnels  entiers  en  x\  et  rela  de  lu  iiinniôrc  la 
plus  approcliéo  pour  des  degrés  donnés  de  ces  polynômes. 

Ferrini  (/i.).  —  [KO*'/].  Sur  les  (Ivnamcs  à  compensation.  ((iCi,)- 

(i:5). 

Sayno  (./.).  —  [Ti*^/].  Le  coefficient  nioven  de  dilatation  iher- 
niicjuc  linéaire,  entre  deux  limites  de  température  o"  et  /**,  d'un 
corps  solide  liomogrne  et  isotrope,  est  inversement  |)ropor- 
lioiinel  à  lu  diirércncc  entre  la  température  de  fusion  T  et  la 
température  t,  (7'^7-'^**7\  Note  U  ((S5i-8()i>.). 

Lorid  (G.).  —  l^^'^f'l-  ^^"**  ''^  classification  des  transformations 
ralioruicllcs  de  Tcspace,  en  particulier  sur  celles  de  genre  xéro. 

('.s:>î-<s:;p. 
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Les  transformations  rationnelles  donl  les  syslcmes  liomaloYdiqucs  sonl  formés 
pjr  des  surfaces  à  sections  planes  rationnelles,  sont  celles  : 

t*  Où  Fun  des  deux  systèmes  est  de  quadriqucs  et  Tautre  de  surfaces  de 
Steincr; 

a»  Où  les  deux  syslèmes  sonl  des  surfaces  de  Steincr; 

3*  Où  Tun  des  systèmes  est  de  surfaces  réglées  de  degré  \l  à  directrice 
(ji.  —  i)-uple,  et  l'autre  de  surfaces  réglées  de  degré  v  à  directrice  (v  —  i)-uple. 

J^adova  {E,).  —  [06^,  réf.  05/a].  Sur  un  théorème  de  Géo- 
métrie diflerentîelle.  (84o-844)- 

Démonstration  du  théorème  de  Bellrami  {Annali  di  Matematica,  l.  VII, 
1860)  ; 

Les  surfaces  à  courbure  constante  sont  les  seules  sur  lesquelles  les  géodé- 
sigues  puissent  être  représentées  par  des  équations  linéaires  entre  les  coor- 
données, 

Soniigliana  [C ,),  —  [Ï2^/].  Formules  générales  pour  la  repré- 
sentation d'un  champ  de  forces  par  des  forces  élastiques.  (874- 
882). 

L*auteur  délermine»  pour  un  milieu  élastique  isotrope  envahissant  tout  Tes- 
pace,  une  déformation  telle  que  les  forces  élastiques  qui  en  sont  cngendrcos 
soient  identiques  à  celles  que  Ton  suppose  données. 


Tome  XXIV;  1891. 

Ala*j^gi  {G.-A,).  —  [RS^'a],  Sur  la  théorie  de  la  fonction  poten- 
tielle de  surface.  (8^-98,  220-23 1). 

Complément  aux  Notes  du  même  auteur  :  Sui  principi  délia  teoria  délia 
Junzione  potenziale  (Tome  XXII,  p.  G47)  et  Sulla  teoria  dei  doppi  strati 
agenti  (t.  XXII,  p.  783).  Propriétés  de  la  fonction  et  de  sa  dérivée  dans  le 
champ  représenté  par  l'agent  et  dans  la  proximité  de  ce  champ.  (  Voir  les  cor- 
rections à  la  page  960). 

Cesàro  {E ,),  —  [J2].  Sur  les  règles  du  calcul  des  densités  et  sur 
quelques-unes  de  leurs  applications,  (loi-i  12). 

Lorsqu^on  peut  définir  une  fonction  '^{x)  telle  (|ue  '^{x)dx  représente  la 
probabilité  qu'une  quantité  variable  dans  un  ehaiiip  rrel  tombe  entre  x  et 
jc -r- dx^  on  appelle  ^{x)  la  densité  du  eliamp  en  x.  Dans  une  (|uesti(>n  de 
probabilité,  on  a  des  ({uantités  arbitraires  et  d'autres  (|ui  sont  liées  à  celles-(  i, 
cl  dont  les  champs  ont  des  densités  que  Ton  peut  déduire  de  eellos  des  champs 
des  premières  par  des  règles  que  l'auteur  appelle  calcul  des  densités.  L'intro- 
duction de  cet  élément  nouveau,  lu  densité,  dans  les  ({uesiions  de  probabilité 


17.  SECONDK  l'AUTlK. 

on  le  iioiiihrc  drs  chances  est  infini,  donne  le  moyen  de  traiter  avec  sûreté  des 
ras  qui  semblaient  échapper  au  calcul,  et  présenter,  suivant  la  manière  de  les 
envisager,  des  conséquences  contradictoires. 

CastelnuoK'o  (G.).  —  [M^S^^].  Sur  la  géométrie  sur  une  surface 
algébrique.  Note  1  (127-13-),  Note  II  (3o7-3i8). 

L'auteur  étudie  les  surfaces  contenant  un  système  œ*  de  courbes  algébriques 
tel  que  par  tout  point  de  la  surface  passe  une  et  une  seule  courbe  du  système 
(faisceau  de  courbes).  Si,  sur  une  surface  F  d'ordre  n  et  de  genre  >>  o,  il  y  a 
un  faisceau  de  courbes,  toute  courbe  du  faisceau  est  coupée  en  une  série  spé- 
ciale par  les  surfaces  d'ordre  n  —  4  adjointes  de  F.  Les  surfaces  ayant  un  fais- 
ceau non  rationnel  de  courbes  conduisent  à  des  exemples  de  surfaces  pour 
lesquelles  le  genre  numérique  ne  coïncide  pas  avec  le  genre  géoméirique. 

Dans  la  Note  II,  il  démontre  que  pour  une  surface  de  genre />  {F'iàchen- 
geschlecht)  le  Cun^ngescMecht  />('\  c'est-à-dire  le  çcnrc  des  intersections  avec 
les  surfaces  adjointes,  a  un  minimum  qui  est  donné  par 

p'y>  =  3y>  —  6. 

Les  surfaces  pour  lesquelles  on  a  ce  minimum  contiennent  un  faisceau 
rationnel  de  courbes  de  genre  3,  et  peu>ent  se  représenter  sur  des  surfaces  de 
notre  espace  à  droite  multiple,  exception  faite  pour  les  cas  y?  =  4»  3«  7  que 
l'auteur  étudie  séparément.  Dans  cette  étude,  Fauteur  emploie  quelques  résul- 
tats, qu'il  établit  d'abord,  relatifs  à  certaines  involutions  rationnelles  sur  une 
courbe  algébrique,  et  qui  sont  les  suivants  : 

Une  courbe  de  genre  3/*  contient  une  série  gl^..  \  autorésiduellc  dans  les  cas 

Mii\aiits  : 

1"  Pour  /•  —.  •».  une  courbe  plane  pénéralo  du  5'  f>nlre: 

1°  Pour  r  >  »,  la  courbe  inlcrseclion  tie  la  surface  réglée  d'ordre  /*  —  1  de 
IVspace  S^  a\cc  une  variété  du  4*  ordre  à  r  —  i  dimensions  pasimnt  par 
r  —  3  rayons  de  la  surface; 

3*  Pour  r  —  5,  il  y  a  aus-^i  I  inlcrseclion  de  la  surface  non  réglée  du  \*  <)rdrr 
de  S^  a\cc  une  varicit'  du  |*  ordre  à  quatre  dimensions  passant  par  une  conique 
de  la  >urfacc. 

FormenU  \^C.).  —  [IllAa].  Mouvement  dans  un  plan  d\ine 
lî^ure  de  surface  constante  et  à  déformations  affines  entre  elles, 
dans  le  cas  qu'il  n'v  ail  pas  de  forces  molrices.  (20^-21  2^. 

Ma::i;i  yO.-A.^K  —  [llo</].  Appendice  à  la  Noie  «  Sur  les  prin- 
cipes de  ia  lliéoiMC  de  la  fonclion  potentielle  ».  (a3a-2.15  ». 

La  N.»ie  c<i  ilans  lo  Tonio  WIl.  p.  *i|7. 

Aschit'ri  \^F.\,  —    [IM</,^].   Sur  les   homographies   binaires   et 

lernaircs.  <  >-'^-.>i).>\ 

I.o    jM.'jMKiCî    .i'»iuKc?    pai    l'auteur    v.»nl    relative*    aux    correspondance? 
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/i-aires  en  général.  Par  exemple,  il  démon  ire  le  théorème  général  de  l'involu- 
lion,  c'esl-à-dirc  : 

.S/  an  —  I  points  P^,  déterminant  un  espace  S„_3  de  la  forme,  correspon- 
dent les  mêmes  points  dans  une  homographie  it  et  dans  son  inverse  il-\  la 
même  chose  a  lieu  pour  tous  les  autres  points  de  la  forme,  et  Q  est  par 
cela  une  involution. 

Suit  un  Uiéorcme  analogue  pour  la  polarité,  et  quelques  autres  propriétés 
relatives  aux  correspondances  permutables,  harmoniques,  conjuguées,  etc., 
démonlrces  au  moyen  d'un  calcul  symbolique. 

Pincherle  (S.).  —  [M^Si].  Sur  certaines  surfaces  rationnelles 
que  ToD  rencontre  en  des  questions  d'Analyse.  (354-357). 

A^-aol  une  relation  algébrique 

/(Z,  W)  =  o 

entre  deux  variables  complexes,  élevons  en  chaque  point  Z^  du  plan  (Z)  une 
perpendiculaire,  et  en  prenons  une  portion  égale  au  module  correspondant 
de  W.  On  a  ainsi  une  surface.  Lorsque  la  relation  est 

Z  =  r(W), 

r  étant  une  fonction  rationnelle,  la  surface  est  rationnelle.  Des  cas  particuliers 
de  ces  surfaces  se  présentent  dans  Tétude  des  fonctions  sphériques  et  d'au  1res 
fonctions.  Dans  ces  cas,  la  relation  est  de  la  forme 

Cl  la  plus  simple  d'entre  elles  {m  =  n  =  i)  est  du  huitième  ordre. 

Pour  une  étude  de  ces  surfaces  voir  ci-dessous  Montes ano,  Sur  deux  sur- 
Jaces  homalo'idiqueSf  etc.;  dans  ce  Tome  des  Pendiconti,  p.  889. 

Cesàro  (E.).  —  [T2a].   Sur  le  calcul  de  la  dilatation  et  de  la 
rotation  dans  les  milieux  élastiques.  (4^9"4^^^0' 

Rajna  (if/.).  —  [U].  Sur  la  méthode  graphique  dans   le  calcul 
des  éclipses  solaires.  (61 3-623). 

Jorini  (A,^F,),  —  [TSi^].  Stabilité  des  structures  annulaires. 
(624-647,  i  planche). 

Bclirami  {E,),   —  [T2rt].   Sur  le  milieu  élastique  de  Green. 
(717-726).  Note  IL  (779^78()). 

Si,  dans  les  équations  du  mouvement  libre  d'un  milieu  élusliqiic 

rA,        '^^y       f)\.       ..  Oui 
Ox         f)y         f)z  01- 
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(K  ctani  la  dcnsiic  et  i/,  ç^  (v  les  composantes  du  déplacement),  on  suppose 

()o  0^  (h 

dx  dy  Oz 

les  trois  équations  se  réduisent,  pour  un  milieu  isotrope,  à  une  seule 

dont  elles  sont  les  dérivées  par  rapport  k  x^  y,  z  respectivement,  ayanl  indiqué 
par  Q,  la  vitesse  de  propagation  des  mouvements  longitudinaux.  L*auteur  cherche 
s'il  peut  y  avoir  des  milieux  élastiques,  autres  que  les  isotropes,  pour  lesquels 
riiypothése  (i)  entraîne  la  possibilité  d'une  telle  réduction  des  équations  du 
mouvement,  et  il  trouve  que  le  potentiel  d'élasticité  prend  alors  précisément 
la  forme  donnée  par  Green  pour  le  milieu  élastique  le  plus  général  admettant 
des  ondes  planes  longitudinales.  Il  donne  ensuite  les  conditions  pour  que  ce 
potentiel  soit  positif,  et  la  forme  qu'il  prend  lorsqu'on  Texprimc  par  les  com- 
posantes de  pression. 
Dans  la  Note  II,  il  traite  la  question  suivante  : 

Dans  un  milieu  isotrope  le  système  des  dilatations  principales  et  celui  des 
pressions  principales  sont  également  orientés;  quelle  relation  y  a-t-il  entre  les 
orientations  de  ces  systèmes  dans  le  milieu  élastique  de  Green? 

liajna  (J/.).  —  [U].  Sur  les  éclipses  solaires  visibles  en  Italie 
depuis  1891  jusqu'à  1900.  (-34-7()2). 

P((do\Hi  {E,),  —  [06 A"].  Sur  certaines  classes  de  surfaces  sus- 
ceptibles de  déformations  indnitésimales  spéciales.  (821-829). 

Surfaces  que  Ton  peut  déformer  de  manière  : 

i*»  Que  les  cliemins  des  divers  points  aient  des  projections  égaies  sur  les 
normales  correspondantes; 
3"  Oue  les  chemins  soient  éîralemcnt  inclinés  sur  les  normales. 


Les  surfaces  qui  ont  cette  dernière  propriété  sont  celles  à  courbure  constante 
négative,  et  elles  admettent  00^  de  ces  déformations.  H  y  a  aussi  les  surfaces 
dont  les  courbes  G  —  cunst.  sont  géodcsiquement  parallèles,  qui  sont  appli- 
eables  sur  «les  surfaces  de  rotation  et  pour  lesquelles  on  a  \j2=o;  celles-ci 
admettent  x'  déformations. 

MartinclLi  (  T.).  —  [P3ta,  réf.  K176].  Sur  la  projection  stéréo- 
graphicjiie  et  sur  la  résolution  des  triangles  sphcriques  et  des 
angles  triédrcs.  Note  I  (83o-8:59),  Note  11  (97G-980), 

Montcsano  il).).  —  [M'8^].  Sur  deux  surfaces  liomaloïdiqiies 
c|ui  se  présentent  en  des  questions  analytiques.  (889-90""). 

l'élude  (le^  surfaces  >ijinalées  par  .M.  Pinclierle  (  lo/r  ci-dessus,  p.  334  )• 
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Maggi  (^G.'A.).   —  [lloa].   Observations  à  la   Noie  (c  Sur   la 
ihcorie  de  la  fonclion  potenlielle  de  surface  ».  (960-961). 

Corrections  à  la  Note  insérée  à  la  page  aao. 

yi se/lier i (F.),  —  [Plr/.].  Sur  les  homographies  binaires  cl  leurs 
produits.  (964-97'^)- 

Somîgliana  (C),  —  [H9/i,  rcf.T2rt].  Sur  l'intégration  au  moyen 
de  solutions  simples.  (ioo5-io2o). 

Les  solutions  simples  que  Ton  emploie  ordinairement  pour  composer  les 
intégrales  générales  des  systèmes  d^quations  aux  dérivées  partielles  de  la 
Physique  mathématique  n'ont  pas  reçu  jusqu'ici,  comme  dans  le  cas  d*une 
seule  équation,  une  caractérisation  spécifique  dont  on  puisse  déduire  une 
méthode  générale  pour  la  détermination  des  constantes  arbitraires.  L'auteur 
donne  de  ces  solutions  simples  une  propriété  par  laquelle  elles  peuvent  être 
mieux  définies.  Il  considère  certains  systèmes  aux  dérivées  partielles  du  a*  ordre 
comprenant  comme  cas  particulier  les  équations  de  Télasticité.  Ensuite  il  sup- 
pose que  le  champ  d'intégration  soit  limité  par  une  surface  (ou  espace)  du 
a*  ordre;  les  solutions  singulières  peuvent  alors  se  former  avec  des  fonctions 
rationnelles  entières  des  variables  indépendantes  dont  les  coefficients  sont 
déterminés  par  des  équations  linéaires. 

Lazzeri  (G.).  —  [M*  1  c,  ]\P  1  c].  Théorie  géométrique  des  courbes 
el  surfaces  polaires.  (102 1-1049)* 

En  s'inspirant  d*un  fragment  de  Caporali  sur  les  groupes  de  points  et  de 
droites  {Afemorie  di  E.  Caporali,  p.  258;  Napoli,  1888),  où  se  trouvent 
énoncées  des  propriétés  relatives  à  la  droite  polaire  d'un  point  par  rapport  à 
un  n-latère,  l'auteur  donne  la  notion  de  centre  harmonique  d'un  groupe  de 
points,  et  de  plan  harmonique  d'un  groupe  de  plans,  et  par  cela  il  établit  la 
théorie  des  courbes  et  des  surfaces  polaires  indépendamment  de  toute  propriélc 
métrique. 

Rajna  {M,),  —  [U].  Sur  les  éclipses  solaires  du  6  juin  1891  et 
du  16  avril  1893.  (1059-1066). 

Iiertini{E,).  — [iM*laa].  Représentation  d'une  forme  ternaire 
par  combinatiou  linéaire  de  deux  autres,  (i 095-1 1  i5). 

L'auteur  commence  par  exposer  la  démonstration  de  Voss  du  tlicorcme 
relatif  à  l'absorption  des  intersections  de  deux  courbes  par  un  point  multiple 
commun  quelconque,  niais  tel  que  les  tangcnlcs  de  Tune  y  soient  toutes 
distinctes  de  celles  de  l'autre  (cas  simple).  Puis  il  aborde  le  problème  de  lu 
représentation 
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en  donnant  les  conditions  relatives,  autant  pour  \c  cas  simple  des  formes/,  5 
que  pour  le  cas  général. 

Sayno  {A.),  —  [T26].   Sur  Téquilibi-c  d'élaslîcité  des  solides 
cylindriques  qui  résistenl  à  la  flexion,  (i  i3i-i  142). 

Voir  la  Note  II,  au  Tome  suivant,  page  i47* 

Bajna  (M,).  —  [U].  Observations  faites  à  rObservaloire  royal 
de  Brëra   pendant  l*éclipse  de  Lune  du    i5  novembre    i8gi. 

(1149-1154). 

Beltrami  (E.).  —  [Roaa].  Sur  les  fonctions  complexes.  Noie  II. 

(i  188-1 1()5). 

La  Note  I  est  dans  ces  Bendiconti,  t.  XX  (1887)  ^  '^  P^S^  ^^4  et  a  le  même 
litre.  L'auteur  y  étudiait  une  classe  de  fonctions  complexes,  analogues  sous 
certains  rapports  aux  fonctions  potentielles.  Ici,  il  étudie  un  exemple  particu- 
lier de  ces  fonctions  et  arrive  à  des  résultats  remarquables  relatifs  à  l'équiva- 
lence d'une  distribution  superficielle  de  masse  sur  une  ellipse,  la  densité  variant 
par  ellipses  homothctiqucs  et  concentriques,  avec  une  distribution  linéaire  sur 
le  grand  axe. 

Il  y  a  une  Noie  III  dans  le  Tome  XXVII  (189^1),  page  337. 


Toinc  XXV;  1892. 

Sdyno  {^4.).  —  [ïâf^].  Sur  l'équilibre  d'élasticité  des  solides 
cylindriques  et  prismatiques  qui  résistent  à  la  flexion.  Note  II. 

(i47-i(isi). 

La  Note  I  est  dans  le  Tome  précédent,  page  ii3i. 

Murant  (O.),  —  [T7a].  Vérification  expérimentale  d\in  théo- 
rème d'ElecIrodyiiamique  sur  les  courants  à  oscillations  très 
rapides.  (:>. '(4-253). 

La  division  ou  la  distribution  d'un  courant  variable  en  deux  circuits  plaré^ 
en  dérivation  a  lieu  de  manière  que,  pour  un  même  courant  total,  l'énergie 
éiectrodynamique  soit  minima  à  chaque  instant. 

De  Marchi  {L.).  —  [So].  Sur  la  théorie  des  cyclones.  (3?.o-334). 

Voir  la  Note  II  dans  le  Tome  XXVI,  p.  G24. 

Asclùcri  {F.).  —  [Kijh].  Sur  une  méthode  pour  établir  les  coor- 
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données  homogènes  projectives  dans  le  plan  et  dans  Tespace. 
(381-397). 

Dans  le  plan,  chaque  point  est  envisagé  comme  centre  d^une-  involution 

j?,  a{x' -f-  j?2  (  H-  -+-  P^'  )  -H  ^3  =  o 

sur  une  conique,  pi  étant  le  paramètre  d'un  point  variable  sur  cette  courbe; 
dans  l'espace,  on  emploie  des  involutions  sur  une  cubique  gauche. 

Bardelli  {G.),  —  [R2c].  Sur  l'emploi  des  coordonnées  obliques 
dans  la  théorie  des  moments  d'inertie.  (444~4SS)* 

Pincherle  (S.),  —  [H4rfj.  Sur  une  transformation  dans  les  équa- 
tions différentielles  linéaires.  (633-636). 

Vivanti  (G.)*  —  [R7a].  Sur  certaines  intégrales  premières  des 
équations  du  mouvement  d'un  point.  (689-699). 

Existence  et  forme  d'une  intégrale  quadratique  par  rapport  aux  composantes 
de  I0  vitesse.  Siiit  la  recherche  inverse,  de  laquelle  il  résulte  que,  X,  Y  étant 
donnés,  il  est  toujours  possible  de  prendre  Z  de  manière  que  Ton  ait  une  inté- 
grale quadratique  par  rapport  aux  vitesses. 

Alontesano  {D,),  —  [N*  le,  réf. P4^].  Sur  les  transformations 
univoques  de  l'espace  qui  déterminent  des  complexes  quadra- 
tiques de  droites.  (795-821). 

Un  complexe  peut-il,  en  général,  se  regarder  comme  constitué  par  les  droites 
qui  joignent  tes  points  correspondants  dans  une  transformation  univoquc? 
L'auteur  démontre  que  le  complexe  quadratique  le  plus  général  n'admet  pas  cette 
construction.  Celte  propriété  n'appartient  qu'aux  complexes  quadratiques  ad- 
mettant une  étoile  de  rayons,  ou  des  congruences  linéaires.  Il  construit  les 
transformations,  involutives  ou  non,  qui  donnent  naissance  à  ces  complexes. 

Serzolari  {L.),  — [M'6a].  Sur  certains  liyperboloïdes,  relatifs 
à  la  courbe  gauche  rationnelle  du  4^  ordre.  (950-971). 

1.  Hyperboloïde  déterminé  par  trois  cordes  de  la  courbe;  son  équation  s'ex- 
prime par  les  combinants  élémentaires  WJ  et  QJ  de  la  forme  ivj  (dont  les 

racines  donnent  les  points  de  contact  des  plans  stationnaires)  et  des  formes 
constituant  le  système  complet. 

2.  Hyperboloïde  déterminé  par  trois  tangentes. 

3.  Hyperboloïde  déterminé  par  les  tangentes  aux  points  de  contact  des  plans 
osculateurs  passant  par  un  point  donné  de  la  courbe. 

Padova  {E,),  —  [C2^].  Le  théorème  de  Stokes  en  coordonnées 
générales.  (1021-1024). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  '2*  série,  t.  XWIII.  (Février  1904)  B.2 
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Condilions  sous  lesquelles  l'intégrale 

I  =  j  JF  co^{¥  X)  dft, 

('•tendue  à  une  portion  de  surface  S,  peut  se  transformer  en  une  inlégralc 

I=y£,X,Ar„ 

prise  le  long  du  contour  de  S. 

lierzolari  {L,),  —  [xM*ort].  Sur  la  courbe  du  3*  ordre  à  poiot 

double.  (io35-io36). 

Étude  d'une  involution  remaniuablo  déterminée  par  celte  courbe  et  un  point  Z 
«le  son  plan  (involution  déjà  étudiée  par  Stahl,  Journal  de  Crelle,  Bd.  lOi, 

1888,  p.  39).  La  courbe  csl  représenlée  par 

aj,  b\j  cj  étant  des  formes  binaires. 

Picri  (i^/.).  —  [l^^^î  ï'^f-  N*  {j\  Sur  les  transformations  iïfvolu- 
tivcs  de  Tespace  déterminées  par  un  complexe  hirstien  de 
droites.  (io3^-io6o). 

Le  complexe  est  relui  que  Hirst  a  étudié  dans  son  Mémoire  :  On  ihe  com- 
plexes generated  by  two  corrélative  planes  (  Collecicmea  maihematica  in 
memoriani  Dominici  Chelini.  Milano,  Hoepli,  1881).  M.  Pieri  étudie  ici  les 
involutions  do  rcs|)iicc  donl  les  couples  sont  distribuées  sur  les  ravoiis  d'un 
tel  complexe.  On  en  a  trois  types  (de  l'ordre  10,  i3,  16  respectivement). 

Pascal  (E.).  —  [M'-3r/].  Sur  les  polyèdres  circulaires  (jiie  Ton 
peut  former  avec  les  quarante-cinq  plans  tritan«jenL<i  de  la  sur- 
face du  3*  ordre.  Noie  I.  (  1098-1  ioî>.). 

Pascal  (/f.).  —  [M-^S^/j.  Suc  les  irenle-six  doubles-six  gauches 
formés  avec  les  vingt-sept  droites  de  la  surface  du  3*  ordre. 
Note  IL  (i  io3-i  106). 

Pascal  {E,).  —  [i\P3^].  Configuration  des  deux  cent  seize  quin- 
tuples gauches  de  !>.'  espèce  formées  avec  les  vingt-sept  droites 
de  la  surface  du  3**  ordre,  (i  i3()-i  iSp). 

Les  pol\èdres  circulaires  sont  tels  que  deux  faces  consécuti%-es  ont  en  commun 
une  droite  de  la  surface  et  deux  non  consécutives  ne  l'ont  pas;  ils  sont  femmes 
ou  ouverts  suivaut  que  la  dernière  face  a  on  n'a  pas  une  droite  de  la  surface 
en  commun  a\ec  la  première.  \\  n'y  a  pas  de  trièdres  circulaires  fermés:   '\\  y 
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en  a  une  seule  espèce  d*oaverts.  Il  y  a  uQe  seule  espèce  de  tétraèdres  circu- 
laires fermés.  L'auteur  assigne  successivement  les  espèces  et  le  nombre  des 
polyèdres  jusqu'aux  hexaèdres.  L'ordre  maximum  de  ces  polyèdres  est  13. 

Dans  la  deuxième  Note,  il  étudie  le  groupe  de  substitution^>  que  l'on  obtient 
en  prenant  pour  éléments  les  trente-six  doubles-six  au   lieu  des  vingt-sept 
droites.    Dans   la   troisième,    il   étudie   les   ensembles   de   quintuples   n^ayant 
aucune  droite  en  commnn  deux  à  deux  et  assigne  les  ensembles  principaux, 
c'est-à-dire  qui  ne  sont  pas  renfermés  dans  des  ensembles  d'ordre  supérieur. 
Dans  ces  Notes,  l'auteur  ne  fait  qu'énoncer  les  résultats,  et  ceux-ci   sont  ob- 
tenus par  une  méthode  qu'il  a  établie  dans  son  Mémoire  :  Happresentazione 
geometrica  délie  caratteristiche  di  génère  Z  e  t\  e  loro  gruppi  di  sostituzioni 
{Annali  di  Matematica,  1893).  Cette  méthode  se  réduit  à  considérer  la  figure 
formée  par  huit  points  fixes  joints  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles; on  a  ainsi  vingt-huit  droites;  en  supprimant  une  ces  droites,  on  fait 
correspondre  une  à  une  les  vingt-sept  autres  à  celles  d'une  surface  cubique. 

Platner  (G.).  —  [D6co].  Sur  le  polynôme  bernoullien.  (1179- 
1188). 

Castelnuovo  (G.).  —  [M* 2e].  Les  correspondances  univoques 
eolre  groupes  de  p  points  sur  une  courbe  de  genre  p,  (i  189- 
i2o5). 

L'auteur  rappelle  d'abord  les  théorèmes  fondamentaux  sur  les  séries  linéaires 
de  groupes  sur  une  courbe.  Puis  il  vient  à  l'étude  des  correspondances  et  de 
leurs  produits,  et  il  démontre  géométriquement  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  groupes  de  m  points 
a,,  ...,  a,„,  a',,  ...,  a^  soient  équivalents  {c'est-à-dire  qu'ils  appartiennent 

à  une  même  série  linéaire)  est  que  le  produit   des    m   correspondances 
[a^t  a'i],  ...,  [a^,  a'^]  soit  l'identité. 

Suivent  d'autres  propriétés  des  correspondances,  en  particulier  des  corres- 
p4)ndances  cycliques  et,  enfin,  un  Appendice  où  l'auteur  démontre  que  les 
seules  correspondances  algébriques  univoques  possibles  sont  celles  qu'il  u 
désignées  précédemment.  Cette  dernière  démonstration  est  faite  par  voie  ana- 
lytique, en  se  fondant  sur  les  recherches  de  Hurwitz  [Ueùer  algebraische 
Correspondenzen  {Afathem.  Ann.j  B<1.  \XV^1II)J. 

Bertini  (£*.).  —  [V9].  Gomméinoration  du  Comin.  I^rof.  Félix 
Casorati.  (1026-1 236). 

Avec  la  liste  des  travaux  de  Casorati. 

s.  R. 
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JOURNAL  FUR  DIB  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  gegrîlndet  von  A.-L. 
Crelle,  1826,  unter  MitwirLung  der  Herren  Weierstrass  und  von  Helm- 
holtz  herausgegeben  von  L,  Fuchs.  Berlin,  imprimerie  de  Georg  Reimer,. 
1895. 

Tome  IH,  en  quatre  fascicules,  avec  une  planche. 


Busche  {E,)j  à  Bergedorf.  —  Sur  Taire  du  triangle  et  soa  ana- 
logue au  point  de  vue  dualistique.  (1-24)* 

Essai  sur  les  notions  métriques  que  l'on  peut  définir  sans  présupposer  Tidée 
de  distance  et  de  mesure  d'un  angle.  On  admet  la  correspondance  univoque 
entre  les  points  d'une  droite,  ou  les  rayons  d'un  faisceau  plan,  et  les  nombres 
réels  :  les  coordonnées  d'un  point  et  d'une  droite  sont  définies  au  moyen  de 
deux  faisceaux  et  de  deux  divisions  de  ce  plan  ;  et  Ton  peut  le  faire  de  manière 
qu'une  droite  ou  un  point  ait  une  équation  du  premier  degré.  La  moitié  du 
déterminant  formé  avec  les  coordonnées  de  trois  points  est  par  définition  le 
contenu  ponctuel  du  triangle  qui  a  ces  trois  points  pour  sommets;  et  d'une 
manière  analogue  se  définit  le  contenu  iangentiel  d'un  triangle.  Ces  notions 
suffisent  à  donner  pour  une  courbe  quelconque  un  élément  métrique,  rempla- 
çant la  courbure. 

Le  reste  de  l'article  contient  une  série  de  propositions  sur  les  rapports 
itiiiiarmoniques  formés  avec  les  aires  des  triangles  que  Ton  peut  former  avec 
six  points;  et  plus  spécialement  sur  les  systèmes  de  six  points,  étudiés  déjà 
par  Clebsch  cl  Schroter,  et  connus  sous  le  nom  d'hexagones  de  Clebsch. 

Ilensel  (A.).  —   Sur  les  déterminants  réguliers  et  les  systèmes 
qui  s'en  déduisent.  (25-3o). 

Il  s'agit  de  donner  un  fondement  purement  arithmétique  à  des  théorèmes  de 
Weierstrass  et  Frobcnius  sur  les  formes  bi linéaires.  On  considère  un  détermi- 
nant D  dont  les  éléments  sont  des  nombres  entiers,  ou  des  fonctions  ration- 
nelles entières  d'une  variable,  et  les  mineurs  de  ce  déterminant  ;  un  mineur 
est  dit  régulier,  s'il  est  égal  au  plus  grand  commum  diviseur  de  tous  les 
initieurs  du  riième  ordre.  L'auteur  démontre  que  le  plus  grand  commun  divi 
seur  des  mineurs  d'un  ordre  quelconque  d'un  mineur  régulier  A,  et  celui  des 
mineurs  du  déterminant  D  obtenus  en  bordant  A  avec  un  même  nombre  quel- 
eonque  de  colonnes  prises  dans  D,  sont  égaux  aux  plus  grands  communs  divi- 
seurs de  tous  les  mineurs  de  D  qui  sont  du  même  ordre,  respectivement,  que 
ceux  que  nous  venons  de  définir.  Un  théorème  analogue  a  lieu  relativement 
aux  plus  hautes  puissances  d'un  nombre  premier  donné  contenues  dans  les 
divers  mineurs  de  1). 

Schafheillin  (/^.)î  ^  Charlottenburg.  —  Sur  les  équations  diflTé- 
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rentîeiles  de  Gauss  et  de  Bessel,  et  une  nouvelle  forme  de  Tln- 
légrale  de  la  seconde.  (3i-44)- 

L'équation  différentielle 

(I)     (x-Ar,)(a:-Ar,)^+[(a-+-p-M)x-r(^-.-+-A-2)]^-t-a?jK  =  o 

conduit  à  la  série  hypergéométrique  de  Gauss,  si  A",  7^  k^.  Pour  Ar,  —  Atj,  elle 
donne  Féquation 

dont  Fintégrale  est  liée  à  celle  de  Téquation  de  Bessel  par  les  formules 

J_ 

quand  on  suppose 

6r=±2i,        a= — h  n.         Br= n. 

Les  développements  en  série  des  intégrales  de  (2)  s'obtiennent  facilement. 
L'auteur  en  déduit  diverses  représentations  des  fonctions  de  Bessel,  soit  par 
des  séries,  soit  par  des  intégrales  défînies,  dont  certaines  sont  nouvelles.  Il 
donne  enfin  des  résultats  nouveaux  sur  les  limites  entre  lesquelles  sont  com- 
prises les  racines  des  équations  1^(57)  =  0  et  Yo(a7)=  o. 

JReye  (Th.).  —  Wilhelm  Stahl  (courte  Notice  nécrologique). 
(45-46). 

Valhen  {K.-Th,).  —  Sur  rcxlension  de  la  relation  de  Legendre 
aux  intégrales  hyperellipliques,  due  à  M.  Fuchs.  (47-49)* 

La  formule  donnée  par  M.  Fuchs  {Journal  fiir  Mathematiky  t.  LXXI, 
p.  9i-i36)  est  obtenue  en  généralisant  une  méthode  donnée  par  M.  Jamet 
{JVouvelles  Annales,  1891)  pour  obtenir  la  relation  de  Legendre. 

Kantor  (5.),  à  Venise.  —  Théorie  des  transformations  pério- 
diques uniformes  dans  le  plan.  (Extrait  du  Mémoire  intitulé  : 
Premiers  foudemenls  pour  une  théorie  des  transformations 
périodiques  univoques,  et  couronné  par  TAcadémie  de  Naples 
en  i883-i884).  (5o-io8). 

Soit  T  une  transformation  birationncllc  du  pian  ;  si  une  courbe  G,  d'ordre  n, 
passe  respectivement  ^p  Xj,  ...^y^  fois  par  les  divers  points  fondamentaux 
de  T,  on  dira  que  G  admet  le  complexe  de  singularités  /?,  _>',,  ...^y^.  Le 
point  de  départ  de  l'auteur  est  que  le  complexe  de  singularités  de  la  trans- 
formée de  G  est  lié  au  précédent  par  une  transformation  linéaire  homogène  S^ 


22  SECONDE  PARTIE. 

à  coefficients  entiers.  Cette  transformation  S  laisse  iaTarianies  uoe  forme 
linéaire  et  une  forme  quadratique,  ce  qui  permet  d'appliquer  des  tkcorémes 
connus  d'Hcrmitef  Rosanes,  Frobenius,  etc. 

Si  l'on  a  à  effectuer  successivement  plusieurs  transformations  T,  on  pourra 
supposer  que  C  passe  par  les  points  qui  correspondent  aux  points  fondamen- 
taux de  ces  diverses  transformations,  et  introduire  ainsi  de  nouvelles  variables^', 
(le  manière  à  avoir  à  effectuer  aussi,  successivement,  sur  ces  Tariables,  les 
substitutions  S  correspondant  aux  diverses  transformations  T. 

La  recherche  des  transformations  T  périodiques  dépend  ainsi  de  celle  des 
transformations  linéaires /o/ic/ame/t/a/es  S  qui  sont  elles-mêmes  périodiques; 
la  détermination  de  ces  dernières  forme  la  première  Partie  du  Mémoire.  Il 
nous  est  impossible  d'entrer  dans  le  détail  de  cette  théorie  arithmétique,  qui 
contient  ii8  énoncés  de  théorèmes:  pour  les  démonstrations,  l'auteur  renvoie 
souvent  à  son  Mémoire  couronné.  Des  Tableaux  contiennent  les  résultats  défi- 
nitifs obtenus.  Les  transformations  T  périodiques  se  répartissent  en  classes, 
toutes  celles  qui  sont  semblables  par  des  transformations  birationnelles  appar- 
tenant à  une  même  classe  ;  il  suffit  d'avoir  une  transformation  linéaire  fonda- 
mentale S  pour  chacune  de  ces  classes  :  c'est  un  problème  d'équivalence  que 
l'auteur  traile  en  détail. 

Il  s'agit  ensuite  de  reconnaître  si  aux  transformations  S  obtenues  corres- 
pondent effectivement  des  classes  de  transformations  T  périodiques;  et,  dans 
ce  cas,  de  donner  des  méthodes  pour  construire  une  transformation  T  type, 
pour  chacune  de  ces  classes.  Cette  nouvelle  étude  fait  l'objet  de  la  seconde 
Partie  du  Mémoire;  la  correspondance  univoque  sur  une  courbe  elliptique  y 
joue  un  rôle  important  ;  de  nouveaux  Tableaux  résument  les  résultats  obtenus 
par  l'auteur. 

llensel  (A".).  —  Sur  les  diviseurs  élémentaires  des  systèmes  com- 
posés. (109-1  i5). 

Démonstration  arithmétique  du  théorème  suivant  de  Frobenius  : 

Pour  qu*un  système  B  de  n}  éléments  entiers  soit  un  multiple  d'un  autre 
système  A  de  la  même  nature  {c'est-à-dire  de  la  forme  PAQ,  P  ef  Q  étant 
encore  deux  systèmes  de  même  nature),  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  di- 
viseur élémentaire  {au  sens  de  Weierstrass)  de  B  soit  un  multiple  du  divi- 
seur élémentaire  correspondant  de  A. 

Stâckel  (Pc7ftl),  à   Halle-a.-S.  —   Sur  les   Iransformalions   des 
équations  aux  dérivées  partielles,  (i  16-142). 

Considérant  les  équations  linéaires  et  homogènes  aux  dérivées  partielles,  qui 
dépendent  d'une  seule  fonction  inconnue  x^^  et  d'un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes  x^y  ...,^^,  Tauteur  cherche  les  transformations 

^.•  =  /.(^oi^.>  •••»;,)         (I  -  o,  i,a /•), 

qui  changent  chacune  de  ces  équations  en  une  équation  de  même  forme, 
^0  étant  la  nouvelle  fonction  inconnue  et  Ç,,  ....  l^  les  nouvelles  variables 
indépendantes.  Le  principe  de  cette  recherche  est  dans  l'étude  des  relations 
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liaBt  les  dérÎTées  partielles  de  x^  aux  dérivées  partielles  de  ^4.  Le  résultat  est 
le  soivant: 

Si  les  équations  considérées  sont  du  premier  ordre,  les  transformations 
cherchées  ont  pour  forme  générale 

où  \  est  une  constante  arbitraire  ;  si  les  équations  considérées  sont  d* ordre 
égal  ou  supérieur  à  2,  on  a  la  même  forme,  mais  où  X  ne  peut  avoir  que  la 
valeur  un. 

Schlesinger  {Ludwig),  —  Remarques  sur  la  théorie  de  l'équa- 
lîon  fondamentale.  (i43-i58). 

L*auteur  retrouve,  par  une  méthode  nouvelle,  des  résultats  dus  à  Fuchs, 
Hamburger,  Casorati.  Son  point  de  départ  est  le  suivant  :  soit  v  une  intégrale 
quelconque  d'une  équation  difTérentielle  linéaire  homogène;  ôy,  ô^i;,  ...,  ce 
quelle  devient  quand  la  variable  indépendante  décrit  une  fois,  deux  fois,  etc., 
un  contour  fermé  U,  par  lequel  les  coefficients  de  Téquation  reprennent  leurs 
valeurs  initiales  ;  il  existe  une  relation  identique,  à  coefficients  constants, 

(i)  c„8»vH-c^,9*-*«;-»-...-HC,v  =  0 

qui  est  la  même,  quelle  que  soit  l'intégrale  v\  et  l'équation 

(2)  C„  w"  4- c^ja)"-* -+-... -t-c,=  0, 

est  précisément  Téquatiou  fondamentale  (au  sens  de  Fuchs)  relative  au  con- 
tour U.  Pour  qu'il  y  ait  des  intégrales  v  satisfaisant  à  une  autre  relation 
à  coefficients  constants 

(3)  g,^^^^-^gx^'^-'^^-^  "  +  go^,^o, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 

(4)  go^'^-^gx^^"'-^"'-^  go=  ^ 

ait  au  moins  une  racine  commune  avec  (a);  et  il  y  a  autant  d'iniégrales 
distinctes  v  satisfaisant  à  (  3  )  qu'il  y  a  de  racines  communes  à  (  a  )  et  (  4  )•  De  là 
se  déduisent  les  théorèmes  sur  les  équations  fondamentales  de  deux  équations 
linéaires  qui  ont  des  intégrales  communes. 

Le  cas  où  (2)  admet  toutes  les  racines  de  (4)  est  particulièrement  intéressant. 
Lorsque  (4)  est  de  la  forme  (w  —  Wj)i*=  o,  w^  étant  racine  d'ordre  X  de  (2), 
on  obtient  la  décomposition  en  sous-groupes  des  ialégralcs  relatives  à  cette 
racine  u,,  en  prenant  pour  {x  successivement  les  valeurs  1,  i,  ...,  X. 

Schlesinger  {Ludwig),  —  Sur  les  sous-gi^oupes  de  Hamburger, 
dans  lesquels  se  décompose  le  système  rondamenlal  canonique 
relatif  à  un  point  singulier  d^une  équation  difTérentielle  linéaire 
homogène.  (159-169). 
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La  question  de  la  décom position  du  système  d^intégrales  de  Fachs  relatif 
à  un  point  singulier,  en  sous-groupes  de  Hamburger,  revient,  d'après  HelTier 
{Thèse,  Leipzig,  1888),  lorsque  toutes  les  intégrales  restent  déterminées  pour 
ce  point  singulier,  à  la  suivante:  reconnaître  si  à  une  racine  donnée  p  de  Téqiia- 
tion  fondamentale  déterminante,  relative  à  ce  point  singulier,  correspond  une 

intégrale  développable  en  une  série  de  la  forme  \  g'^(p)j:?-*-*. 'L'auteur  donne 

v  =  0 

les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  sous  forme 
entièrement  explicite,  en  se  servant  d'un  cas  particulier  d'un  théorème  de  Fro- 
béni  us,  qu'il  démontre  d'abord  directement. 

Kôtter  (Ernst),  —  Note  sur  les   courbes  planes  du    troisième 
ordre.  (170-180). 

Par  des  considérations  géométriques  simples  l'auteur  établit  le  résultat 
suivant  : 

A  chaque  point  réel  d'une  courbe  du  troisième  ordre  on  peut  faire  corres- 
pondre une  valeur  d'un  paramètre,  comprise  entre  o  et  i,  de  telle  manière 
qu'à  trois  points  en  ligne  droite  correspondent  des  valeurs  de  ce  paramètre 
dont  la  somme  soit  \  ou  1.  Sur  chacun  des  traits  de  la  courbe,  le  para- 
mètre varie  de  o  à  i,  quand  on  décrit  ce  trait  complètement.  Ce  théorème 
n'est  vrai,  pour  une  courbe  unicursalCy  que  si  elle  a  un  point  double  isolé. 

On  peut,  grâce  «^  ce  théorème,  développer  la  géométrie  des  cubiques  planes, 
sans  se  servir  de  fonctions  elliptiques.  L'auteur  en  donne  divers  exemples. 

Wallenbcrg  [Georg).  —  Ueclierchc  des  intégrales  d'une  équa- 
tion difrérenlielle  linéaire  homogène,  qui  sont  liées  par  la  seule 
relation  homogène 

(181-186). 

L'équation  considérée  étant  supposée  de  la  classe  des  équations  de  Kuchs,  et 
les  racines  de  leurs  équations  fondamentales  déterminantes  étant  supposées 
rationnelles,  l'auteur  démontre  que  les  intégrales  ;>',..•  .V,^i  ont  la  forme 
générale 

y,^^'K{^),        y.^y^^X^)  e/*''-'')'''        {k  =  2,  3, ...,/? -r- 1  ;  J^  A^Ca:)  =oV 

où  \i{x)  est  une  fonction  rationnelle,  et  les  ^^^{x)  des  fonctions  algébriques. 
Pour  p  =  2,  on  a  la  solution  plus  générale,  bien  connue, 

où   ^p    ;^   constituent   un    système    fondamental   d'intégrales   d'une    équation 
linéaire  honiogcne  du  second  ordre. 
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Frobenius  (G,).  —  Sur  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques. 
(187-230). 

Le  Mémoire  a  poar  objet  la  détermination  de  la  difTcrcnce  s  entre  le  nombre 
des  carrés  positifs  et  des  carrés  négatifs  indépendants  d'une  forme  quadra- 
tique à  coefficients  réels,  nombre  auquel  Tauteur  donne  le  nom  de  signatur. 
Soit 

la  forme  quadratique  considérée  ;  la  détermination  de  s  est  liée  aux  signes  des 
déterminants  (mineurs  principaux  du  discriminant  de  9) 

A^=i,         A|  =  â|p         A2  =  â|iA2       ^12»         •••»         '^^^^  /  ^"^^ii  •  •  •  ^00»         •••• 

Si  Ton  peut  choisir  Tordre  donné  aux  variables  de  manière  qu^aucun  de  ces 
déterminants  ne  soit  nul  (p  étant  au  plus  égal  au  nombre  r  des  carrés  indé- 
pendants» ou  rang  de  la  forme  9),  5  s'obtient  en  faisant  la  dill'érence  entre  le 
nombre  des  permanences  et  des  variations  de  la  suite  Ag,  A,,  A,,  ...,  A^. 
Gundel/inger  A  donné,  pour  le  cas  contraire,  la  règle  suivante  : 

On  peut  ordonner  les  variables  de  manière  que  deux  des  X.  consécutifs 
ne  soient  jamais  nuls  à  la  fois;  cela  fait,  on  a  la  formule 

r 

où  sgn  (  a  )  désigne,  suivant  la  notation  de  Kronecker,  + 1 ,  —  1  ou  o,  selon 
que  a  est  positif,  négatif,  ou  nul. 

L'auteur  commence  par  dcmonlrer  celte  règle,  en  s'appuyanl  sur  un  théorème 
de  la  théorie  des  déterminants,  dû  à  Sylvesler,  et  dont  il  donne  d'abord  une 
démonstration  nouvelle. 

Les  signes  des  A  permettent  encore  de  déterminer  s,  mais  non  plus  par  la 
règle  de  Gundelfinger,  quand  deux  A  consécutifs  peuvent  s'annuler.  S'il  y  en 
a  plus  de  trois  consécutifs  qui  s'annulent,  il  est  en  général  impossible  de 
déduire  s  des  signes  des  A  :  mais  il  y  a  dos  formes  9  particulières  pour  lesquelles 
cette  impossibilité  n'existe  pas,  quel  que  soit  le  nombre  des  A  consécutifs 
s^évanôuissant.  Telles  sont  d'abord  les  formes  dans  lesquelles  tous  les  coefli- 
cients  a^.,  pour  lesquels  a  -4-  ^  a  une  même  valeur,  sont  égaux,  et  (|ue  l'auteur 
appelle  formes  récurrentes  ;  telles  sont  aussi  celles  qui  se  présentent  dans  la 
méthode  d'élimination  de  Uézout.  C'est  ce  que  l'auteur  montre  dans  les  derniers 
paragraphes  de  son  Mémoire,  où  il  établit,  comme  application,  en  se  servant 
uniquement  d'identités  fournies  par  la  théorie  des  déterminants,  les  théorèmes 
sur  les  fonctions  de  Sturm,  que  Krouecker  a  trouvés  en  comparant  l'algo- 
rithme donné  par  Sturm  avec  les  résultats  fournis  par  la  théorie  des  formes 
quadratiques. 

Fuchs  (^.).   —   Remarque   sur  une  Noie  de  M.  Paul  Vernicr. 

(23l-232). 
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La  Note  de  M.  Paul  Vernier  {Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France, 
t.  X\II,  p.  i33)  est  consacrée  à  un  théorème  de  M.  Fuchs;M.  Vcmier  a 
reproduit  la  démonstration  de  M.  Fuchs,  sans  indiquer  la  source;  M.  Fochs  se 
demande  quel  peut  être,  dans  ces  conditions,  le  but  de  la  Note  de  M.  Vernîer. 

Meyer  (^/.),  à  Zurich.  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires 
indéfinies.  (Continuation  du  Mémoire  commencé  t.  GXIII  du 
même  journal,  p.  i86  à  206).  (233-354). 

Dans  ce  Paragraphe  3  de  son  Mémoire,  Fauteur  traite  de  réquivalence  des 
formes,  dont  les  invariants  Û6,  A6  n'ont  pas  de  diviseur  cubique  et  ont  un 
plus  grand  commun  diviseur  6  premier  avec  âA.  Mettant  en  évidence  le  plus 
grand  carré  contenu  dans  0,  on  pose  0  =  0|05.  Les  formes  considérées  pro- 
viennent de  formes  /  aux  invariants  Û8J,  A6p  premiers  entre  eux,  par  des 
subsLilulions  de  déterminant  6,63.  Il  s'agit  d'étudier  les  conditions  d^équiva- 
lence  de  deux  formes  /,,  /,  provenant  ainsi  d'une  même  forme  f.  L'auteur 
montre  d'abord  comment  on  exprimera  qu'elles  sont  du  même  genre,  ce  qui 
sera  supposé  dans  la  suite;  la  condition  d'équivalence  est  alors  qu'il  existe  une 
transformation  de  /en  elle-même,  dont  les  coefficients  satisfassent  à  certaines 
congruenccs.  L'auteur  transforme  cette  condition  et  arrive  à  un  énoncé  où 
n'interviennent  plus  que  certains  symboles  de  Legendre.  Il  donne  ensuite  une 
formule  pour  le  nombre  des  classes  de  formes,  de  l'espêee  considérée,  faisant 
partie  d'un  même  genre  :  ce  nombre  est  une  puissance  de  a. 

Mangoldt  {H.  von)^  à  Aix-la-Chapelle.  —  Sur  le  Mëmoire  de 
Riemann  :  Sur  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  un 
nombre  donné.  (255-3o5). 

En  utilisant  les  résuliats  donnés  par  Iladamard  sur  la  fonction  ç(/) 
[ou  ^{s)\  de  Hicmunn,  TuuLeur  discute  les  limites  indi<|uées  par  Kiemaun 
pour  le  nombre  des  zéros  de  cette  fonction  dont  les  parties  réelles  sont  com- 
prises entre  /.éro  et  un  nombre  positif  donné  h.  Les  résultats  qu'il  obtient  sout 
les  suivants  : 

Tant  que  /i~i2,  ce  nombre  est  zéro.  Pour  les  valeurs  de  h  supérieures ^  la 
différence  entre  ce  nombre  et  la  valeur  approchée 

l±,Ji^ A_ 

donnée  par  Jiiemann,  est  inférieure  en  valeur  absolue  à 

0,34  (//0'-+- 1,35 //i-t--.^ 58. 

L'équation  ;(/)r=o  a  du  reste  au  moins  une  racine,  dont  la  partie  réelle 
est  comprise  entre  o  c<  53;  relativement  à  h  =  52,  on  ne  peut  rien  affirmer. 

Dans  une  >cconcio  Partie  de  son  travail,  Tauteur  démontre  la  convergence 
d'une  classe  de  séries,  qui  servent  à  la  représentation  analytique  de  fonctions 
intéressant   la    théorie    des    nombres,    et   auxquelles  conduit    la     méthode    de 
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Riemann.  Il  montre  en  particulier  que  la  série 


il 


est  cooTergente,  quand  on  range  les  termes  dans  Tordre  indiqué  par  Riemann, 
et  a  bien  la  somme  indiquée  aussi  par  Riemann. 

Les  résultats  énoncés  par  Riemann  se  trouvent  ainsi  confirmés  dans  tous 
Icars  points  essentiels  :  seule  la  question  de  la  réalité  des  racines  de  la  fonc- 
tion \{i),  que  Riemann  tient  poiir  très  vraisemblable,  reste  sans  réponse. 

Mittag-Lefflev,  —  Sur  les  invariants  des  équations  différentielles 
linéaires.  (Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mittag-Leffler  au  rédac- 
teur). (3o6-3o8). 

L*aatear  explique  comment  un  théorème  donne  par  lui  {Acta  mathematica, 
t.  XV)  sur  la  représentation  analytique  des  invariants  d'une  équation  linéaire 
n*cst  pas  en  contradiction  avec  des  résultats  de  Gtinther  {Journal  fur  Mathe- 
matik,  t.  CVII,  p.  3i4))  contrairement  à  ce  qu'avait  cru  celui-ci.  Il  ajoute 
quelques  remarques  générales  sur  diverses  représentations  analytiques,  données 
l^ar  Poincaré,  Hamburger,  etc.,  pour  ces  mêmes  invariants. 

Schlesinger  (Ludwig).  —  Remarque  sur  la  Note  publiée  p.  log 
à  169  du  même  Volume.  (Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  L. 
Heffter,  à  Giessen).  (Sog-Sii). 

L'aateur  montre  comment  la  méthode  suivie  par  M.  Hciïter  dans  son  Mémoire 
du  Journal  fur  Maihematiky  t.  GX.I,  p.  Sg  et  71,  peut  servir  à  résoudre  la 
question  que  lui-même  a  traitée  dans  la  Note  en  question.  Suivent  des  errata 
pour  cette  même  Note. 

Czuber  {E,),k  Vienne.  —  Les  polygones  de  Steiner.  (3i2-33îi). 

L'auteur  rappelle  les  principes  d'une  méthode  de  calcul  symbolique,  em- 
pruntée à  un  Mémoire  posthume  de  Emil  Weyr,  et  qui  permet  de  développer 
simplement  les  propriétés  projeclives  des  courbes  de  genre  un,  sans  se  servir 
des  fonctions  elliptiques.  Il  montre  comment  cette  méthode  permet  de  résoudre 
les  divers  problèmes  de  fermeture,  concernant  les  polygones  de  Steiner. 

Gutzmer  {A.).  —  Sur  l'expression  analytique  du  principe  de 
Hujgens.  (333-337). 

Il  s'agit  du  théorème  fondamental,  sur  lequel  KirchholT  a  fondé  sa  théorie 
analytique  de  TOptique.  L'auteur  montre  qu'on  peut  y  arriver  très  facilement, 
en  transformant  la  formule  générale  de  Green 
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par  le  changement  de  fonclion 

et  tenant  compte  des  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonctioo  9. 

Landsberg  (Georg),  à  Heidelberg.  —  Sur  la  théorie  des  cour- 
bures des  figures  à  une  dimension,  contenues  dans  les  multi- 
plicités d'ordre  supérieur.  (338-344)- 

L^auteur  déHnit,  pour  une  multiplicité 

^.=  ?.(0        («  =  !,:»,.     , /») 

de  l'espace  à  n  dimensions,  n  —  r  rayons  de  courbure  et  montre  qu'on  peut 
alors  établir  des  formules  qui  sont  la  généralisation  des  formules  de  Frenet, 
relatives  aux  courbes  gauches. 

Netlo  {Eugen)^  à  Giessen.  —  Généralisation  du  théorème  de 
Laplace  sur  le  développement   d'un   déterminant.  (345-352). 

Supposons  écrite  Tune  quelconque  des  identités  que  donne  le  théorème  de 
Laplace  pour  le  développement  d'un  déterminant  A,  en  y  désignant  les  mioears 
de  A  au  moyen  de  la  lettre  A  affectée  des  indices  qui  correspondent  aux 
numéros  des  lignes  et  des  colonnes  qu'il  faut  supprimer  dans  A  pour  en 
déduire  ces   mineurs.  La  formule  obtenue  reste   vraie  pour  un   déterminant 

d'ordre  n  -h  m,  à  condition  de  multiplier  le  premier  membre  A  par  Af~*  , 

{x  étant  le  nombre  des  facteurs  qui   figurent   dans  chaque  terme  du  second 
membre. 

Tel  est  le  ibcorème  obtenu  par  Tauteur;  il  montre  comment  la  méthode 
qui  l'y  a  conduit  redonne  une  série  d'autres  identités  sur  les  déterminants, 
dues  à  Sylvcster,  et  qui  peuvent  aussi  se  généraliser  en  partie. 

Hcrmann  von  Helmhoitz.  (353). 

La  rédaction  annonce  la  grande  perte  causée  au  monde  scientifique  par  la 
mort  de  Heruiann  von  Helmhoitz,  et  rappelle  tout  ce  qu'il  a  fait  pour  la  pros- 
périté du  Journal  f  tir  Matheniatik . 


Tome  115;  1895. 

Heffter  (Lofhar),    à    Giessen.    —    Sur    certaines    surfaces     du 
(jiiatrième    ordre   (surfaces   isogonales)   (avec    une    planche). 

(1-22). 
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L*auteur  étudie,  syolhétiquemenl  et  analytiquement,  les  surfaces  suivantes: 

!•  La  surface  isogonale  des  deux  points  PjPj,  c'est-à-dire  le  lieu  des 
points  M  tels  que  Tangle  des  droites  MPp  MPj  soit  constant,  surface  bien 
connue  ; 

2*  Im,  surface  isogonale  d'un  point  P  et  d'une  droite  g,  c'est-à-dire  le  lieu 
des  points  M  tels  que  l'angle  de  la  droite  MP  et  du  plan  (^M)  soit  constant: 
c'est  une  surface  du  quatrième  ordre,  dont  Tautcur  étudie  les  singularités  et 
les  diverses  formes  ; 

S»  La  surface  isogonale  de  deux  droites  gig^i  c'est-à-dire  le  lieu  des 
points  M  tels  que  l'angle  des  plans  (^, M)  et  {g^M)  soit  constant;  c'est  une 
surface  réglée  du  quatrième  ordre  ;  l'auteur  l'étudié  aux  mêmes  points  de  vue  ; 

4*  Le  cône  isogonal  auquel  se  réduit  la  précédente  surface  lorsque  les 
droites  g^^  g^  se  rencontrent. 

Enfin  M.  Heffter  se  sert  de  la  considération  de  ce  cùne  isogonal  pour 
résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  un  faisceau  plan  de  rayons  et  un  faisceau  de  plans, 
rapportés  projectivement  l'un  à  l'autre,  les  placer  de  manière  que  le 
faisceau  de  droites  provienne,  par  perspective,  du  faisceau  de  plans. 

Kônigsberger  (Léo),  à  Heidelberg.  —  Généralisation  d'un  théo- 
rème sur  les  intégrales  algébriques  des  équations  difTcrentielles. 

( 23-32). 

Il  s'agit  de  poursuivre  la  généralisation  du  théorème  d'algèbre  qui  dit  que, 
lorsqu'une  équation  algébrique  admet  une  solution  d'une  équation  algébrique 
irréductiblCi  elle  les  admet  toutes.  Ce  théorème  subsiste,  comme  l'on  sait,  en 
modifiant  légèrement  l'énoncé,  lorsqu'on  remplace  les  équations  algébriques 
par  des  équations  diflférentielles  algébriques  en  x  et  y.  En  considérant  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  l'auteur  obtient  divers  théorèmes  analogues 
contenus  dans  l'énoncé  général  suivant: 

.Si  une  équation  aux  dérivées  partielles  algébrique 

/.x   f^y-f(^  ^        ^  ^y     ^'y         ^'"~'y     ^'"y  ^''y\ 

^ ' ^     âï?  ~  -^ \   '     ''  "  * ^ ^'  ^ '  ^^a ^^3 *  "  *  '  àxl'-' '  OxT-^Ox, ''"'dF-y 

qui  est  d'ordre  m  par  rapport  à  x^,  et  dans  laquelle  f  est  une  fonction 
algébrique  irréductible  des  arguments  mis  en  évidence,  a  une  intégrale 
commune  avec  une  équation  aux  dérivées  partielles  algébrique 

,,,    ^^V_p./       ^  ^     ày       â'y  ô^-\y        ô'^r  ô-y       \ 

qui  est  d'ordre  \i.par  rapport  à  x^\  et  si  cette  intégrale  commune  ne  satis- 
fait pas  déjà  à  une  équation  différentielle  algébrique,  qui  soit  d'ordre  \l  —  i 
au  plus  par  rapport  à  x^,  et  d'ordre  m  — 1  au  plus  par  rapport  à  x,; 
l'équation  que  l'on  déduit  de  {i)  en  la  différentiant  jx  fois  par  rapport  à  Xy, 
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et  en  remplaçant  dans  le  résultat  — ^  par  la  valeur  (a),  est  vérifiée  par 
toutes  les  intégrales  de  Inéquation  (i). 

Thomé  (L.-fF.),  à  Greifswald.  —  Sur  les  équalions  difTéreoti elles 
linéaires  à  coefficients  algébriques.  (33-52  el  i  i9-i49)- 

Les  équations  considérées  sonl,  tantôt  homogènes,  tantôt  non.  Dans  la 
partie  homogène  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  trois 
fonctions  algébriques  u,  i^,  tv  de  j?  ;  quand  il  s*agit  d^équatioDS  uon  homo- 
gènes, le  second  membre  satisfait  aux  hypothèses  déjà  introduites  dftns  le 
Mémoire  de  l'auteur,  publié  au  Tome  CVII  du  même  journal. 

L'étude  des  points  singuliers  de  l'équation  non  homogcue  est  faite  d'abord  : 
il  faut  cuusidércr  spécialement  les  points  de  ramification  de  u,  «y.  w.  Dans  le 
cas  le  plus  général,  \  branches  de  i<,  jx  branches  de  t^,  v  branches  de  cv  se 
réunissent  en  un  Ici  point  a,  et  peuvent  s'associer  en  Xpiv  combinaisoDS.  Ces 
combinaisons  se  répartissent  en  complexes  de  R  combinaisons,  R  étant  le  plus 

petit  commun  multiple  de  ^,  p.,  v;  par  le  changement  de  variable  Ç  =(^  —  a)^. 
on  obtient  une  équation  nouvelle,  à  laquelle  s'applique  la  théorie  générale  de 
Fuchs.  On  a  ainsi  la  représentation  analytique  d'un  système  fondamental 
d'intégrales.  Les  relations  entre  les  divers  systèmes  fondamentaux  que  Too 
peut  obtenir  ainsi,  en  un  même  point  a,  sont  ensuite  étudiées.  L'autenr 
examine  aussi  les  procédés  de  prolongement  analytique  permettant  de  passer 
(lu  domaine  d'un  point  à  celui  d'un  autre. 

La  même  étude  est  complétée  ensuite  par  celle  des  singularités  spéciales  aux 
équations  non  homogènes. 

Une  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  aux  expressions  difTérentielles 
linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  algébriques,  qui  sont  régulières,  au  sens 
classique  du  mol,  pour  chaque  combinaison  de  branches  adoptée  pour  les 
fonctions  m,  i^,  iv.  1/auleur  donne  le  type  général  de  pareilles  expressions  ;  il 
reprend  ensuite,  par  des  méthodes  appropriées,  l'étude  fuite  dans  le  cas 
général  (dans  la  première  Partie  du  Mémoire),  pour  les  équations  linéaires 
dont  le  premier  membre  est  une  expression  linéaire  régulière. 

Enfin,  dans  une  troisième  et  dernière  Partie  de  son  travail,  M.  Thomé  apprend 
à  former  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  à  laquelle  satisfont  les 
intégrales  linéairement  indépendantes  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  algé- 
briques donnée,  et  montre  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  étudier  les 
intégrales  de  l'équation  proposée. 

Kiinigsberger  (Leo)^  à  Heidelberg.  —  Sur  le  théorème  d'Eîsens- 
loin  concernant   rirrcductibilitc  de  certaines  équations  algé- 

])riqiies.  (53--8). 

.s*  dans  une  équation  algébrique  à  coefficients  entiers 

a^x"-^  aiX"*-^  -\-  a^x**-"^ -^ . .  .-i-  a^_^x  -+-a^=  o, 

tous  les  coefficients,  sauf  le  premier  et  le  dernier,  sont  divisibles  par  un 
nombre  premier  p,  et  si  le  dernier  n'est  pas  divisible  par  />',  l'équation 
est  irréductible. 
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Tel  est  le  ibéorème  d'Eisenstein.  L'auleiir  le  généralise  et  obtient  le  suivant, 
en  suiTaot  pas  à  pas  la  démonstration  d'Eisenstcin  : 

Toute  équation  algébrique,  de  la  forme 

F,(j:)^«-h(j:  — a)F,(a?)>"»-«H-...-+-(a7-  a)  l\  .,(^)r -t-(x  — a)  F„(a7)  =  o, 

où  F,(a)  et  F,  (a)  ne  sont  pas  nuls  y  est  irréductible. 

En  cherchant  à  fonder  ce  théorème  sur  la  nature  analytique  de  la  fonction 
algébrique  définie  par  cette  équation,  M.  Konigsbergcr  est  conduit  à  le 
généraliser  encore,  en  supposant  que  les  coefficients  de  l'équation  en  y  sont 
divisibles  par  certaines  puissances  de  deux  binômes  {x  —  a),  {x — ^).  Il 
repasse  ensuite  au  cas  de  l'équation  à  une  indéterminée  Xj  et  obtient  un 
énoncé  relatif  au  cas  où  a^,...,a^_^ya^  sont  divisibles  par  certaines  puissances 
de  deux  nombres  premiers  p  et  q.  Ces  derniers  énoncés  sont  un  peu  trop  com- 
pliqués pour  être  transcrits  ici. 

Gutzmer  (^.). —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires  homogènes  (79-84)- 

Faire  Vilération  d'une  équation  linéaire  du  premier  ordre 

c'est,  d'après  l'auteur,  y  remplacer  l'indéterminée  y  par  le  premier  membre 
de  cette  équation  ;  les  itérations  successives  se  définissent  d'elles-mêmes. 
L^éqaation  ainsi  obtenue  par  n  itérations  successives  est  vérifiée  par  les  puis- 
sances n'*"**  des  intégrales  de  l'équation  du  second  ordre  obtenue  par  une 
leule  itération  de  Téquation 

IVendt  {E'),  à  Berlin.  —  Démonstration  élémentaire  de  ce  théo- 
rème que,  dans  toute  progression  arithmétique  illimitée 
nry-f-i^  figurent  une  infinité  de  nombres  premiers.  (85-88). 

Cette  démonstration  repose  sur  la  considération  des  racines  primitives  de 
l'équation  binôme  a?"*  — i  —  o  et  sur  le  théorème  de  Fermât. 

Bohlmann  (G.),  à  Gottingen.  —  Sur  l'intégration  des  systèmes 
d^équations  différentielles  du  premier  ordre  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  indéterminées  et  indépendantes  de  la 
variable  indépendante.  (89-110). 

L'auteur  traite  le  môme  problème  qu'il  a  déjà  traité  (  même  journal,  t.  CXIII, 
p.  207-201)  pour  une  seule  équation  du  premier  ordre.  Dans  les  systèmes  con- 
sidérés figurent  des  fonctions  indéterminées  Z,,  ...,  Z,  et  l'intégrale  générale 
doit  avoir  une  forme  qui  reste  la  môme  quelles  que  soient  ces  fonctions  indé- 
terminées: dans  cette  forme  de  l'intégrale  générale  figureront  seulement 
d'autres  fonctions  indéterminées  m,,  ...,  u,  dont  les  valeurs  dépendront  de 
celles  de  Z|,  . . . ,  Z^. 
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La  recherche  de  ces  systèmes  est  identique  à  celle  des  systèmes  qai  possèdent 
des  systèmes  fondamentaux  d* intégrales,  systèmes  qui  se  rattachent  à  la 
théorie  des  groupes  de  transformations  et  ont  été  déterminés  et  étudiés  par 
Lie  {Leipziger  Berichte,  1893). 

Guldberg  (Al/.)^  à  Cliristlania.  —  Sur  la  théorie  des  équations 
difFérentielIcs    qui    possèdent    des    solutions    fondamentales. 

(111-118). 

A.utre  solution  du  môme  problème.  I/auteur,  comme  le  précédent,  se  borne 
aux  systèmes  qui  proviennent  de  groupes  de  transformations  transitifs;  et 
traite  en  détail  le  cas  de  deux  équations  à  deux  fonctions  inconnues. 

Meyer  {A,),  à  Zurich.  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires 
indéfinies.  (Continuation  du  Mémoire  commencé  dans  le  même 
journal,  l.  CXIV,  p.  233-254).  (i5o-i82). 

L'auteur  traite  d'abord  le  problème  général  suivant  : 

Représenter  une  forme  linéaire  quadratique  9,  de  déterminant  Û  M,  par 
une  forme  ternaire  quadratique  f,  ayant  pour  invariants  Q  et  A  ;  9  étant 
supposée  primitive  et  M  premier  à  1;  et  en  écartant  les  représentations 
impropres. 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  à  la  représentation  des  nombres  par  des 
formes  ternaires  quadratiques;  c'est  principalement  de  la  possibilité  d'une  telle 
représentation  qu'il  s'agit.  Les  conditions  qu'elle  suppose  s'expriment  au  moyen 
des  caractères  délinis  dans  lu  première  partie  du  Mémoire. 

Sujet  du  prix  proposé  par  la  Société  princière  Jablonowski  pour 
l'année  1898.  (i83-i84). 

Ce  sujet  se  rapporte  à  un  Mémoire  de  Grccn  sur  la  généralisation  de  la  if*i 
d'attraction  de  Newton. 

Knoblauch  (./.)•  —  ^^^*'  '^  transformation  simultanée  des  formes 
dillereiilielles  quadratiques.  (i85-'>iOo). 

Ce  travail  se  rapporte  ù  la  théorie  des  surfaces.  Le  but  de  Fauteur  est  de 
permettre  d'arriver  aux  divers  résultats  qui  sont  invariants  par  rapport  aux 
changements  de  coordonnées  curvilignes  en  n'introduisant  dans  les  calculs  que 
des  expressions  possédant  le  même  caractère  d'invariance.  Dans  la  théorie  de 
la  déformation,  où  Ton  part  du  carré  de  Télément  linéaire  seulement,  un  seul 
covariant  suffit,  qui  a  été  introduit  par  G.  Uicci,  et  aussi  par  l'auteur,  dans  un 
travail  précédent  (niénic  journal,  t.  CXI,  p.  282).  Ici  l'auteur  considère  en 
même  temps  une  seconde  forme  diiréreniiclle  quadratique,  le  produit  de  la 
courbure  normale  par  le  carré  de  l'élément  linéaire. 

Plus  généralement  Fauteur  suppose  deux  formes  quadratiques  diiïerenticllcs 
à  n  variables,  et  montre  qu'il  y  a  n  paramètres  dilTérenticIs  du  premier  ordre, 
de  Sorte  ({ue  toutes  les  diiïérentiations   peuvent  se  remplacer  par  des  opéra- 
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lions  covariantes  ;  ce  qui  constitue  une  difTérence  essentielle  avec  le  cas  d'une 
seule  forme,  où  Ton  ne  trouve  qu'un  seul  parannétre  différentiel. 

Hermite  (Ch,).  —  Sur  la  fonclion  logr(a).  Extrait  d'une  lettre 
de  M.  Ch.  Hermite  à  M.  K.  Hensel.  (201-208). 

Dans  un  article  des  Mathematisctie  Annalen  (vol.  XLI,  p.  58i)  l'auteur  a 
donné  un  développement  en  série  de  log[r(a+ Ç)r(a -h  i  — Ç)],  en  suppo- 
sant o<Ç<i.  Il  traite  ici  par  la  même  méthode  la  fonction  logr(a+^), 
obtient  un  développement  suivant  les  puissances  descendantes  de  a,  et  montre 
que  la  série  obtenue  doit  être  employée  comme  celle  de  Stirling. 

Meyer  {Franz)^  à  Clausthal.  —  La  notion  de  résultant  dans  la 
trigonométrie  sphérique.  (209-220). 

Les  formules  de  trigonométrie  se  déduisent  d^un  certain  nombre  d'entre 
elles  par  élimination  de  certains  des  éléments  du  triangle  considéré  ;  l'auteur 
cherche  à  les  obtenir  par  combinaison  linéaire  de  certaines  formules  fonda- 
mentales, comme  on  obtient  le  résultant  de  deux  formes  binaires  par  combi- 
naison linéaire  de  ces  deux  formes.  Il  prend  successivement  comme  formes 
fondamentales  les  premiers  membres  des  trois  formules  des  cosinus 

aAf=cosa, —  cosai.cosai — sina^sina^cosa^.        (t,  A',  /  =  i,2,3); 

puis  les  six  fonctions 

a  C,k=  cosa^sinaj—  sina^cosa^—  sinez.cosajCosai^. 

Vahlen  (K,-Th.).  —  Sur  les  valeurs  approchées  et  les  fractions 
continues.  (221-233). 

Soit  (V  un  nombre  fractionnaire  positif.  Partant  des  fractions  -  et  ->    on 

o         i 

construit  une  suite  de  fractions  telles  que  chacune  d'elles  s'obtienne  en  ajou- 
tant terme  à  terme  les  deux  fractions  déjà  formées  dont  les  valeurs  com- 
prennent w  sans  comprendre  la  valeur  d'une  autre  fraction  déjà  formée. 
Cette  suite  s'appelle  suite  de  Farey  relative  à  w  (d'après  Hurwitz,  Mathema- 
iische  Annaleny  t.  XLIV);  et  si  l'on  écrit  au-dcsâous  de  chacun  de  ses  termes 
le  signe  -+-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  ce  terme  est  supérieur  ou  inférieur  à  (v, 
la  suite  des  signes  ainsi  obtenue  s'appelle  la  caractéristique  de  w.  Les  valeurs 
approchées  de  w  figurant  dans  la  suite  de  Farey  sont  les  mêmes  que  celles 
qa'on  obtient  dans  un  développement  en  fraction  continue  eiïcctué  en  prenant 
les  restes  des  divisions  tantôt  positivement,  tantôt  négativement,  suivant 
une  loi  donnée  par  la  caractéristique  de  w.  L'auteur  compare  les  divers 
développements  de  (v  en  fraction  continue,  lorsque  Ton  prend  les  restes  des 
dÎTisions,  positivement  ou  négativement,  suivant  toutes  les  lois  possibles. 
Celai  dans  lequel  les  restes  sont  minima  en  valeur  absolue  est  le  plus  court 
possible.  L^auteur  montre  le  lien  de  cette  théorie  avec  celle  de  la  décomposition 
d'une  substitution  linéaire,  de   déterminant  i,  en   substitutions  élémentaires, 

de  la  forme  i  — a:  et 

BulL  des  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  XXVIII.  (Mars  1904.)  H. 3 
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Millier  {Emil)j  à  Konigsberg-i-Pr.  —  Application  des  méthodes 
de   Grassmann  à  la  ihcorie  des  courbes   et  des  surfaces  du 

second  degré.  (234-253). 

L'auteur  s'est  propose  de  retrouver  diverses  transformations  de  délermioants, 
se  ra|iporUiiU  ù  la  théorie  des  sections  coniques,  et  dues  à  Caspary  (même 
journal,  t.  XCII,  p.  i'i3  et  ss.))  en  employant,  comme  lui,  les  méthodes  dr 
Gras>inann,  mais  en  évitant  le  retour  aux  unités  primitives.  Il  y  réussit,  d'une 
nianicro  simple,  en  établissant  d'abord  ce  résultat  intëressaot  que  le  produit 
extérieur  des  six  produits  algébriques  formés  avec  trois  points  quelconques 

[a%  b'.  c',  2bCt  ^ca,  a  ad] 

est  une  puissance  du  produit  extérieur  de  ces  six  points. 

Cette  identité  résulte  de  quatre  théorèmes  généraux  de  la  théorie  de  l'exten- 
sion (.Vusdehnungslehre),  dont  les  deux  premiers  se  trouvent  déjà  dansGrass- 
manu,  avec  une  interprétation  différente. 

Les  mêmes  considérations,  appliquées  à  la  Géométrie  de  l'espact',  redonnent, 
entre  autres,  les  transformations,  dues  à  Hunvady,  pour  \t  produit  extérieur 
de^  carrés  de  dix  points.  On  prévoit  que  les  résultats  obtenus  sont  susceptibles 
de  nouvi'lles  généralisations,  en  considérant,  par  exemple,  les  cubes  de  dix 
points  du  plan. 

Uensel  {K),  —  Sur  un  nouveau   théorème  fondamental    de   la 
lliéorie  des  fonctions  algébriques  d'une  variable.  (254-294)- 

La  dOlinition  du  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  fonctions  entières 
d'une  variable  x  se  généralise,  non  seulement  quand  on  considère  des  fonction^ 
rationnelles  de  x,  mais  encore  quand  on  intriuluit  aussi  dvs  /onclions-racines. 
de  la  ["inie  [a{x)]^,  o  étant  un   nombre  positif  ou  négatif  et  rationnel  qurl- 

run«|in'.  Cela  étant,  le  plus  j;rand  commun  diviseur  des // branches  j>',,  ^'^ r^ 

d(*  i.t  toiiotiun  al^él)ri(iiie  définie  par  ré(]uation 

y" -^  a^{x) y"'^ -i-  a.{ X ) y-- -h . .  .-i-  a^{x)  =  o, 

(i«»nt   le**  coeflicienls  sont  des  fonctions  entières,  est,  par  définition,  le    |da> 
^rcind  commun  diviseur  des  fonctions  racines 

1  1  1 

rt,(x),     an(x)â,     rt,(x)'3.     ...,     a„{x)n. 
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les  //  luanches  de  n  fonctions  appartenant  au  corps  des  fonctions  ratiimnellcs 
de  ./•  !'i  r  :  la  définition  des  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  des  fi»ne- 
tiiMi^  ^\'  est  toute  semblable  à  celle  des  diviseurs  élémentaires  introduits  par 
\\  rier^ii  .i«<s,  et  leur  introduction  jette  une  lumière  nouvelle  sur  la  théorie  <les 
corps  (Ir  fonctions  algébriques. 

Lr  j «mlilèmc  capital  de  cette  théorie  est  en  effet  la  recherche  des  système'^ 
Jon^Uiinentaux  de  fonctions  Y>^  ;  un  tel  système  étant  défini  [)ar  cette  (>ro- 
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priété  que  toute  fonction  algébrique  entière  qui  fait  partie  du  corps  considéré 
s  exprime  en  fonction  linéaire  homogène  des  fonctions  constituant  le  système 
fondamental,  les  coefficients  de  cette  fonction  linéaire  étant  rationnels  et  entiers 
en  X,  Or  l'auteur  montre  qnt,  pour  que  le  système  Y(*\  ...,  YC")  soit  fonda- 
mental, il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  diviseurs  élémentaires  soient  des 
fonctions-racines  entières»  dont  les  facteurs  linéaires  aient  pour  exposants 
des  fractions  proprem,ent  dites  et  positives. 

En  plus  de  ce  théorème  fondamental,  le  Mémoire  traite  encore  de  la  réduc- 
tion d"'un  système  de  fonctions  Y^*^  à  une  forme  canonique. 

Enfin  une  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  généralisation  des 
définitions  et  des  résultats  précédents,  quand  on  considère,  au  lieu  de  fonc- 
tiens  a{x),  dépendant  d^une  seule  variable  indépendante,  des  fonctions  homo- 
gènes de  deux  variables  indépendantes. 

Afirimanoff  (^D.),  à  Genève.  —  Sur  la  congruence 

{rP~^'—\):pi=qr         (mod/>). 

(295-300). 

Sylvester  a  donné  une  expression  générale  de  la  fonction  numérique  q^ 
définie  par  cette  congruence,  au  moyen  d'une  série  de  fractions  très  simples. 
L'auteur  montre  comment  cette  expression  doit  être  modifiée  pour  pouvoir 
s'appliquer  à  tous  les  cas,  et  peut  être  considérablement  simplifiée  dans  le  cas 
où  r  n'est  pas  une  racine  primitive  pour  le  module/?.  Des  résultats  obtenus  il 
déduit  ensuite  diverses  propriétés  arithmétiques  des  nombres  de  BcrnouUi. 

Schwering  (K.),  à  Diiren.  —  Sur  les  tétraèdres  rationnels. 
(3oi-3o7). 

L'auteur  résout  le  problème  suivant  d'analyse  indéterminée  : 

Trouver  tous  les  tétraèdres  dont  les  arrêtes  et  le  volume  sont  mesurés  par 
des  nombres  rationnels. 

Dans  le  cas  particulier  où  le  volume  est  nul,  00  obtient  ainsi  une  solution 
simple  du  problème  traité  par  Kummer  : 

Trouver  tous  les  quadrilatères  dont  les  côtés  et  les  diagonales  sont 
mesurés  par  des  nombres  rationnels. 

Kneser  (^.),  à  Dorpat.  —  Etudes  sur  le  mouvement  dans  le 
voisinage  d'une  position  d'équilibre  instable  (premier  Mé- 
moire). (3o8-327). 

L'*auteur  considère  un  point  mobile  dans  un  pian  sous  l'action  d'une  force 
possédant  un  potentiel  U  qui  a  un  minimum  au  point  O,  el  est,  dans  le 
domaine  de  ce  point,  de  la  forme 

U=  -(ax--i-67')-hP(a:,r), 
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où  a  cl  ^  sont  des  constantes  positives  différentes,  et  P  une  série  en lîére,  com- 
mençant par  des  termes  du  troisième  degré  au  moins.  Soit  U,  la  valeur  de  ce 
potentiel  pour  la  position  initiale  du  point  mobile,  supposée  dans  le  domaine 
considéré,  et  v^  sa  vitesse  initiale.  L'auteur  démontre  que,  parmi  tous  les  mou- 
vements possibles,  il  y  en  a  qui  possèdent  les  propriétés  suivantes  : 

I*  Si  vl>  2U9,  le  point  atteint  la  position  O; 

2»  Si  vl  <  a  Uj,  le  point  arrive  sur  la  ligne  de  niveau  U  =  -  vj  avec  une 

vitesse  nulle,  et  repart  en  sens  contraire  par  le  même  chemin; 

3*  Si  vl=2lJf,f  le  point  se  rapproche  indéfiniment  de  la  position  O,  sans 
jamais  Talteindre. 

La  partie  des  résultats  précédents,  relative  aux  solutions  asymptotiques,  est 
ensuite  reprise  par  Tauteur  au  moyen  de  la  méthode  de  P<»incaré  {Aouveiles 
méthodes  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  335  et  ss.)i  telle  qu^elle  a  été 
exposée  par  Picard  (  Traité  d'Analyse,  t.  III,  p.  19);  et  se  trouve  ainsi  com- 
plétée par  un  énoncé  plus  précis. 

L'auteur  annonce  que  les  méthodes  employées  par  lui  dans  le  problème  par- 
ticulier précédent  permettent  une  discussion  analogue  pour  le  problème  géné- 
ral de  la  Dynamique. 

Grànfeld  {E.)^  à  Nikolsburg.  —  Sur  les  relations  qui  lient 
les  déterminants  fondamentaux  d*une  équation  diOerentielle 
linéaire  d'ordre  /i,  et  de  ses  n  adjointes.  (328-342). 

Soient  >^i  ...y^n  intégrales  indépendantes  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n  ; 

le  dtUcrminanl  formé  avec  ces  fonctions  et  leurs  dérivées  successives.  Les 
adjointes  ont  respectivement  pour  systèmes  fondamentaux  d'intégrales 

i       ÔD  I       e)D 

pour  A*  =  I,  2,  . . .,  71. 

Pour  A  =  ;i,  on  a  la  relation  (Frobenius). 

que  Tautcur  démontre  d'abord.  Il  cherche  ensuite  des  relations  analogues  pour 
les  autres  adjointes,  mais  ces  relations  sont  de  forme  beaucoup  moins  simple. 
et  les  coeflicients  de  Téquation  proposée  y  subsistent. 

Hamburger  (J/.).  —  Sur  Téquation  fondamentale,  dans  la 
lliéoric    des    équations    différentielles    linéaires     homogènes. 

(343-348). 

Cette  équation  fondamentale  a  été  obtenue  par  Fuchs  en  considérant  les 
valeurs  initiales  et  finales  de  n  intégrales,  quand  on  fait  décrire  k  la  variable 
indépendante  un  contour  fermé  ;  plus  récemment,  Schlcsingcr  a  montré  qu'on 
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la  retrouvai  t'en  considérant  une  seule  intégrale,  mais  en  faisant  décrire  à  la 
rariable  indépendante  n  fois  de  suite  le  contour  fermé  considéré.  L'auteur  se 
place  successivement  à  ces  deux  points  de  vue,  et  donne  ainsi  deux  formes 
nouvelles  de  Téquatioa  fondamentale,  où  interviennent  les  valeurs,  non  seule- 
ment des  intégrales,  mais  aussi  de  leurs  dérivées  successives. 

Notices  nécrologiques.  (349-35o). 

La  rédaction  fait  part  de  la  mort  de  Arthur  Cayley  (16  août  1821-26  jan- 
rier  iSgS),  Ludwig  Schlâfli  (i5  janvier  i8i4*ao  mars  iSqS),  Josef  Dienger 
(5  novembre  1818-27  novembre  1894). 


Tome  il6;  1896. 

IVallenberg  (Georg).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles algébriques  du  premier  ordre.  (1-9). 

L'auteur  explique,  dans  une  introduction,  comment  le  problème  qu'il  traite 
se  rattache  à  l'élude  des  équations  différenlielles  du  premier  ordre  à  points 
critiques  fîxes  et  à  intégrales  algébriques  (  Fuchs,  Poincaré,  Picard).  L'énoncé 
de  ce  problème  et  le  résultat  obtenu  sont  résumés  dans  le  théorème  suivant: 

Si  une  équation  linéaire  et  homogène  du  second  ordre 

y' -^  y^y -^  v-y  =  0, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  la  variable  indépen- 
dante z,  possède  une  intégrale  algébrique  particulière  du  premier  ordre 

F(-,r,r')=o, 

où  F  est  un  polynôme  en  z,  y,  y'  contenant,  en  dehors  des  termes  indé- 
pendants de  y  et  y\  au  moins  deux  termes  de  degrés  différents  en  y  et  y', 
toutes  les  intégrales  de  cette  équation  sont  algébriques. 

Zimmermann  (O.),  à  Dantzig.  —  Sur  Tordre  de  l'enveloppe 
d'une  famille  de  courbes  qui  se  répartissent  en  groupes  de  tv 
courbes,  en  correspondance  projective  avec  les  points  d'une 
droite.  (io-i3). 

Soit  41  le  nombre  des  courbes  de  la  famille  passant  par  un  point  quelconque 
du  plan,  V  le  nombre  de  ces  courbes  tangentes  à  une  droite  quelconque  du 
plan;  Tordre  de  l'enveloppe  est  2  (jx — /i«')-hv,  n  étant  le  degré  des  courbes 
coDsidérées.  Ce  résultat  rectifie  une  formule  de  Cremona. 

Teixeira  {F.'Gomes)^  à  Porto  (Portugal).  —  Sur  le  développe- 
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ment  des  fonctions  en  séries  ordonnées  suivant  Jes   puissances 
du  sinus  et  du  cosinus  de  la  variable.  (i4-32}. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

i"  Si  la  fonction /(z)  est  holomorphe  dans  Taire  limitée  par  Vovale  dont 
l'équation  est  |sin2|  =  c,  où  c  est  une  constante  inférieure  ou  égale  à  un, 
et  dont  le  centre  est  Forigine  des  coordonnées,  elle  est  développable,  dans  cette 
aire,  en  une  série  de  la  forme 

«0 

/(z)  =  /(o)-H2]A^sinPz, 

dont  les  coefficients  sont  donnés  par  les  formules  suivantes,  où  Von  doit  rem- 
placer, après  les  multiplications  indiquées,  les  puissances  de  ^(o)  par  les 
dérivées  d'ordre  égal  à  l'exposant  de  la  puissance  * 

.        _/^(o)[/Mo)-t-2']...[/Mo)-t-(a«-a)n 

I. -2. 3...  2/1 


-^Sn+l  — 


/(o)[/Mo)4-iM--.[/Mo)4-(2/i-i)^] 
1.2. 3..   (a/i-f-i) 


3°  Si  la  fonction /(z)  est  holomorphe  dans  la  bande  infinie  comprise  entre 
les  deux  branches  de  la  courbe  |sinz|  =  c,  où  c  est  une  consteuite  supérieure 
à  un,  et  si  elle  admet  la  période  aie,  elle  est  développable,  dans  cette  bande 
en  une  série  de  la  forme 

« 

+  cos;;|^[/(o)-/(z)]+yB^.sini'cj, 

p  =  i 

où  les  coefficients  A  et  B   sont  donnés  par  des  formules  analogues  à  celles  du 
premier  cas. 

2  le  JC 

L'auteur  applique  ces  formules  aux  fonctions  a:*,  ;rcot;r  et  sin • 

Netlo  (Eugen),  à  Gîessen.  —  Sur  la  théorie  des  résultants.  ^33- 

49)- 

Soient 

les  deux  polynômes  considérés.  Dans  la   méthode  d'élimination  de  Krooecker 
Berl.  Mon.  Ber.y  i88i),  on  introduit  le  développement 

g{X)    _  _,  _2  _3 

/{X)  0  1  j 
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et  les  déterminants 


^\+i  — 


Co 

Cl 

C2 

...      c-^ 

Ci 

•  m 

Ci 

•  m 

c, 

m  • 

•  •  •     ^X+i 

•   •   •            «     ■     ■ 

Cl 

cx^i 

Cx+2 

Cjl 

Dans  le  méthode  de  Bézout  interviennent  les  déterminants  symétriques 

où 

A  =  i-I 

^.-.fc  =  ^  (  «&  *fc'—  «//^.  )  (  /*  -4-  A'  =  t  -4-  A-  ). 

Par  des  transformations  de  déterminants,  tout  élémentaires,  Tauteur  obtient 
les  expressions  des  c^  et  des  C-^  sous  forme  de  déterminants,  dont  les  éléments 
sont  des  coefficients  de  /  et  de  ^;  et  démontre  que  le  déterminant  adjoint 
de  C^^i  est  égal  à  B^^.!.  Il  démontre  également  ce  théorème  de  Jacobi  que  le 
déterminant  adjoint  de  B^^^i  est  un  déterminant  récurrent;  et  donne  enfin  une 
démonstration  élémentaire  de  la  formule  de  récurrence,  due  à  Jacobi,  qui  lie 
les  polynômes 


^\ 


'v+l 


v-1 


3v— l 


-V 


Le  travail  se  termine  par  une  remarque  sur  la  méthode  du  plus  grand 
commun  diviseur  :  la  puissance  du  premier  coefficient  de  gy  par  laquelle  on 
multiplie  /  pour  éviter  l'introduction  des  dénominateurs,  se  trouve  en  facteur 
dans  le  reste  de  la  deuxième  division,  et  Ton  peut  alors  la  négliger. 

Meder  {Alfred)^  à  Dorpat.  —  Sur  quelques  espèces  de  points 
singuliers  des  courbes  de  l'espace.  (00-84  et  247-264). 

Un  point  décrivant  une  courbe  gauche,  on  peut  considérer  (von  Staudt)  le 

sens  dans  lequel  le  point  se  déplace,  le  sens  dans  lequel  la  tangente  tourne  dans 

le  plan  osculateur,  le  sens  dans  lequel   le  plan  osculateur  tourne  autour  de  la 

tangente:  une  singularité  est  alors  caractérisée  par  le  changement  brusque  de 

l'un  ou  l'autre  de  ces  trois  sens.  De  là  sept  espèces  de  singularités. 

L^auteur  cherche,  avec  beaucoup  de  soin,  les  caractères  analytiques  de  c<*s 
diverses  singularités,  en  supposant  les  coordonnées  du  point  courant  de  la 
courbe  fonctions  uniformes  d^un  paramètre. 

Il  étudie  aussi  les  singularités  correspondantes  des  projections  de  la  courbe 
sur  le  plan  osculateur,  le  plan  rectifiant  et  le  plan  normal. 

H  ermite  {ChJ).  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Laurent. 
(Extrait  d'une  lettre  adressée  par  M.  Ch.  Hermile  à  M.  L. 
Fuchs).  (85.89). 


Il  s^agit  de  développer  les  racines  d*unc  équation  algébrique  dans  une  cou- 
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ronne  circulaire  ayant  pour  centre  Forigiaedes  coordonnées  et  ne  contenant  à 
son  intérieur  aucun  point  singulier  de  Téquation.  Une  transformation  de  la 

1 
forme  T^=  zj*  permet  d^appliqucr  le  théorème  de  Laurent. 

Une  application  est  faite  à  la  fonction  ;  Tauteur  en  tire 

une  formule    intéressante    pour   le  développement  de    Tintégrale    elliptique 

'  dx 


f. 


Hamburger,  —  Démonstration  de  la  formule  de  Gauss  pour  la 
détermination  de  la  fête  de  Pâques  juive.  (90-96). 

Cette  formule  a  été  donnée  par  Gauss  sans  démonstration  ;  les  démonstra- 
tions données  depuis  ne  correspondent  pas  à  la  simplicité  de  la  formule.  C^lle 
que  propose  Fauteur  est  fondée  sur  une  remarque  très  simple,  tirée  de  Tétude 
■>du  calendrier  israélite. 

Scklesinger  {Liidwig).  —  Sur  Tintégralion  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  homogènes  par  des  quadratures.  (97-1  Sa), 

11  s'agit  de  Fintégration  par  des  intégrales  définies,  portant  sur  des  fonctions 
où  la  variable  indépendante  figure  comme  paramètre.  On  connaît  deux  méthodes 
classiques  pour  obtenir  une  intégration  de  cette  nature,  celle  de  Laplace  et 
celle  d'Eu  1er.  Poincaré  a  donné  à  la  première  une  forme  qui  montre  qu'elle 
est  applicable  à  toute  équation  linéaire  homogène  à  coefficients  rationnels. 
L'auteur  se  propose  de  montrer  que  la  méthode  d'Euler  peut  se  généraliser 
d'une  manière  toute  semblable. 

Après  avoir  rappelé  la  méthode  de  Laplace,  de  manière  à  mettre  en  évidence 
le  rôle  qu'y  joue  la  notion  d'équulion  adjointe,  l'auteur  donne  les  diverses 
formules  relatives  ù  la  transformation  d'ËuIer.  Soit 


n 


la  proposée,  où  les  ï*^{x)  sont  des  polynômes  de  degré  m.  On  peut  lui  associer 
une  autre  expression  différentielle  de  même  nature,  mais  d'ordre  m  -\-  n 

d^u 
9 


V=0 

telle  que  Ton  ail  Tidentité 

Cette  identité  contient  implicitement,  comme  cas  particulier,  ainsi  que  le 
montre  l'auteur  dans  la  suite  de  son  travail,  la  forme  donnée  par  Jacobi  au 
théorème  d'Abel  sur  Véchange  du  paramètre  et  de  l'argument.  Et  ce  sont 
l'expression  adjointe  I3'.{v)  et  l'expression  bilinéaire  D^C"»  ^)y  correspondantes 
à  celte  expression  D,(a),  qui  jouent  dans  la  méthode  le  rôle  fondamental.  En 
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efTet 

est  une  intégrale  de  la  proposée,  si  v  est  intégrale  de  v^(  i;)=  o,  et  si  le  chemin 
d'*iatégration  L  est  choisi  de  manière  à  annuler  l'intégrale 

M.  Schlesinger  choisit  comme  chemins  d'intégration  L  les  chemins  appelés 
dioubles-lacets,  et  étudie  le  choix  de  l'intégrale  v  d'une  manière  complète  en 
supposant  que  l'équation  proposée  appartient  à  la  classe  des  équations  de 
Fuchs;  il  détermine  à  cet  effet  les  substitutions  qui  se  produisent  sur  les 
diverses  intégrales  y,  correspondant  à  un  système  fondamental  d'intégrales  v 
de  réquation  auxiliaire,  lorsque  la  variable  z  décrit  un  contour  fermé.  La 
méthode  employée  est  celle  de  la  déformation  des  contours  d'intégration. 
L.es  formules  qu^elle  fournit  contiennent  comme  cas  particulier  des  formules  de 
Fuchs  pour  les  intégrales  hyperelliptiqucs  de  première  espèce,  et  des  formules 
de  BrOcker  relatives  à  une  classe  plus  générale  d'intégrales  abéliennes. 

Hermite,  à  Paris,  et  Sonin^  à  Saint-Pétersbourg.  —  Sur  les 
polynômes  de  Bernoulli  (échange  de  lettres).  (i33-i56). 

I*  Lettre  de  M»  Sonin.  —  M.  Sonin  explique  la  méthode  par  laquelle  il  est 
arriréy  en  1888  {Annales  de  l* Université  de  Varsovie) ,  à  une  formule  sur  le 
développement  de  logr(j?)y  donnée  par  M.  Ilermite  dans  le  Tome  CXV  du 
Journal  fiir  Mathematik,  M.  Sonin  part  des  polynômes  de  Bernoulli,  définis 
par  réquation 

9,(x-hi)— 9„(a:)  =  /ia:"-\ 

et  définit  les  nombres  de  Bernoulli  par  l'équation 

Il  établit,  entre  autres,  la  formule 

9^(j?)=a:'»—  -a?"-'-*-  r*  )  Bi^'-^-f-  (',  j  B^j;'-*-}-. . ., 

d'où  se  déduit  la  formule  de  récurrence  liant  les  nombres  B„.  Les  polynômes 
^^(j;)  sont  eux-mêmes  liés  par  la  formule  de  récurrence 


i=\ 


OÙ  fi^x)  est  un  polynôme  de  degré  n.  En  particularisant  le  polynôme  on 
obtient  diverses  relations  particulières  entre  les  »„  et  entre  les  B„.  Cette  for- 
mule (i)  est  ensuite  généralisée,  en  supposant  que  f{x)  est  une  fonction 
quelconque:  il  faut  ajouter  alors  au  second  membre  un  reste  ^^{x^  y)^  dont 
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M.   Sonin  donne  une  expression  sous  forme  d'intégrale  déGoie.  L'application 
à  la  fonction  logr(:r)  donne  la  formule  dont  il  a  été  question  au  débat. 
Citons  encore  la  formule 


0 


d'où  se  déduit,  entre  autres  résultats, 

{2n)l 


X=I 


2°  Lettre  de  M.  Nermite.  —  M.  Hermite  a  trouvé  de  son  côté  le  déYeloppe- 
ment  d'une  fonction  quelconque  suivant  les  polynômes  de  Bemoulli,  en  par- 
tant de  la  formule  de  définition 


e*/ 


=J  =  VË^^.,        s.(x)=%ilfi; 


ey  —  i        Àmâ    [n]    -^  "^    '        /i-hi 

et  Ta  généralisée  en  définissant  de  même  des  polynômes  ^»(âp)  par  Tidentité 

Ae"/4- Ae''/-4-...+  Lc'/       ^Là     [n]    '^ 

3°  Lettre  de  M.  Sonin,  —  Contient  diverses  propriétés  arithmétiques  des 
nombres    de  Bernoulli,  par  exemple  ce  théorème  que     "^     ^ est  uo 

nombre  entier.  La  fin  de  la  lettre  est  consacrée  à  la  démonstration  d'une  for- 

Je              zdx 
'      F(ar)— ^ j;  cette  formule  peut 
0                  X  -\-  z 

servir  à  la  détermination  du  reste  de  la  formule  de  Stirling;  l'auteur  l'applique 
pour  le  reste  du  développement  de  log — ^— — r— ^• 

Ile ff ter  (Lot/iar)^  à  Giessen.  —  Sur  les  multiples  communs  des 
expressions  différentielles  linéaires  et  les  équations  différen- 
tielles linéaires  de  la  même  classe.  (iSy-iôô). 

Soient 

^  iy) = PoX  -^  Piy  -^"  '-^  p^y^'^      ^{y)  =  r^y-^  r^y  -^. .  .-^  r^yi-:^ 

deux  expressions  différentielles  linéaires  quelconques.  On  a  par  définition 

PR       D  IUr^-4-/>  '''^^'^'^  -4-       -4-»  ^^<>'>. 
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cette  nouvelle  expression  s'appelle  un  multiple  de  R(^)î  et  R(^)  est  divi- 
seur de  PR.  D'après  cette  déOnition  bien  connue,  la  notion  de  plus  petit  corn- 
wnun  multiple  de  deux  expressions  P  et  R  est  immédiate.  L'auteur  montre 
que  ce  plus  petit  commun  multiple  est  d'ordre  /t  +  v  —  9,  si  P  et  R  ont  un 
jflus  grand  commun  diviseur  d'ordre  9. 

Si  l'on  suppose  v^/i  —  i,  le  plus  petit  commun  multiple  de  P  et  R  donne, 
égalé  à  léro,  une  équation  linéaire  de  la  même  classe  que  R  =  o,  au  sens  de 
Riemann  et  de  Fuchs;  et,  en  faisant  varier  P,  on  obtient  ainsi  toutes  les 
équations  linéaires  de  la  classe  de  R  =  o.  De  ce  point  de  vue,  l'auteur  retrouve 
divers  théorèmes  de  Fuchs,  concernant  la  réductibilité  et  les  équations  déter- 
minantes des  équations  linéaires  d'une  même  classe. 

JBaur  {L.)j  à  Darmstadt.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques. (167-170). 

Soit  ù  un  corps  de  fonctions  algébriques  de  la  variable  x]  u>p  (o,, . . . ,  u>^  un 
système  de  fonctions  entières  appartenant  à  ce  corps.  L'auteur  montre  qu'une 
fonction  tf,ci>|+ {^(i>2+...+ u„(>>^,  où  les  u^  sont  des  polynômes  en  Xj  ne 
peut  être  divisible  par  un  facteur  linéaire  qui  ne  divise  pas  chacun  des  u^,  que 
si  ce  facteur  figure,  au  carré  au  moins,  dans  le  discriminant  du  système 
ft*i,  b>3,  ...,(>>..  Cette  remarque  permet  de  simplifier  la  recherche  d'un  système 
yondamental  du  corps  û. 

jKantor  (S.).  —  Sur  les  groupes  finis  de  corrélations.  (l'Ji'i'j'])* 

Le  produit  de  deux  corrélations  étant  une  collinéation,  les  groupes  cherchés 
contiennent  un  sous-groupe  invariant  qui  est  un  des  groupes  de  collinéations 
déterminés  par  Camille  Jordan.  L'auteur  part  successivement  de  chacun  de  ces 
coupes  et  en  déduit  une  définition  géométrique  des  groupes  de  corrélations 
correspondants. 

Kneser  {Adolf)^  à  Dorpat.  —  Étude  et  représentation  asympto- 
tique  des  intégrales  de  certaines  équations  différentielles  pour 
de  grandes  valeurs  réelles  de  l'argument  (premier  Mémoire). 
(178-212). 

Les  principaux  résultats  de  ce  Mémoire  sont  résumés  dans  les  énoncés 
suivants  : 

«  Si  la  variation  de  la  variable  réelle  x  est  limitée  à  un  intervalle  fini  J,  si 
la  fonction /(a?, ^)  est  continue  pour  toute  valeur  réelle  et  finie  de  ^  et  est 
toujours  du  signe  de  >^;  si  elle  est  de  plus  de  nature  telle  qu'une  intégrale 
réelle  et  continue  de  l'équation  y'  =  f{Xy  y)  soit  définie,  sans  ambiguïté,  dans 
l'intervalle  J  tout  entier,  lorsqu'on  se  donne  les  valeurs  de  y  et  de  y'  en  un 
point  quelconque  de  cet  intervalle  ;  alors  une  seule  des  fonctions  y  et  y* 
peut  s'annuler  dans  l'intervalle  J,  et  elle  ne  peut  s'annuler  plus  d'une  fois.  » 

«  Si  l'intervalle  J  est  infini  du  c6té  des  x  positifs,  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter pour  a:  =  -+-  00  : 

»  A.  L'intégrale  y  devient  infinie,  par  valeurs  constamment  croissantes  ou 
coostamment  décroissantes; 
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»  B.  L'intégrale^  et  sa  dérivée  y*  tendent  vers  zéro,  Fane  par  valeurs  crois- 
santes, l'antre  par  valeurs  décroissantes.  » 

«  Sous  les  hypothèses  faites,  deux  points,  dont  les  abscisses  sont  distinctes,  et 
appartiennent  à  l'intervalle  J,  sont  toujours  réunis  par  nne  courbe  intégrale,  et 
une  seule.  » 

»  Il  y  a  efTcctivement,  dans  le  cas  où  J  est  infini,  des  intégrales  ayant  la 
propriété  (  B),  et  deux  telles  intégrales  sont  identiques,  dès  qu'elles  prennent 
la  même  valeur  pour  une  valeur  de  x  appartenant  à  Tintervalle  J.  » 

«  Si  Ton  considère  en  particulier  Téquation  linéaire  ^  =  ^[a'-l- çC-^)]» 
où  ?(x)  a  une  dérivée  continue  dans  Tintcrvalle  J,  supposé  infini,  et  est  de 
signe  constant  dans  cet  intervalle,  où  Ton  a  de  plus  lim9(x)=o;  oCi  enfin 

^         ^f^x)dx,  dans   laquelle  ^^u.^   désigne   la   valeur    absolue 

X 

maxima  de  ?(x)  pour  ar^u,  est  supposée  avoir  une  valeur  finie  et  déterminée  : 
alors  celte  équation  a  des  intégrales  de  la  forme 

où  B,  et  B]  sont  des  constantes,  et  e,  et  e,  des  fonctions  qui  tendent  vers  zéro, 
ainsi  que  leurs  dérivées,  pour  a?  =-+-x. 

»  Si  l'on  suppose  en  particulier  9(0?)  =  a, j;~' -H  ajj:~^ -{-...,  à  ces  intégrales 
correspondent  des  séries  de  la  forme 


satisfaisant  formellement  à  Téquation.  Ces  séries  représentent  des  intégrales  r, 
en  ce  sens  que,  pour  chaque  valeur  entière  de  /t,  on  a 

Cela  est  vrai  pour  toute  valeur  de  at^  si  l'on  prend  les  signes  supérieurs,  et 
pour  des  valeurs  convenablement  choisies  de  a,  seulement,  si  Ton  prend  les 
signes  inférieurs.  » 

L'auteur  termine  en  appliquant  ces  résultats  à  la  théorie  d'une  plaque  circu- 
laire élastique  vibrante. 

Kotter  (Fritz),  —  Sur  une  représentation  des  cosinus  directeurs 
de  deux  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires  par  des  fonc- 
tions iliêta  de  deux  arguments,  qui  contient  comme  cas  parti- 
culiers   la   solution    de    plusieurs    problèmes    de    Mécanique. 

(2l3-2/|6). 

On  sait  (  Wcber,  Caspary)  que  neuf  quotients  de  fonctions  thêta  de  deux 
arguments,  convenablement  choisis,  satisfont  identiquement  aux  relations 
d'orihogonaliié  qui  lient  les  cosinus  directeurs  de   trois  axes  rectangulaires. 
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Mais  cette  propriété  ne  s'est  pas  montrée  très  utile  pour  les  applications  à  la 
Mécanique. 

L^autear  expose  un  autre  mode  de  représentation  des  neuf  cosinus  par  des 
quotients  dont  numérateurs  et  dénominateurs  sont  des  combinaisons  de  fonc- 
tions thêta  de  deux  variables.  Il  nous  est  impossible  de  développer  ici  ces  for- 
mules, quoiqu'elles  soient  de  forme  relativement  assez  simple.  Les  compo- 
santes de  la  rotation  instantanée  du  iricdre  dont  les  axes  sont  ainsi  définis 
sont  données  par  des  formules  également  simples.  Dans  toutes  ces  formules 
figurent  neuf  constantes  arbitraires  a.,  b^^  c.  (p  =  1,2,  3)  et  deux  couples  u\^ 
u'^f  Up  Uj  de  deux  arguments.  L'auteur  développe  diverses  propriétés  du  sys- 
tème de  représentation  ainsi  obtenu. 

L^intérét  de  ce  système  est  expliqué  par  l'auteur  dans  une  introduction  au 
Mémoire.  En  donnant  à  certaines  des  quantités  arbitraires  a.,  à^^c.^  m,,  i/,,  u\y  u'^ 
des  valeurs  constantes,  et  prenant  pour  les  autres  des  fonctions  linéaires  du 
temps  convenablement  choisies,  on  obtient  la  solution  de  toute  une  série  de 
problèmes  de  Mécanique  :  mouvement  d'un  corps  solide  qui  a  un  point  fixe 
(cas  de  M"**  de  Kowalewski);  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un  fluide 
(cas  particuliers  de  Clebsch  et  de  Stekiow).  La  solution  explicite  du  cas  de 
Steklow  n'avait  pas  encore  été  donnée. 

Horn  (./.),  à  Charlottenburg.  —  Sur  le  développement  en  série 
des  intégrales  d'un  système  d^équations  difTérentielles  dans  le 
voisinage  de  certains  points  singuliers.  (265-3o6). 

Dans  les  paragraphes  1  et  2  de  ce  travail,  l'auteur  étudie  le  système 
^^*  =Gt(a:,j'p  ...,:kJ        (A:  =  i,q,  ...,/i), 
où  Gj  est  une  série  entière  en  ir,y,,  ...,y„  s'annulant  pour 

€t  dont  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  y  seront  représentés  par 


n 


^  «ii-r.      (A=i,  2,  ...,/i). 


1=1 


Ce  système  a  été  considéré  déjà  par  Konigsberger  et  Picard;  mais  le  cas  le 
plus  simple  seul  a  été  traité.  On  supposera  que  le  déterminant 

/«         Il         si         i  —  k\ 

n'a  que  des  diviseurs  élémentaires  simples  : 

(5  — a,),    (5  — a^),     ...,     i^s  —  a,^). 

S\  les  parties  réelles  de  a,,  . . . ,  a^  sont  positives,  et  celles  de  fl^+,,  •  •  • ,  a„  néga- 
tives ou  nulles;  et  si«  de  plus,  il  n'existe  aucune  relation  entre  les  a^  ...,  a^ 
<Je  Ja  forme  a^=  p  +  ^^a^-^  p^^a,^-h. . .,  dont  les  coefficients  soient  des  nombres 
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entiers  positifs,  le  système  a  une  solution  de  la  forme 


^     N  * 

/>/«!•••/« 


ni 


dépendant  de  m  constantes  arbitraires. 

Si  au  contraire  il  existe  une  ou  plusieurs  relations  a,=:  p+  p^'a^-i-...,  les 
développements  sont  de  la  forme 

A  A  I    •  •  •    A|y| 

où  Vp  . . .,  v,„  sont  des  nombres  entiers,  positifs  ou  nuls,  dont  les  valeurs  dépen- 
dent des  relations  entre  a^f  ...,  a^. 

Dans  le  paragraphe  3,  ces  résultats  sont  éclairés  par  quelques  exemples  ;  et 
dans  le  paragraphe  4  Fauteur  les  applique  au  cas  particulier  où  les  équations 
sont  linéaires. 

Dans  le  paragraphe  5,  Tauteur  étudie  l'équation 

d'*y  d'^~^y  dy 

"  dx"         '  dx"-^  "  -*     dx         '"^  •         . 

dY 

dont  le  second  membre  est  une  série  entière  des  arguments  x^  y^  ^  Zt^*  **** 

^~^  ,  ^li>  s*annulant  pour  des  valeurs  nulles  de  ces  arguments,  sous  l'hy- 
pothèse  que  Téquation 

si  s—\).,  .{s  — /l  +  l)=  C^5{S  —  !)...(*  —  71  +  a)  4-... -h  c^_,*  -^  c^ 

a  des  racines  «j, . . . ,  a^  toutes  simples.  Si  les  parties  réelles  de  Oj, ,  a^  seules 

sont  positi>es,  et  si  a,, . .  .,a^  ne  sont  liés  par  aucune  relation  de  la  forme  con- 
sidérée plus  haut,  Téquation  a  une  intégrale  de  la  forme 

y  —       >       ax  j . . .  \„  x'-^'^i  «  i + ••  • +^».«M  ; 

A  A|  ••  '  A»rt 

dépendant  de  m  constantes  arbitraires;  tandis  qu'on  obtient  dans  le  cas  con* 
traire  ou  de  telles  relations  existent  entre  a,, ...,  a^,  une  série 

y=      V     CUi...x„J7^A-i+-+^m«m(log3r)Vi+— +^ii.*»i, 

A  A| . . .  A», 

où  Vp  . . .,  v^„  sont  de  la  nature  indiquée  plus  haut. 

Meyer  [A.)^  à  Zurich.  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires 
indénilics  (suite  du  travail  commencé  au  t.    CXV  du   même 

Journal).  (3o7-325). 

L'auleur  étutlie,  dans  cette  dernière  partie  de  son  Mémoire,  Téquivalence 
des  formes  /,  ayant  pour  invariants  6*"^*Û,  6A,  où  Ql  est  premier  à  8  ;  puis 
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des  formes  /  ayant  pour  invariants  B-'Û,  6*+' A,  où  5  est  positif  et  ÛA*  non 
divisible  par  le  nombre  premier  6.  La  conclusion  de  cette  étude  est  une  règle 
générale  pour  la  détermination  du  nombre  des  classes  d'un  genre  donné, 
ayant  des  invariants  û,  A  donnés  :  ce  nombre  est  une  puissance  de  i^  dont 
Texposant  dépend  des  caractères  arithmétiques  du  genre  considéré. 

L'auteur  démontre  encore  un  lemme  dont  il  a  fait  usage  dans  les  premières 
parties  du  Mémoire  ;  et  étudie  la  résolubilité  de  Téquation 

Dans  une  Note  finale,  sont  énoncés  les  résultats  relatifs  au  cas  où  â  =  a*', 
A  =  A 

Brioschi  (F.).  —  Relations  différentielles  entre  les  périodes  des 
fonctions  hjperelliptiques  (p='2).  (Eittrail  d'une  lettre  de 
M.  F.  Brioschi  à  M.  L.  Fuchs).  (Saô-SSo). 


Soient 


*^l».»       "2«»       ^Imï       "^Jî™ 


les  périodes  de  première  et  de  seconde  espèce  ;  Tauteur  désigne  par  Px^Pi^PziP^  pi 
certains  des  déterminants  de  la  forme  (i>>i,.(i>>3, —  ^i4**>2ri  <iu^  suffisent  à  les 
exprimer  tous  ;  et  calcule,  sous  forme  entièrement  explicite,  Téquation  linéaire 
du  cinquième  ordre,  déjà  considérée  par  Fuchs,  à  laquelle  satisfont  /'dA;  .••>/'&• 
Il  montre  que  cette  équation  est  équivalente  à  son  adjointe,  et  la  ramène  à  la 
forme  canonique  donnée  par  M.  Darboux  pour  les  équations  jouissant  de  cette 
propriété. 

Au  début  de  la  lettre  sont  indiquées  des  relations  différentielles  entre  les 
périodes  t^  et  les  périodes  to. 

Landsberg  (Georg)^  à  Heidelberg.  —  Sur  les  systèmes  fonda- 
mentaux et  les  formes  bilinéaires.  (33 1-349). 

Soit  P{z)  un  polynôme  de  degré  n\  el  n  polynômes  a, (-),  ...,a„(5)  de 
degré  n  —  i  et  dont  le  déterminant  soit  différent  de  zéro.  Tout  polynôme  est 
congru,  modulo  P(-3),  à  une  expression  de   la  forme  a:, Mj -+-...-+- J7„m„,  où 
les  Xi^  sont  des  constantes  :  l'auteur  dit  alors  que  </,...  u^  constituent  un  sys- 
tème  fondamental  pour  le  module  P(5).  Soit  alors  Q(:î)  un  polynôme  quel- 
conque, et  formons  les  identités 

Q(;;)  a.=  ^/>.jMjmodP(;;)]        {i^k  =  i,  2,  ...,  n), 
k 

L'auteur  démontre  que  le  déterminant  des  constantes  /^j^est  égal  au  résultant 
de  P(5  )  et  deQ(z). 

Après  ce  théorème  préliminaire,  Fauteur  pose 

S'a,  =  2,  *ii "i  [ °^^*^ P (  ^  )]        ( '  =  » ï  2,  . . . ,  /i  ), 
k 

et    coDsidère,  comme  associée  au  système   fondamental  considéré,   la   forme 
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bilinéaire 

A  =  2]  «rt^/r*- 

Le  problème  de  la  réduction  de  cette  forme  A  se  ramène  i  un  problème  de 
même  nature,  relatif  au  système  fondamental  u^,  . ..,  u^.  Et  c*est  au  moyen  de 
ce  principe  que  l'auteur  retrouve  la  méthode  de  Frobcnias  pour  réduire  l'une 
à  l'autre  deux  formes  bilinéaires  équivalentes.  Sa  méthode  lui  permet  de  plus 
de  simplifier  les  opérations  nécessaires  dans  la  méthode  de  Frobenius. 

La  forme  A  n'est  pas,  à  vrai  dire,  la  forme  bilinéaire  la  plus  générale;  mais 
Fauteur  montre  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  encore  rameoer,  d'une 
manière  analogue,  le  problème  de  la  réduction  d^une  forme  bilinéaire  au  pro- 
blème de  la  réduction  d^un  certain  système  fondamental,  associé  &  cette  forîne. 

Hensel  (K.).  —  Sur  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les 
nombres  qui  peuvent  se  représenter  par  une  fonction  entière 
de  n  variables.  (35o-356). 

Soit  F(Up  ...,  u^)  une  fonction  entière  de  x  variables,  de  degré n^  par 
rapport  à  u,,  et  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  rationnels  ou 
algébriques.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  nombres  repré- 
sentables  par  F(  Uj,  . . .,  uj)  est  égal  à  celui  des  nombres  ^{h^^  ...,  h^)où  k^ 
prend  n^-i-i  valeurs  entières  consécutives;  et  (/i,-+-i)...(n^-*- i)  est  le  plus 
petit  nombre  de  valeurs  particulières  de  la  fonction^  par  lesquelles  ce  plus 
grand  commun  diviseur  puisse  être  déterminé  en  général. 

Après  avoir  démontré  ce  théorème,  Fauteur  étudie  les  fonctions  d'un  degré 
donné,  pour  lesquelles  le  plus  grand  commun  diviseur  donné  par  l'énoncé 
précédent  est  le  plus  grand  possible,  et  expose  diverses  propriétés  de  ce  plus 
grand  commun  diviseur. 


Tomo  117;  1897. 

Fischer  (Karl).  —  Sur  les  systèmes  canoniques  de  fonctions 
algébriques  d'une  variable,  qui  appartiennent  à  un  corps  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre.  (i-aS). 

Ilcnscl  a  montré  que,  pour  un  corps  de  fonctions  algébriques  d'ordre  quel- 
conque, défini  par  une  équation  irréductible 

r''-/i(^)r'-'-i-/2(^)r''-=--.-±A(^)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  a:,  on  peut  obtenir  certains 
systèmes  canoniques  de  n  grandeurs  appartenant  au  corps.  Ces  systèmes 
correspondent  chacun  à  une  valeur  particulière  3?=  a,  et  leur  recherche  con- 
duit à  la  construction  d'un  système  fondamental  de  fonctions  entières  du 

corps. 
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L.*auteur  applique  en  détail  la  mélhodc  d'IIenscI  dans  le  cas  où  n  =  3  et  où 
/i  =  4,  en  supposant/,  (a:)  z=  G  ;  il  ohlienl  dans  le  premier  ras  deux  systèmes, 
et  dans  le  second  cas  cinq  systèmes  dont  l'un  au  moins  est  canonique  pour 
chacune  des  valeurs  de  x  à  considérer.  La  solution  est  fondée  sur  la  considé- 
ration des  déterminants  récurrents  formés  avec  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation  en  y  considérée. 

Schur  {Friedrich),  à  Aix-la-Chapelle.  —  Sur  le  lliéorèine  de 
Pohlke.  (24-28). 

Etant  donnés  dans  un  plan  trois  segments  OX,  OY,  OZ,  ils  sont  toujours,  dans 
uoe  projection  oblique  quelconque,  les  projections  de  trois  diamètres  rectangu- 
laires d*une  sphère.  L'auteur  donne  une  démonstration  élémentaire  de  ce  théo- 
rème, fondée  sur  une  nouvelle  construction  de  Tellipse  de  contour  apparent 
de  la  sphère  inconnue. 

Hensel  {K,),  —  Sur  la  représentation  des  intégrales  abéliennes, 
de  première  espèce,   au    mojen    d'un    système    fondamental. 

(29-41). 

Une  intégrale    de   première    espèce   étant    mise    sous  la    forme   homogène 
/  T»  (  Xj  dx^^  —  x^  dx^),  r^  sera  par  définition  une  forme  algébrique  de  première 

espèce  du  corps  considéré.  Il  s'agit  de  trouver,  pour  l'ensemble  de  ces  formes 

de  première  espèce,  un  système  fondamental  r^^'"»^  ...,  t/")  permettant  de  les 
représenter  toutes  par  la  formule 

où  les  coefficients  Up  ...,  m^  sont  des  formes  rationnelles  entières  quelconques. 
L'auteur  démontre,  par  la  considération  des  diviseurs  élémentaires  d'un  sys- 
tème de  formes  algébriques,  introduite  par  lui  dans  la  théorie  des  corps  de 
fonctions  algébriques,  que  tout  système  fondamental  de  formes  de  première 
espèce  est  le  reci/>/*o^Me  d'un  système  fondameiitui  de  formes  entières  du  corps 
et  inversement.  Ce  résultat  peut  être  considéré  comme  dû  à  Dedekind  et 
Weber;  mais  l'auteur  donne  de  plus  les  relations  qui  existent  entre  les  divi- 
seurs élémentaires  d'un  système  quclconcjue  do  formes  du  corps  et  ceux  «l'un 
système  fondamental  de  formes  de  première  esf)è(e;  ce  qui  donne  une  méthode 
pour  trouver  efTeclivement  toutes  les  intégrales  de  première  csi)éce  et  déter- 
miner leur  nombre. 

L'auteur  termine  en  appliquant  sa  théorie  aux  équations  binômes. 

Ilazzidakis  (J,~N.)^  à  Athènes.  —  Déformalion  avec  conservation 
des  rayons  de  courbure  principaux.  (42-56). 

Les  surfaces  qui  peuvent  se  déformer  avec  conservation  de  leurs  rayons  de 
courbure  principaux  ont  été  considérées  par  Ossian  Bonnet,  mais  ce  géomètre 
o*avait  pu  en  obtenir  les  équations  explicitement.  L'auteur  les  obtient  sous  lu 
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forme  suivante  : 

fa)    =    y 


où  U  et  V  sont  des  fonctions  arbitraires  de  u  et  y  respectivement,  <  un  para- 
mètre, et  les  c  des  constantes  liées  par  les  relations 

^c^  =  2:c3  =  scjC3  =  sc,Cj  =  o,      i:c5  =  -.-i,      ec3Ci=-. 

Ces  surfaces  ont  des  lignes  de  courbure  isométriques. 

Netto  (Euffen)^  à  Giessen.  —  Sur  la  théorie  des  résullanls  (addi- 
tion au  Mémoire  du  Tome  CXVI,  p.  33-49?  ^^  ^^  journal). 

(57-70- 

L'auteur  démontre  que  toutes  les  fonctions  H\  qui  interviennent  dans  la 
méthode  d'élimination  de  Kronccker,  pour  la  formation  du  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  considérés,  sont  nulles  à  partir  d*un  certain  rang.  Il 
établit  au<si  une  propriété  des  mineurs  du  déterminant,  ayant  pour  éléments 
des  coefficieuls  de  ces  deux  polynômes,  qui  représente  leur  résultant. 

Kneser  (Adolf),  à  Dorpat.  —  Ktude  el  représentation  asvmplo- 
lique  des  intégrales  de  certaines  équations  différentielles 
linéaires,  pour  de  grandes  valeurs  de  Targument  (deuxième 
Mémoire).  (72-103). 

Dans  ce  deuxième  Mémoire,  l'auteur  considère  une  équation  y"  -h  yj^(  j:  )  =  o, 
où  /(.r)  et  sa  première  dérivée  sont  finies  cl  continues  pour  les  valeurs  de  x 
supérieures  à   un  nombre   positif^,  et  où    lim  /(x)=:a-.  Il   montre  d'abord 

J|-=  ao 

qu'elle  a  des  intégrales  finies  el  continues  pour  j?  >  g^  cl  s'annulant  pour  dc> 
valeurs    de   x    supérieures    à    tout    nombre   donné.    Si,    de    plus,    l*intégrale 

/  l  /('^)  —  (i'^]clx  esl  finie  et  déterminée,  et  que  la  différence  [y(x)  —  a~] 


«-    X 


garde  un  signe  conslanl,  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  grandes,  chaque 
intégrale  se  refuésenlc  par  une  expression  de  la  forme 

y  =  c^cosax  •+-  c,  sinax-f-  s, 

où  c,   et  c,  sont  dos  constantes  el  e  une  fonction  qui  s*annule,  ainsi  que  su 
dérivée,  pour  x  —  -4-  x. 
^i  /(j:)  — cr-{- a..x---i-a^x-^-h...,    il    existe    des    développements  de  (^ 
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forme 

qui  satisfont  formellement  à  l'équation,  et  qui  correspondent  à  chaque  inté- 
grale^ de  manière  que  Ton  ait 

,.        I        /  v^  a^cosaa7-+- Q^sînaa?  \  I 

"-ri'".! — '■ — Jh 


x  = 


L'auteur  termine  en  appliquant  ces  résultats  aux  fonctions  de  Besscl. 

Horn  {J')j  à  Charlottenburg.  —  Sur  le  développement  en  série 
des  intégrales  d'un  système  d'équations  diflerenlielles,  dans  le 
voisinage  de  certains  points  singuliers  (suite  du  Mémoire  du 
Tome  CXVI,  p.  265-3o6,  de  ce  journal).  (104-128). 

Les  équations  et  systèmes  d'équations  considérés  sont  les  mêmes  que  dans  la 
première  Partie  du  Mémoire;  mais  l'auteur  suppose  maintenant  que  les  divi- 
seurs élémentaires  des  détcrniinanls  A (5)  relatifs  aux  systèmes  considérés,  et 
que  les  racines  des  équations  auxiliaires  analogues  relatives  aux  équations 
considérées,  ne  sont  plus  simples.  Les  développements  en  série  obtenus  sont 
de  forme  un  peu  compliquée  pour  être  transcrits  ici;  il  y  a  encore  les  deux 
mêmes  cas  à  considérer  que  dans  la  première  Partie  du  Mémoire. 

Ilensel  {Kurt),  —  Sur  la  réduction  des  systèmes  algébriques  à 
leur  forme  canonique,  (lay-i^g). 

Dans  un  précédent  Mémoire  (même  journal,  t.  CXV,  p.  25.'|-294)  l'auteur 
a  défini  les  systèmes  canoniques  de  n  fonctions  algébriques  faisant  partie 
d^un  corps  d'ordre  n,  et  montré  comment  on  peut  les  déduire  d'un  système 
quelconque  de  n  fonctions  du  corps  considéré.  Mais  il  n'avait  développé  cette 
théorie  que  relativement  à  un  seul  des  facteurs  linéuires  de  la  forme  {x  —  a) 
qui  sont  contenus  dans  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  formé  avec 
les  diverses  déterminations  de  n  fonctions  du  système  considéré.  Dans  ce  nou- 
veau travail,  la  question  est  reprise  en  considérant  simultanément  tous  les 
facteurs  linéaires  figurant  dans  les  diviseurs  élémentaires.  La  théorie  est 
appliquée  ensuite  au  système  important  forme  des  fonctions  [i,^,  v*,  •• -i  :>'""']» 
où  y  désigne  la  fonction  algébrique  de  x  qui  définit  le  corps.  L'auteur 
expli(|ue  en  terminant  comment  ses  résultats  constituent  un  progrès  impor- 
tant sur  ceux  que  l'on  doit,  sur  ce  sujet,  à  Kronecker. 

Ldndsberg  (Geor^)^'d  lleidelbcrg.  —  Sur  le  système  fondamen- 
tal et  le  discriminant  des  cor[)s  de  nombres  algébriques,  qui 
sont  formés  avec  des  radicaux,  (i/jo-147). 

Recherche  d'un  système  fondamental  et  du   discriminant   d'un   corps  algé- 
l)rique  défini  par  une  équation  binôme  x-'-—  a  =  0,  oii  a  est  un  nombre  entier. 
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La  question  esl  trailéc  relativement  à  un  module  premier  p.  Le  cas  où  X  est 
premier  et  est  pris  pour  module  donne  un  résultat  très  simple. 

Schlesinger  {Ludwig),  —  Sur  la  théorie  de  la  transformée 
à^Euler^  pour  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  de 
la  classe  de  Fuclis,  (148-167). 

Dans  des  travaux  précédents  {Comptes  rendus,  24  juin  1896;  Journal  fur 
Matliematik^  t.  CXVI,  p.  97  et  suiv.)  Tauteur  a  montré  qu'on  pouvait  intégrer 

toute  équation  linéaire  homogène  par  une  intégrale    /  iv(5  —  j?)^~*6fdr,  prise 

suivant  un  chemin  d'intégration  convenablement  choisi,  w  étant  défiaic  par  une 
nouvelle  équation  linéaire,  qui  s'appellera  la  trans/orme'e d^Euler  de  \si  première. 
M.  Schlesinger  étudie,  dans  cette  nouvelle  Note,  les  relations  qui  existent  entre 
deux  équations  linéaires  dont  les  transformées  d'Euler  appartiennent,  au  sens 
de  Riemann,  à  la  même  classe.  La  question  de  la  réductibilité  des  transformées 
est  aussi  approfondie.  Enfin  l'auteur  applique  les  résultats  obtenus  à  Téquation 
(le  Tiâsot-Fochhammcr  et  plus  spécii:lcment  aux  équations  qui,  d'après  Fuchs. 
lient  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  hyperelliptiques  de  première  et 
de  deuxième  espèce. 

Gunther  {Paul).  —  Sur  la  théorie  de  Téquation  adjointe.  (Note 
posthume).  (1C8). 

L'auteur  donne  nue  décomposition  symbolique  du  premier  membre  de 
l'équation  adjointe  en  facteurs  du  premier  ordre,  qui  met  en  évidence  la 
réciprocité  de  l'adjointe  et  de  la  proposée,  et  diverses  autres  propriétés 
connues  de  l'adjointe. 

Merlens  (F.)^  à  Vienne.  —  Sur  la  multiplication  et  le  non-cva- 
nouissement  des  séries  de  Dirichlet.  (169-184). 

L'auteur  considère  /•  séries  de  la  forme  2.  "  ^iPi  sous  les  hypothèses  sui- 


vantes  : 


1"  On  a.  quel  que  soit   q,  les  G,  étant  certaines  constantes  et  ^  un  nombre 

non  néjiatif  inférieur  à  i, 

•y  On  u,  c^  étant  donné. 

mo(\a['  ~     ïïïod  ai'^ -^ . . .  -    -  moda^'î<  (n- log/i)'i. 
Chacune  de  ces  séries  esl  convergente  et  leur  produit  est  représenté  par  U 

oc 

série  ^  ~  C,„,  où  C„,  désigne  la   somme  de  tous  les  produits   de    la   forme 

m  =  1 
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a^'^  a^'^  . . .  a[''\  tels  que  a^  .  ,.e  =  m.  L'auteur   montre  que,  sous   certaines 
conditions,  aucune  des  séries  considérées  ne  peut  avoir  une  somme  nulle. 

Les  séries  qui  interviennent  dans  la  démonstration,  donnée  par  DiricJilct,  de 
rcsistence  d'une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme  M/-hN,  sont  des 
séries  de  Tespèce  considérée  :  il  faut  cependant  une  démonstration  spéciale 
pour  établir  que  celles  de  ces  séries,  dont  les  termes  sont  réels,  ne  s'annulent 
pas.  La  méthode  s'*étendrait  aux  séries  employées  par  Dirichlet  pour  démontrer 
que  toute  forme  quadratique  binaire,  proprement  primitive,  et  de  déter- 
minant non  quadratique,  peut  représenter  une  infinité  de  nombres  premiers 
contenus  dans  une  formule  linéaire. 

Thomé{L,-W,)^  àGreifswald.  —  Sur  une  application  de  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires  aux  équations  linéaires 
da  second  ordre.  (i85-224). 

La  théorie  appliquée  par  Tauteur  est  celle  qu'il  a  exposée  dans  le  Tome  XCVI 
du  même  journal.  La  question  fondamentale  est  la  suivante:  une  équation 
difTérentielle  donnée 

<Py  dy 

à  coefficients  rationnels,  peut-elle  se  remplacer  par  un  système  de  la  forme 

/v>)(^,  j:)=^p       /(=)(y,,a7)=  0, 

où  /<')  et  /(^)  sont  des  expressions  diiïérentielles  linéaires  homogènes  du 
premier  ordre,  à  coefficients  rationnels?  L'auteur  montre  comment  l'étude 
des  points  singuliers  de  Téquation  donnée  conduit,  d'une  manière  entièrement 
explicite,  aux  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sous  lesquelles  cette  décom- 
position est  possible.  Il  donne,  sous  ces  conditions,  les  expressions  de/C»)  et 
de  /^'\  et  étudie  l'intégration  de  l'équation  proposée. 

Un  paragraphe  est  consacré  aux  équations  non  homogènes;  l'auteur  y  suppose 
que  le  second  membre  satisfait  aux  conditions  introduites  dans  son  Mémoire 
du  Tome  CVII  du  même  journal. 

Diverses  parties  du  travail  s'appliquent  aux  équations  linéaires  d'un  ordre 
quelconque,  et  constituent  une  simplification  des  méthodes  générales  intro- 
duites par  M.  Thomê  daus  son  Mémoire  du  Tome  XCVI  du  même  journal. 

Schotlky  {F,)j  à  Marburg.  —  Sur  les  oscillations  des  fonctions 
harmoniques  de  deux  variables  réelles,  et  des  fonctions  d'un 
argument  complexe.  (225-253). 

Soient  ^,  t,  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  P  dans  un  plan;  ce 
point  étant  dans  un  domaine  G  limité  par  (p  +  i)  courbes  régulières  L^, 
L,,  ...,  Lp,  dont  la  première  contient  les  autres  à  son  intérieur.  L'auteur 
considère  une  fonction  de  la  forme 

U(Ç,^)='r(5-+-t-T.).|-^.(Ç-iT.), 
où  9  et  4^  ^^^^  ^^^  fonctions  uniformes  et  régulières  de  leurs  arguments  dans 
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le  flomciinr  G  :  rcttc  foriiio  comprend  les  fondions  harmoaiqacs  réelles^  aasfi 
liicn  que  le»  Hmctions  <rune  variable  complexe.  Soient  D«,  Dp  ...,  D,  les  oscil- 
lations maxima,  en  valeur  absolue,  de  U  sur  chacune  des  courbes  considérée5, 
et  soient  V^  et  U,  les  valeurs  de  IJ  en  deux  points  P,  et  P,,  choisis  daas  k 
doniiiinc.  I/aiitenr  elierrhe  la  limite  supérieure  de|L',  — U,I  pour  toutes  !(>!< 
fonr.lions  U  dont  les  oscillations  D,-  sur  les  courbes  limites  sont  inférieures 

des  nombres  donnés  A,.,  et  montre  que  cette  limite  est  de  la  forme  ^  ^^m^m*- 

oii   les  (I),    sont  des  nombres  compris  entre  zéro  et  i,  qui  dépendent  de  las 
[Ktsition  des  points  1%  et  1*,  suivant  une  loi  que  Tauteur  indique. 

M.  Stthotiky  applique  ce  résultat  au  cas  où  G  est  un  cercle  ayant  pouia 
<*entre  Porigine  des  coordonnées  et  retrouve  ainsi  un  théorème  de  Ncumann.. 
complété  par  Scliwarz. 

Ilorn  (/.),  à  Charlollenblirg.  —  Sur  le  développement  en  séries 
des  iiilcgrales  d^iii  sjslùine  d'ëqiialions  diflerentîelles  dans  I 
voisinage  de  certains  points  singuliers  (continuation  du  Mé 
moire  du  même  Volume,  p.  104-129).  (254-266). 

Cet  article  contient  quelques  remarques  sur  les  résultats  obtenus  dans  l«**r  "  ^ ^ 

Mémoires  publiés  par  l'auteur  sous  le  même  litre  dans  les  Tomes  CXVI  et  CWIE    •       ^^ 

du  même  journal.  1/une  de  ces  remarques  a  trait  k  la  question.  étudi«>e  pa^   ^^^       ^' 

I*ioard   dans   son    Traité    d'Analyse,   des   rourl»es    intéj;ralcs  d'un   systèmes   ^  •  ^ 

cijT  (ijr 

-— ï  rz...-=  -— =  passant  par  l'origine  ou  s*cn  rapprochant  indéfiniment;  les  \, 

sont  des  séries  entières  en  x^,.*x^  s'annulant  à  l'origine.  En  égalant  à  /  lei 

rapports  -^»  l'auteur  peut  employer  les  déTeloppements  en  série    lrouTé=^       '--^ 

«  ....  —  ^    u 

clans  se<  prérédenls  Mém«»iros,  et  montre  que  rii\fotlu'se  qu'il  y  avait  faitt*  ^u^         •" 

certaines  quantités  rî,  ...  a^,  ilonl    les  parties  réelles  devaient  être  |KKiii*e> 

peut  se  remplacer  par  rii>  poihêse  un  |>eu  plu«  générale  que  les  points  <i, n 

dtMvenl  se  trou\er  d'un  même  côte  d'une  dmitc  passant  par  ^••^i^inc.  d^ns   1 

plan   où    Ton    représente   les    valeurs  comple\«-s.  Ko   faisant  ulors  dc*rire    a 

point  qui  représente  la  variable  /certaines  spiralt^  losarithmiques.  on  oblîen 

eireolivemeut  îles  courln^s  inléurales  satisfaisant  j  la  question,  sous  des  c>.*ndi 

lion<  préoi*cs  tltmnées  par  M.  Ilorn. 

I*'julri*s  rv^nirquis  s'  rapportent  a  I.»  m.tnifre  -l^nl  !î;:urenl  les-  con>tant*'T- 

arbitrain'<  dan-  le<  <k'Vi-l<q>ponient<^  en  s*Tie  tri*u\i~s  j-ar  M.  Ilv*rn. 

KoxV'ilcwsikv  (il/',  à  (iroifswald.  —  Sur  un  niivlo  de  représenta- 
liiui  simuitaiit'o  di*s  intô;;rAle>  d»'lîine>.    aO^-^-a  ■- 

t'in:' Italie     .',.  1    .  I.  .luleur  demc^nl:^  I.^  :\  rni'..le<  ïiOiolLaanrs 


le 
mu 
'*t 


/  •      -"  -  -     T  _  •        \  •      —  *. 
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où  /,  et  /,  sonl  compris  entre  /«  et  T,  et  où  X|  et  \  sont  deux  nombres  posi- 
tifs dont  la  somme  est  égale  à  i. 

^rùnfeld  (E,),  à  NJkolsburg.  —  Sur  la  nature  des  n  équations 
diflerenliclles  adjointes,  qui  correspondent  à  une  équation 
diiTérentielle  linéaire  d'ordre  n.  (273-290  J. 

Soient  ^^  la  fonction  définie  par  Téquation  diiïérentielle  proposée^  z  celle  qui 
satisfait  à  Vadjointe  de  Lagrange  (ou  /t'*"*  adjointe);  les  autres  adjointes 
sont  définies  (J.  Cels)  par  les  relations 

Si  toutes  les  intéfn'a'ps  ^^  sont  régulières  dans  le  domaine  d*un  point  singulier, 
il  en  est  de  même  des  intégrales  de  toutes  les  adjointes;  et  les  racines  des 
équations  fondamentales  délcrminantes  de  la  proposée  et  de  sa  A'**"*  adjointe 
sont  liées  par  la  formule  r  -{-  s  =  k  —  1,  où  /•  et  5  sont  respectivement  racines 
des  deux  équations. 
Si  la  proposée  est  à  coefficients  constants,  toutes  les  adjointes  sont  identiques. 

Jaerisch  {Paul)^  à  Hamburg.  —  Théorie  de  la  réflexion  et  de  la 
réfraction  des  ondes  sphériques  transversales,  et  application  à 
la  réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière.  (291-332)» 

Le  but  du  Mémoire  est  indiqué  par  Pauteur  en  ces  termes  : 

«  A  la  limite  de  deux  milieux  élastiques,  dans  la  réflexion  et  la  réfraction 
de  la  lumicrCf  doivent  être  remplies  les  trois  conditions  suivantes: 

B  1*  Égalité  <Ies  composantes  des  déplacements  ; 
i>  3**  Égalité  des  composantes  des  pressions  élastiques; 

11  3*  Conservation  de  la  force  vive  des  particules  en  mouvement,  des  deux 
côtés  de  la  surface  de  séparation. 

»  Toutes  ces  conditions  n'ont  pu  être  satisfaites  jusqu'ici  en  employant  seu- 
lement des  vibrations  transversales....  Je  montrerai  dans  ce  qui  suit  que  toutes 
les  conditions  énoncées  peuvent  cependant  être  réalisées  par  des  vibrations 
transversales  seules,  si  Ton  introduit,  au  lieu  des  ondes  planes  introduites 
jusqu'ici  dans  les  calculs,  des  ondes  sphériques.  On  arrive  ainsi  aux  formules 
de  Fresnel  pour  les  amplitudes  des  ondes  réfléchies,  aussi  bien  qu'aux  formules 
de  F.  Ncumann  pour  les  amplitudes  des  ondes  réfractées,  et  Thypothése  de 
Tégalité  de  densité  de  Téther,  des  deux  cùlés  de  la  surface  de  séparation, 
apparaît  comme  conséquence  des  conditions  énoncées.  » 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  une  étude  des  équations  de  l'élasticité 
dans  un  milieu  isotrope,  en  coordonnées  polaires,  qui  le  conduit  à  une  inté- 
grale nouvelle  de  ces  équations. 

L'hypothèse  peu  admissible,  faite  par  l'auteur,  que  les  ondes  réfléchie  et 
réfractée  sont  sphériques,  comme  l'onde  incidente;  ainsi  que  la  nature  des 
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formules  employées  pour  représenter  les  vibrations  transversales,  enlèves  mrm.  X.   à 
l'analyse  de  l'auteur  une  partie  de  son  intérêt. 

Hensel  (Kiirt),  —  Sur  les  diviseurs  fonilamentaux  des  corp^       <lc 
fonctions  algébriques.  (333-345). 

L'aulcur  généralise  les  résultats  exposés  par  lui  dans  de  précédents  Mém(*  ■  «-es. 
Il  considère  un  domaine  de  rationalité,  défini  de  la  manière  la  plus  géné«— s»lc, 
et  dans  ce  domaine  une  étfuation  rationnelle  irréductible  d'ordre  n  dcfinisfi^w  =^«jiit 
un  corps  (J  de  fonctions  algébriques.  Kronecker  a  introduit  les  notions  c^«^<2n- 
tiellcs  des  systèmes  fondamentaux  et  du  discriminant  du  corps.  M.  !!«=•  «-»  Si-I 
y  ajoute  celle  des  diviseurs  élémentaires  du  discriminant  du  corps,  qui      s*<z>nt 
les  quotients  des  plus  grands  communs  diviseurs  de  l'ensemble  des  dét^K-«-ni- 
nants  d'un  même   ordre   formés  avec  le  tableau  des  valeurs  conjuguéc-s       «ies 
diverses  quantités  qui  constituent  un   système  fondamental   quelconque.       Oes 
diviseurs  élémentaires  sont  des  puissances  de  fonctions  rationnelles  dar^^      le 
domaine,  les  exposants  étant  des  fractions  proprement  dites. 

L'auteur  étudie  ensuite  la  décomposition  d'une  grandeur  P  rationr»^  IK*i 
irréductible  dans  le  domaine  considéré,  en  facteurs  appartenant  au  corjf»^  0» 
dans  ses  rapports  avec  le  discriminant  et  ses  diviseurs  élémentaires,  et  dcï-tfmn'l 
certains  systèmes  de  grandeurs  du  corps  ()*,  quMl  SiftpeUc  systèmes  canonîf^  ^^^*f 
modulo  P. 

Ilensel  (Kurt),  —  Sur  les  diviseurs  élémentaires  de  deux  co  «r^ps 
algébriques,  dont  l'un  est  contenu  dans  l'autre.  (346-355)  - 

Quand  un  corps  (j*  est  contenu  dans  un  autre  G,  les  diviseurs  élément.^  ir«s 
de  G  sont  contenus  dans  les  diviseurs  élémentaires  correspondants  de  (J.  I-—  •*''' 
teur  étudie  d'une  manière  tn's  précise  les  relations  entre  les  diviseurs  élc- a"*'^^''' 
taircs  de  G  et  de  ()\  ainsi  que  leurs  propriétés  relativement  à  un  (a.*-'  «-C^*"" 
premier  rationnel  P  du  discriminant  de  G. 


Tome  118. 


Brodén  (7^),  à  Lund.  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonct*  ^r^i^s 
continues  d'une  variable  réelle.  (i-6o). 

Le  but  de  Tauleur  est  de  construire,  dans  un  intervalle  fini,  des  fonol-  «o* 
continues  y  —  f{x)  présentant,  au  point  de  vue  de  leurs  dérivées,  di**'*^  ■^^^^^ 
particulaiitcs.  La  méthode  employée  consiste  à  partir  d'un  ligne  brisé<?'T  ^^^ 
l'un  remplace  par  une  nouvelle,  ayant  les  mêmes  extrémités,  ayant  un  f->»*'^ 
^rand   nombre  de  côtés,  et  comprenant,  parmi  ses  sommets,  tous  ceux    cf«^ 

première.  On  opère  de  même  sur  cette  seconde  ligne  brisée  et  ainsi  de  suît^^ 

Sous  certaines  conditions, énoncées  par  l'auteur,  il  existe  une  fonction  cont»  «^ 
<lont  la  courbe  repré'^cntative  passe  par  les  sommets  de  toutes  les  lignes  brii>^* 
ainsi  formées;  et  clic  est  uni(|uc,  parce  qu'on  a  ainsi  les  valeurs  de  la  fonct-  • 
pour   Une   inliniié  de   valeurs    de  x  formant   un  ensemble  partout  dense 
dcnonibrahlc. 


KEVUE  DES   rUIiLICATlONS.  5; 

M.  Brodén   se  sert  plus  spécialement  des  modes  de  formation  qu'il  appelle 

division  par  detix,  et  par  trois;  ils  consistent   en  ce  que,  dans  le  passage 

«j*une  ligne  brisée  à  une  autre,  chaque  côté  de  la  première  est  remplacé  par 

4Lleux,   ou   par   trois   cùlés    de    la    seconde.   Lrs   fonctions   obtenues  ont,    pour 

«chaque  valeur  x  de  rintervalle,  grâce  à  certaines  hypothèses  auxiliaires,  une 

dérivée  /^(jf),  correspondant  aux  accroissements  positifs  de  x,  et  une  dérivée 

/L( x),  correspondant  aux  accroissements   négatifs;  et  ces  deux  dérivées  ont 

<le$    valeurs   différentes  pour   une   infinité   partout   dense    et   dénombrable  de 

"valeurs  dcx;  leurs  signes  étant,  suivant  les  cas,  soit  les  mêmes,  soit  diiïérents. 

^irondini  (Geminîano)^  à  Parme.  —  Sur  les  trajectoires  isogo- 
iiales  des  génératrices  d'une   surface  développable.  (6i-^3). 

Dans  la  théorie  des  lignes  à  double  courbure  on  trouve  souvent  la  démons- 
tration de  la  propriété  suivante:  «  Lorsqu'un  cùne  et  un  cylindre  se  coupent 
suivant  une  hélice  commune,  le  cône  est  de  révolution  et  la  section  droite  du 
cylindre  est  une  spirale  logarithmique,  b  L'auteur  montre  que  ce  théorème 
n'est  pas  exact;  et  qu'il  y  a  une  infinité  d'autres  hélices  cylindriques  coupant 
les  génératrices  d*un  cône  sous  un  angle  constant.  Ces  hélices  sont  même  en 
général  les  hélices  d'un  deuxième  cône. 

L'auteur,  après  avoir  signalé  divers  cas  particuliers  de  ces  hélices  cylindro- 
coniques  générales,  montre  qu'il  n'y  a  que  les  surfaces  développables  à  cône 
directeur  de  révolution  pour  lesquelles  toutes  les  trajectoires  isogonales  des 
génératrices  soient  des  hélices  cylindriques. 

-Kanlor  (S.).  —  Théorie  des  complexes  linéaires  de  rayons  dans 
l'espace  à  r  dimensions.  (74-122). 

Soit  R,  un  espace  linéaire  quelconque  à  1  dimensions.  Dans  un  R^  il  y  a 
3c(«-^»)(»^on.,queron  peut  prendre  comme  éléments  d'un  espace  à  (/ -t-iX  r  —  i) 
dimensions.  A  une  multiplicité  à  k  dimensions  M^^  de  ce  nouvel  espace  corres- 
pond alors  par  définition  un  complexe  de  x^R,. 

L*auteur donne  d'abord  divers  théorèmes  sur  ces  complexes  généraux;  puis  se 
limite  au  casoù  M,^  est  linéaire  {complexes  linéaires)yCl  où  A'  =  (i-h  i)  (  r—  i)—  i 
{complexes  complets);  ce  qui  le  conduit  à  une  nouvelle  suite  de  nombreux 
{cinquante)  énoncés,  se  rapportant  aux  intersections,  aux  systèmes  de  com- 
plexes, et.  aux  corrélations  donnant  naissance  à  des  complexes.  La  plupart  se 
rapportent  aux  complexes  de  rayons,  c'est-à-dire  au  cas  où  i  =  r —  i. 

Les  derniers  paragraphes  contiennent  quatorze  méthodes  de  représentation 
de  ces  complexes  linéaires  de  rayons  par  des  multiplicités  ponctuelles  unicur- 
sales. 

Weber  (E,  von),  a  Munich.  —  Fondements  d'une  théorie  de 
Fintégration  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes  et  un  nombre 
quelconque  de  variables  dépendantes.  (i23-i5-). 

D'après  les  résultats  de  Hamburger,  l'intégration  d'un  système  de  n  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  n  fonctions  inconnues  et  deux 
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variables  indépendantes  se  ramùne  à  celle  dVquatioos  différentielles  OFdinaire«e- 
lorsque  cerlains  systèmes  d'équations  aux  différentielles  totales  ont  un  noi 
suffisant  d'intégrales  indépendantes. 

Le  but  de  Pautcurest  de  généraliser  ces  résultats,  en  considérant  on  syslc 
de  n-\-p  équations  à   n  fonctions  inconnues.  Dans  le  paragraphe  1  de 
Mémoire,  il  développe  d'abord  les  conditions  qui  expriment  que  ce  système  es 
au  sens  de  Lie,  un  système  en  involution;  et  démontre,  sons  certaines  cond 
lions  (non-évanouissement  decertains  déterminants),  rexistenced*anesoluti 
dépendant  de  n—p  fondions  arbitraires  d'un  seul   argument.  Après  avoi 
dans  le  paragraphe  2,  démontré  un  théorème  auxiliaire  sur  les  dctenninao 
l'auteur  déduit  des  équations  données,  dans  le  paragraphe  3,  n  — p  systém 
différents  d'équations  linéaires  aux  différentielles  totales  ;  et  montre  commcf 
leurs  intégrales   peuvent  servir  à  simplifier  et,  dans  certains  cas,  à  obte 
entièrement  l'intégration  du  système  proposé.  Dans  le  paragraphe  4,  M.  vi 
Weber  introduit  les  relations  qui  se  déduisent  du  système  en  involution  doni 
par  des  différentiations  n^pétées:  ce  qui  lui  permet  de  montrer  que  les  systèm 
de  Pfuff  considérés  au  paragraphe  précédent  ne  sont  que  le  premier  terme, 
le  plus  simple,  d'une  suite  infinie  de  systèmes  de  la  même  nature,  jouant  i 
rùlc   tout  scml)luble   dans    l'intégration   du   système    donné.   Ces    recherch 
forment  ainsi  une  généralisation  des  méthodes  d'intégration  connues  de  D 
bou\  et  Krmig. 

Le  dernier  paragraphe  du  Mémoire  contient  des  recherches  sur  les  systém 
en  involution  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues; 
aussi  la  démonstration  de  ce  fait,  que  tout  système  différentiel  d'ordre  su 
rieur,  à  deux  variables  indépendantes,  dont  l'intégrale  générale  dépen<l  d' 
nombre  fini  de  fonctions  arbitraires  d'un  seul  argument,  peut  toujours 
ramener  à  un  système  en  involution  d'équations  du  premier  ordre. 

Giildber*!^  (Al/.)^  à  Clirisliania.  —  Sur  rinlégralion  des  équs 

lions  diUerciilielies  ordinaires,  i  i.VS-Hvjî). 

Soit  Fix,  r.  y\  ...,>'""')—  •>  uneéiuialioii  différentielle  onlinairc  d'ordre  nm 
on  peut  la  roiiiplarrr  par  une  équation  aux  différentielles  totales 

n         P,t/»---i:_rf,—    :'-r-...-T-P^_,J>--r-P.c/x  =  o. 

Si  oollo-ri  o-^l  coni/i/ètcntent  intfi^raf»le.  sa  solution  générale  s'oblii-nl  par  Tin 
té^rati<>n  d'rquatinns  ditTcrcnlielU-s  du  premier  oïdn*.  et  donne   une    intégral 
première  i:«nérale  de  la  proposée,  dont  r«»rJre  >e  Ir-'uxe  ainsi  abai»é. 
Dans  le  cas  contraire,  on  >ubstitue  à  11  —  *»  la  combinaison 

Il -t- 3.  (  »/»•  —  .v'</^  i  —  a.  (</»-'-  >-'f/j- )--...— a  ^_,  ^f/»- •-*  — >•  *    ■  </x''— rt 

et  T'^n  cherche  .i  deleinun«'r  les  miil::/*Ii'\2tt  ars  a,  de  manière  que  celt*»  n«oi 
velle  équation   soil    complètement  inlesrjlile.  Il  suflîl   d'obtenir    un*r  sf^uli**^' 
/Hirtù'uiitrc  ou  même  sin^uiU-iC  du  >\'*lèmi-  différentiel  qui  debait  le*  multi- 
plicateurs a^. 

L'auteur  expose  d'abord  cette  mèlhivle  d'intégration,  avec  détails*  dans  Ir-- 
cas  m  —  .». 

L(i/î(/,</>ivy  \jJcor^\  à    lleidcibori;.  —    Sur  les  rapports  de  1^ 
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^^^w*îe  de  la  courbure  des  courbes  avec  la  mécanique  des  sys- 
'^^^s  solides  dans  l'espace  à  n  dimensions.  (163-172). 

^»       ^^^ralisation  des  résultats  connus  sur  le  déplacement  dn  irièdrc  de  Serret 

1       ^^C   à  une  courbe  gauche.  Le  déplacement  élémentaire  analogue  du  système 

j  •    ^"    axes  rectangulaires  associe  à  une  courbe  de  Tcspace  à  n  dimensions  se 

.^"^^^^posc  en  une  translation  et  n  —  1  rotations  élémentaires,  qui  correspondent 

j  "^  —  1  courbures  de  la  courbe  considérée.  La  généralisation  des  formules 

**  t^nei  et  Serret  en  résulte. 

^^el  (^Kuri).  —  Sur  les  diviseurs  fondamenlaux  d'un  corps 
^*gébrique  relativement  à  deux  domaines  de  rationalité  diffé- 
^ems.  (173.185). 

_^  Soit  r  un  domaine  de  rationalité  et  G  un  corps  algébrique  (  Gattungsbereich) 
^^"^ordrc  n  dans  ce  domaine.  Dans  une  série  de  Mémoires,  parus  dans  le  même 
'^  ^ornaL  l'auteur  a  défini  les  diviseurs  élémentaires  de  G,  ses  diviseurs  élémen- 
^^-^xires  relativement  à  un  facteur  premier  P,  et  certaines  séquences  de 
^lombrc  rationnels  correspondantes  aux  diviseurs  élémentaires  pris  relative- 
^neot  à  P. 

L^aoteur  suppose  maintenant  qu'on  adjoint  à  V  une  grandeur  algébrique  nou- 
velle, ce  qui  donne  un  nouveau  domaine  de  rationalité  T\  dans  lequel  le  corps 

ailgébrique  G  peut  se  décomposer  en   des   corps  algébriques  (G,  v)  d'ordre 
moindre.  Il  donne  une  série  d'énoncés  précis  indiquant  les  relations  entre  les 

<liyisears  élémentaires  et  les  séquences  de  G  et  de  (G,  r).  Citons,  entre  autres, 
le  saivant  : 

«  Soient  (P**!,  P»*!,  ...,  P*"»)  les  n  diviseurs  élémentaires  de  G,  relativement 
•^  P;  soit  de  plus  P  un  diviseur  premier  de  P  dans  V,  et  P''  la  puissance  de  P 
<îontcnue   dans   P;  soient   enfin  (P?i,  . . .,  P?v)   les  diviseurs  élémentaires   de 
\0,  r),  relativement  à  P.  On  a  généralement 

Pi^Ridrhi)        (£  =  1,2,  ...,  v), 

*t^    r^^f    ...,  rjk^  sont  certains  des  exposants  (r,,  ..,,  r^),  et  où   les  R(rf/*A,) 
ignent  les  plus  petits  rentes  non  négatifs  des  fractions  drh^.  » 

^ser  (Adolf)^  à  Dorpat.  —  Études  sur  la  nature  des  mouve- 
ents  dans  le  voisinage  des  positions  d'équilibre  instable  (avec 
oe  planche).  Deuxième  Mémoire.  (i8<)-223). 

X.'auteur  étudie,  comme  dans  son  précédent  Mémoire,  le   mouvement  d'un 
»îot  dans  un  plan  sous  l'action  de  forces  dont  le  potentiel  est  de  la  forme 

U  =  -(ax'-h6>'»)-f-...         (a>6>o), 

^  le  second  membre  est  une  série  entière  dont  les  termes  de  degré  moindre 
Dt  seuls  écrits.  L'auteur  a  prouvé  précédemment  l'existence  de  mouvement 
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dans  lequel  le  point  se  rapproche  asymptotiquemcnt  de  Torigine.  Il  montre  qof 
le  système  des  trajectoires  peut  se  caractériser  géométriquement  d*UDeinanim> 
très  précise;  et  qu'en  particulier  il  couvre  entièrement  et  une  seule  fois  aa cer- 
tain domaine  entourant  Torigine  (position  d'équilibre  instable). 

Par  remploi  du  principe  de  moindre  action  (méthode  de  Jacobi  )  le  ra«i;éot- 
ral  d'un  mouvement  à  deux  degrés  de  liberté  se  ramène  au  proldéme  traité. U 
même  principe  de  transformation  fournit  à  Tauteur  un  moyen  de  moDtnr  par 
des  considérations  géométriques  que  tous  les  mouvements  asymptoliques  con- 
sidérés, sous  l'hypothèse  que  i/j  n'est  pas  un  nombre  entier,  peavcot  se 
représenter  par  les  formules  suivantes,  dues  à  Poincaré, 

Jahnke  {E,),  —  Sur  une  relation  entre  les  éléments  des  svslèmtr 
orthogonaux  de  neuf  et  de  seize  quantités.  (224-a33). 

Par    éléments    d'un    système    orthogonal    formé    avec    les    neuf  quantité 
a^.j(i,  A'  —  I,  :?,  3),  on  entend  (Caspary)  ces  neuf  quantités  cl  les  six  expres- 
sions différentielles 


Ph 


=  -  2]  ^ii ^«w»         *'/.  =  2]  ^*»^^i'         (  A,  A.  /  =  I,  2,  3  ). 


Par  éléments  d'un  système  orthogonal  de  seize  quantités  g,,^  (  i\  A*  =  i,  2,  ^,  \  i, 
l'auteur  désigne  ces  quantités  et  les  douze  expressions  dllféreatielles  défiDÏts 
par  les  formules 

é;Pr.  =  -  2]  ^'''  ''i'.i»      e^\,  =  ^  gin  ^Skiy      s  =  ^g\=  y,  ^l 

i  i  I  t 

(/l,  A-  -  I,   i,  3,  4). 

Les  éléments  du  premier  système  s'expriment  sous  forme  homogène,  par  des 
formules  bien  connues,  au  moyen  de  quatre  paramétres  a,,  a,,  a^,  «4,  et  reux  d'un 
système  analogue  ^j,  s'exprimeraient  de  même  au  moyen  de  quatre  autres  para- 
mètres ?,,  Jâ.>,  3j,  jïj.  Or,  Caspary  a  montré  que  les ^,4  s'exprimaient  eux-mème< 
d'une  manière  symélriijue,  au  moyen  de  deux  couples  de  quatre  paramètres 
chacun,  pour  lesquels  (»n  peut  prendre  a,,  a.,,  a.,  a,:  ^,,  p^,  fJj.  3^.  De  là,  la  relation 
étudiée  par  Tautiur  entre  le  système  (^'.i)  et  les  deux  systèmes  (n  ^  \  ri  64  ). 
Certaines  des  identités  trouvées  ont  une  forme  qui  se  présente  dans  tous  le> 
pr(»l)lèmes  de  Mécani(iuc  ou  intervient  une  rotation,  ce  qui  prouve  futilité  de 
<  etlc  étude. 

Ilensel  (/ùtrl).  —  Sur  la  réduction  des  sjslrines  de  diviseurs  à 
tinc  forme  réduite.  [20  \-2^)o). 

I>eux  systèfurs  de  niodiilca  (Kronecker)  sont  équivalents  lor^qu»*  <  haninc 
des  fonctions  (  K,,  Iv.,  ...,  \\^)y  <|ui  constituent  le   premier,    est    une    combi- 
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naison  U|G|  +  ...+ II.  G.  des  fonctions  (G,,  ...,  G.),  qui  constituent  le  second, 
les  coefOcicnts  u,,  ...,  u.  étant  des  fonctions  entières  daus  le  domaine  de 
rationalité  considéré,  et  quand,  de  plus,  les  fonctions  (Gp  ...,  G.)  sont  aussi 
de  la  forme  analogue  v,  Fi-h. .  .-f- i'.j^I'^. 

M.  Hensel  résout  le  problème  qui  consiste  à  trouver,  pour  un  système 
(F,,  F,,  ...,  F^),  un  système  équivalent,  qui  en  soit  une  forme  canonique, 
définie  sans  ambiguïté.  Sa  méthode  est  fondée  sur  ce  théorème  préliminairi' 
que  tout  système  de  modules  (F,,  ...,  F^)  est  équivalent  à  un  produit  de  5^5- 
témes  simples  (/>•,  F,,  ...,  Fj^,  P''),  qui  résultent  du  premier  par  l'adjonction 
d'une  puissance  d'un  nombre  premier/?,  et  d'une  puissance  d'une  fonction  P, 
irréductible  modulo  />. 

En  vertu  de  ce  théorème,  on  peut  se  limiter  à  un  système  simple  de  cette 
dernière  forme.  La  forme  réduite  à  laquelle  arrive  Tauteur  est  (<t>o,  4>,,  . . .,  <l>y), 
les  modules  de  ce  nouveau  système  étant  caractérisés  par  des  relations  de  la 
forme 

OÙ  les  bi^  sont  des  fonctions  entières  et  où  le  degré  de  chaque  produit  b^^^^ 
(  pour  A'  >  i)  est  inférieur  au  degré  de  ^i,_x'y  ^^^  coefficients  b-  ^  sont,  de  plus, 
réduits  modulo  jfi. 

Dans  cette  étude,  les  fonctions  entières  considérées  ne  dépendent  que  d'une 
seule  variable. 

Vcthlen  {K,-Th,)^  à  Kônigsberg.  —  Sur  quelques  applications  du 
principe  de  correspondance.  (26 1-256). 

Le  principe  de  correspondance  employé  a  été  énoncé  par  l'auteur  dans  un 
précédent  travail  (même  journal,  t.  113,  p.  348-353).  Les  applications  se  rap- 
portent au  nombre  de  normales  communes  à  deux  courbes  planes  ou  à  deux 
surfaces  algébriques,  et  à  des  questions  analogues  de  géométrie  énuinérativc. 
L'auieur  montre  qu'on  peut  étendre  les  applications  à  la  géométrie  à  n  dinieii- 
sions,  pour  des  multiplicités  à  /i  —  i  dimensions. 

l/orn  («/.),  à  Charlotlenburg.  —  Sur  la  nature  des  inl(5graïes  des 
équations  diflTërentielles,  dans  le  voisinage  d'un  point  d'indé- 
termination. (257-2^4  )• 

L*auteur  se  propose  de  retrouver  les  résultats  de  Poincaré  sur  la  représen- 
tation asymptotique  des  intégrales  des  équations  linéaires  et  de  les  compléter, 
«-ans  se  servir  de  la  transformation  de  Laplaco,  et  en  ne  faisant,  sur  les  coefii- 
cients.  que  l'hypothèse  qu'ils  ont  le  caraclère  de  fonctions  rationnelles  dans  le 
domaine  du  point  d'indétermination  considéré.  Dans  cette  première  partie  de 
«on  travail,  l'auteur  se  borne  à  féquatiou  de  Uiccali  et  à  ré(|ualion  linéaire 
du  second  ordre,  qu'il  ramène  à  la  précédente  par  la  transformation 

,  d  logii' 

(A-  -i-  1)  étant  le  rang  de  l'équation  linéaire  considérée  (au  sens  de  Poincaré). 
Le  point  d'indétermination  considéré  est  x  —  ^. 
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Nous  nous  bornons  à  énoncer  le  résullat  pour  Téquation  linéaire  du  second 
ordre,  que  l'auteur  écrit 


(l-w 
dx' 


'(/'.-f +...)^+x»(y.-^| +...)«.=  o. 


Soient  Kg  et  Kg  les  racines  de  Téquation 

K5-+-/?.K,4-7.=  o, 

et  supposons  que  la  partie  réelle  de  K', —  K*^  soit  positive.  Alors,  pour  des 
valeurs  réelles  positives  infinies  de  x^  il  existe  un  système  fondamental  d^iotc- 
grales  w\  tv",  représentées  asyinptotiquement  par  des  dévcloppcfneuts 


sv"  f^  e 


L'auteur  montre  de  plus  qu'il  existe  3  A*  4-  2  angles  u^,  tels  que 


et  tels  que  chaque  intégrale  (v  est  représentée  asymptotiqucmeot  par  CU''  ou 
eu*"  (C  =  const.))  suivant  que  l'argument  de  x  tend  vers  une  valeur  coniprii^ 
entre  w^^  et  o>3,^.p  ou  entre  Wj._i  et  w,^,  tandis  que  l'autre  série  (  U*'  €>u  M") 
représente  en  même  temps,  asymplotiquement,  une  seule  intégrale  de  Têqualion. 
Dans  riiypothèse  Ki=  K'J,  les  intégrales  auront,  en  général,  pour  repri-sen- 

tation  asymptotique,  des  séries  anormales,  où  figureront  les  diverses  puissances 

1 

négatives  onlirrrs  de  x^.         , 

Koni^sberger  (Leo)^  à  Heidelbcrg.  —  Sur  les  principes  de  la 
Mécanique.  (2jj-3.)o).    . 

Les  é(|uations  de  lu  Dynamique  classique,  pour  le  mouvement  d'un  système 
de  points  {X,  V,  z),  se  meltcnl,  au  ihoyen  du  principe  de  d'Alcinbert,  sims  la 
(orme 


V 


ox      (inox'J      "J         ^^l'^y      <if  \**y  j       .1  * 

1rs  dépiacciiicnls  ^i^lucls  {Zx,  or,  oc)  poiuant  être  liés  par  des  relations  de 
(-oii(liii(»n,  liiK'iiirc^  cl  liomngriu'S  par  rapport  à  ces  déplacciiiciits.  et  dont  le> 
cot'fliriciils  ptMiv(Mïl  •l«'p('ii(lrc  des  «  oordoiiiices  cl  du  temps.  La  fonction  11  r>t 
(ioiiiiéc  par  la  iDriiuilc 

Il       --^  Vm(a7'--i- v'--T-c'=)- f. 
cl  l:   ne  dépend  que  des  cuordonuécs  {x.  Y,  c  )  et  du  temps  /. 
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Le  déYeloppement  de  la  Physique  mathématique  (loi  de  Weber,  etc.)  a  con- 
duit C.  Neumann  à  introduire  pour  U  une  fonction  dépendant  des  dérivées  pre- 
mières des  coordonnées;  et,  plus  généralement,  Helmholtz  a  considéré  II  comme 
une  fonction  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières,  dans  laquelle  la 
séparation  de  l'énergie  actuelle  — T  et  de  l'énergie  potentielle  —  U  n'est  plus 
nécessairement  en  évidence.  C'est  cette  idée  d'ilelmholtz  que  l'auteur  généralise 
dans  son  Mémoire,  à  un  point  de  vue  purement  mathématique,  en  considérant 
H  comme  une  fonction  donnée  de  tj  des  coordonnées  {x,  yy  z)  des  divers  points 
du  système,  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  ordre  v  quelconque.  Les  liaisons 
entre  les  déplacements  virtuels  sont  toujours  de  la  nature  indiquée  plus  haut. 
Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  alors  le  principe  de  d^Alembert  généralisé, 

c'est-à-dire  l'équation 

■ 

^  2.  [dl  -  dA5?)  ■*- 5FV^} —  •+(-')  rfrls^j  -  ^J  ^- =  "• 

La  méthode  des  multiplicateurs  donne  la  première  forme  des  équations  de 
JLagrange  qui,  sous  l'hypothèse  que  les  équations  de  condition  entre  les  dépla- 
cements virtuels  sont  intégrables,  s'écrivent,  en  introduisant  les  paramètres 
indépendants  p^,  p^i  . . . ,  p^y 


dp,       dl\ôp'J '^  'dtAop"J      ""^^'    '^  dt\ôp^:>) 

{s  =  1,    2,    ...,    {X). 

On  en  conclut  ensuite  le  principe  d' Haniilton  généralisé 


4-  P.=  o 


•  rY"-+-2]^'''''V'^"^°^ 


équivalent  aux  équations  précédentes.  L'auleur  montre  aussi  comment  son 
hypothèse  conduit  à  la  généralisation  du  principe  de  la  force  vive,  du  prin- 
cipe de  moindre  contrainte  et  du  principe  de  la  moindre  action,  et  discute 
réquivalence  de  ces  deux  derniers  avec  les  équations  de  Lagrangc  j^énéralisées. 
Il  étudie  également  la  généralisation  du  théorème  des  aires  et  du  théorème 
sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité. 

Dans  le  dernier  paragraphe,  M.  Konigsbcrgcr  s'occupe,  toujours  au  point  de 
vue  mathématique,  de  la  généralisation  de  la  théorie  des  mouvements  cachés, 
de  Helmholtz  et  de  llerlz.  Il  s'agit  de  chercher  tous  les  cas  du  us  lesciucls  la 
nature  d'une  partie  des  é(|ualions  du  mouvement  d'un  syslèinc,  diins  lesquelles 
les  forces  <*\lcricurcs  sont  nulles,  permet  réliminalion  d'un  cerlain  nombre  dct 
coordonnées  et  de  leurs  dérivées,  sans(]u'on  connaisse  d'intégrales  parliculières. 
La  question  est  traitée,  pour  simplifier  l'exposition,  en  supposant  que  II  ne 
dépend  que  des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières. 

Hamburger  {JM,),  —  Nouvelle  démohstralion  de  rcxislcnce  d'une 
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intégrale  pour  une  équalion  difTércntielle  linéaire  homogtrne 
(d'après  une  Communicalion  de  Paul  Gunihcr).  (33 1-353). 

C'est  une  modincation  de  la  démonstration  de  Fuchs  {Journal  fur  Mathe- 

matik,  t.  66,  p.  lai  et  suivantes).  Les  fonctions  majorantes '-^ sont 

I 

r 

remplacées  par  les  fonctions '-^ r-ri  ce  qui  conduit  à  une  équation 

de  comparaison  dont  on  a  immédiatement  l'intégrale  générale. 

Fuchs  (L,).  —  Remarque  sur  la  Communication  précédente  de 
M.  Hamburger.  (354-355). 

Réclamation  de  priorité  au  sujet  du  théorème  en  question,  à  roccasion  d'un 
Arlicle  d'une  Revue  américaine. 

E.  V. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Acadkmib  des  Sciences, 

par  MM.  les  Secrétaires  porpéluols. 

Tome  CXKXVI;  1903  (i). 


Korn  (A  .).  —  Sur  les  fonctions  universelles  dans  l'espace.  (3o-33). 

A  3G20    5030 

Ocagnc  [M.  c/').  —  Sur  une  classificalion  nouvelle  des  modes  de 
rcj)rcsenlation  nomographi(|ue  des  équations  à  un  noinbn' 
(|uclconque  de  variables.  (33-35). 

A  0000 

Frcnwnt  [Ch.),  —  Nouvelle  méthode  d'essai  des  rails.  (3.'>-3"''i. 
lî  320!) 

Mayor  (/?.).  —  Sur  une  représentation  plane  de  Tespace  cl  son 
applicntion  à  la  Statique  graphique.  (37-3(}). 

A  8020        n  1250 


(';  Cf.  Ihdlctin,  t.  WVII,,  p.  !\i. 
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Sucliar  (/^.).  —  Sur  une  transformation  réciproque  en  Méca- 
nique. (78.79). 

B  1600 

Riquier  (C).  —  Sur  l'existence,  dans  certains  systèmes  diffé- 
rentiels, des  intégrales  répondant  à  des  conditions  initiales 
données.  (80-81). 

A  4810 

Levi-Civita  (7*.).  —  Sur  les  trajectoires  singulières  du  problème 
restreint  des  trois  corps.  (82-84). 

A  4820    4830       B  1610 

Afayor  {B,).  —  Sur  la  Statique  graphique  dans  l'espace.  (85-87). 
A  8020       B  1250 

iyuhem  (P.)»  —  Sur  quelques  formules  de  Cinématique  utiles 
dans  la  théorie  générale  de  rËlectricité.  (139-141). 

B0440 

Liouville  (/?.).  —  Sur  la  réductibilité  des  équations  différen- 
tielles. (146-148). 

A  4880 

Korn  (^.).  —  Sur  les  fonctions  universelles  du  plan  et  des  sur- 
faces de  Riemann.  (148-1 5 1). 

A  5C20    5630    3620 

Giiichard  {C),  —  Sur  les  surfaces  qui  se  conservent  avec  paral- 
lélisme des  plans  tangents  et  conservation  des  aires.  (i5i-i53). 

A  8450 

Appell  (P-)'  —  Sur  quelques  fonctions  et  vecteurs  de  point  dans 
le  mouvement  d'un  fluide.  (187-189). 

B  2430 

Painlevé  (P.).  —  Sur  la  réductibilité  des  équations  diflérentielles. 
(189-193). 

A  4880 
Bail,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XWIII.  (Mai  1904.)  H. 5 


t 
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Riqiiier  (C).  —  Sur  les  systèmes  diflcrenliels  réguliers.  (219- 

220). 

A  4810 

Levi'Civita  (  7^.).  —  Condition  du  choc  dans  le  problème  restreint 
des  trois  corps.  (221-223). 

A  4820    4830       B  1610 

Normand  (J.-A.).   —   Expressions  algébriques  approximatives 
des  transcendantes  logarithmiques  et  exponentielles  (277-281). 

A  4030 

Duhem  (P-)-  —  Sur  la  viscosité  en  un  milieu  vitreux.  (282-283). 
D  3650 

Miller  (C'A,),  —  Sur  les  groupes  de  substitutions.  (294*295). 
A  1210 

André  (D.).  —  Sur  les  couples  actifs  des  permutations.  (295- 

297)- 

A  1620 

Borel  {E,).  —  Sur  Tapproximation  les  uns  par  les  autres  des 
nombres  formaat  un  ensemble  dénombrabic.  (297-299). 

\  0430    2440 

lladamavd  (/.).  —  Sur  les  glissements  dans  les  fluides.   (2()9- 

3oi). 

H  24G0 

Duhem  (/^.).  —  Sur  les  équations  du  mouvement  et  la  relation 
snpplémenlairo  au  sein  d'un  milieu  vitreux.  (343-345). 

B  3650 

Maillet  (A.).  —  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  infini  et  les 
équations  (liflerentiellcs.  (348-35 1). 

A  3G10    4831)    4880 

Had(unavd  (./.).  —  Sur  les  opérations  fonctionnelles.  (35 1-353). 

\  0030    328U  » 
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Kœnigs  (G.).  —  Sur  le  théorème  analogue  à  celui  de  Bobillier, 
dans  le  cas  du  roulement  d\ine  surface  sur  une  surface  appli- 
cable. (354-355). 

A  8420 

Normand  (J.-A.).  —  Expressions  algébriques  approximatives  des 
transcendantes  logarithmiques  et  exponentielles.  (436-439). 

A  4030 

Guichard  (C).  —  Sur  une  classe  particulière  de  systèmes  triples 
orthogonaux.  (490-492). 

A8860 

Jacob  (L.),  —  Sur  la  résistance  des  gaz  parfaits  au  mouvement 
des  solides.  (495^-493). 

B  2860 

Itibourt  (L,),  —  Hydro-tachymètre  pour  régulateur  de  turbines 
hydrauliques.  (493-49^)- 

B2820 

Guillaume  (C).  —  Variations  du  module  d'élasticité  des  aciers 
au  nickel.  (498-5oo). 

R  3290 

Miitag^LejJler  (G.).  —  Une  généralisation  de  Tinlégrale  de 
Laplace-Abel.  (53'--539). 

A  3620    4430 

Freycinet  {C .  de).  —  De  rcxpérience  en  Géométrie.  (54o-54i). 
A  0000 

HadamardiJ,). —  Sur  les  glissements  dans  les  fluides.  (Rectifi- 
cation à  une  Note  précédente.)  (545). 

B  2160 

Duhem  (P^)-  —  Sur  les  mouvements  des  milieux  vitreux  aflcctés 
de  viscosité.  (592-5()5). 

B  3050 
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Gnichard  (C).  —  Sur  une  transformation  d'une  classe  particu- 
lière de  syslùmc  triple-orthogonaux.  (Sg^-ôoo). 

A  8860 

Tannenberg  (  W.  de).  —  Sur  la  déformation  dessurfaces.  (600- 

602). 

A  8850 

Aufonne  (L.).  —  Sur  Thyperliermitien.  (602-604). 

A  0850    2030 

Lebesgue  (//.).  —  Sur  Texislence  des  dérivées.  (659-6G1). 

\  3210 

Boulanger  {A,).   —    Sur   les   géodésiqucs  des  variétés  à  trois 
dimensions.  (()()  1-664). 

A  4830    5230 

Brillouif}  (J/.).  —  Propagation  dans  les  milieux  conducteurs. 

(667-669). 

A  :>ou)   'j:,:à)      c  i;ooo 

//umhrrf  [O.).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes  à  multiplication 
complexe.  1^7»  7-7'^'^)  • 

A  iOTO    2830    8030 

Duhrni  (P*)-  —  Sur  les  ondes  au  sein  d'un  milieu  vitreux,  afTeclt* 
(le  \iseosilé  el  1res  peu  déformé.  (733-785). 

Brillottin  iJ/.».   —  Propagation  dans  les  milieux  conducteurs. 

A  :>()iO    5(i0(»        c  (iCOt» 

Tronvet .  —  Sur  un  calculaleur  mécanique  appelé  ffrii/tmographe. 
Diiheni  (  /'.\  —  Des  ondes  du  premier  ordre  par  rapport  à  la 
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vitesse  au  sein  d'un  milieu  vitreux,  doué  de  viscosité  et  affecté 
de  mouvements  finis.  (858-86o). 

B  2490    2460 

Stekloff  (  W.).  —  Sur  une  propriété  remarquable  de  plusieurs 
développements  souvent  employés  dans  l'Analyse.  (876-8-8). 

A  3260    5620 

Giiichard  (C).  —  Sur  une  nouvelle  transformation  des  surfaces 
à  courbure  totale  constante.  (879-880). 

A  8830    4840 

Laisani.  —  Une  propriété  des  orbites  fermées  correspondant  à 
des  forces  centrales.  (880-881). 

B  04tO    1610 

Picard (E,).  —  Sur  certaines  surfaces  algébriques  pour  lesquelles 
les  intégrales  de  différentielles  totales  se  ramènent  à  des  combi- 
naisons algébrico-logarithmiques.  (913-918). 

A  8060    3640 

Vallier  {E.),  —  Sur  la  discussion  et  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  second  ordre  à  coefficients  constants.  (919- 
921). 

A  4820 

Vallier  (E.),  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  du 
second  ordre  à  coefficients  constants.  (937-9 {!)• 

A  4820 

Tzitzeica  (G.).  —  Sur  la  nouvelle  transformation  des  surfaces  «^ 
courbure  totale  constante  de  M.  Guichard.  (954-953). 

A  8830    4840 

Iteymonndos  (6\).  —  Une  nouvelle  généralisation  du  théorème 
de  M.  Picard  sur  les  fonctions  entières.  (953-955). 

A  3610    3620 
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Drach  (7.).  —  Sur  certaines  dérormations  remarquables.  (996- 

99«). 

A  8850 

Duhem  {P»)'  —  Des  ondes  du  second  ordre  par  rapport  i  la 
vitesse  au  sein  des  milieux  vitreux,  doués  de  viscosité  et  affectés 
de  mouvements  finis.  (io32-io34). 

B  2490    2460 

Pellct  {A.).  —  Sur  la  fonction  Y  et  ses  analogues.  (io52-io33). 

A  4410 

« 

Borcl{E.).  —  Sur  l'approximation  des  nombres  par  des  nombres 
rationnels.  (io54-io56). 

A  0420    0430 

Kœnigs  (G.).  —  Sur  le  mouvement  relatif  de  la  pièce  et  de  l'outil 
dans  la  taille  des  profils  des  mécanismes.  (io56-io58). 

B0430 

Chessin  {A.).  —  Sur  une  classe  d'équations  difi(érentielles  réduc- 
tibles à  l'équation  de  Bessel.  (1 124-1  ia6). 

V  4420 

Mcsurct,  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  cercles.  (1126-1  128). 

A  8090 

Maillet  (-£*.)•  —  ^"'*  ^^^  zéros  des  fonctions  monodromes  ou  à 
n  branches.  (1  128-1  129). 

A  3610    3G20 

Guyou  {£,),  —  Mesure  des  vitesses  des  navires  à  la  mer.  (1 170- 
1172). 

H  OIGO    OOGO 

A  ulonne  (  L,).  —  Sur  la  décomposition  d'une  substitution  lincaîre, 
réelle  et  orlhoj^onale  en  un  produit  d'inversions.  (ii85-i  i8<>). 

V  2030    8100 

Sle/doff'  {\y,).  —  Sur  le  dcvcloppcnicnl  d'une  fonction  donnée 
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en  série,  procédant  suivant  les  polynômes  de  Jacobi.  (i^So- 

1232). 


A  3220    5620 


Afontet(P.).  —  SurTintégrabilité  d'une  expression  difTérentielle. 
(1233-1235). 

A  3250 

Pellet  {A,),  —  Sur  un  théorème  de  Lejeunc-Dirichlet.  (laSS- 
1236). 

A  3630 

jRaffy{L.).  —  Surles réseaux doublementcylindrés.  (i236-i238). 
A  8810 

Servant  (J/.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces.  (1239-124 1). 
A  8850 

Picard  (E,).  —  Sur  certaines  singularités  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  du  type  elliptique,  (i  293-1  î^gG). 

A  48i0 

Afesuret,  —  Sur  les  propriétés'  infinitésimales  des  systèmes  li- 
néaires de  cercles.  (i3o2-i3o3). 

A  8090    8490 

Beaulard,  —  Sur  l'anisotropie  de  la  soie  et  la  valeur  du  coeffi- 
cient de  Poisson.  (i3o3-i3or>). 

B  3290    3650 

Duhem  (P.)*  —  Sur  la  propagation  des  ondes  dans  un  milieu  par- 
faitement élastique  affecté  de  déformations  finies.  (1379-1381). 

Il  3220 
Goursat  {E.),  —  Sur  les  intégrales  de  Tcq nation 

s^A^yy-.  -.  p,  7). 
(1 383-1 384). 

V  48  iO 
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Boulanger  {A,).  —  Sur  les  équations  différenlielies  da  troÎMèine 
ordre  qui   admeltent  un  groupe  continu  de  transformatioDs. 

(i384-i386). 

A  4880    1230 

Jacob  (L.),  —  Mouvenrient  d'un  solide  dans  un  milieu  gazeux. 

(i386-i388). 

B  2860 

Dcsaint  (L.).  —  Sur  le  problème  de  la  transformation  dans  les 
séries  de  Tajlor.  (i423-i425). 

A  3610 

Le  Roux  (y.).  —  Sur  les  intégrales  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles.  (1426-1427). 

A  4830 

Boussinesq  (/.).  —  Sur  le  débit,  en  temps  de  sécheresse,  d^une 
source  alimentée  par  une  nappe  d*cau  d'infiltration. (1 5 1 1  - 1 5 1 7). 

B  2810       C  2050 

Duheni  (P.).  —  La  propagation  des  ondes  dans  les  milieux  élas- 
tiques selon  qu'ils  conduisent  ou  ne  conduisent  pas  la  chaleur. 

(i  537-1 540). 

B  3220        C  2000    9100 

Dcmoulin  {A,),  —  Sur  les  surfaces  qui  peuvent,  dans  plusieurs 
mouvements,  engendrer  une  famille  de  Lamé.  (i54i-i  544)- 

A  8420    7G50 

Quiquet  {A.),  —  Sur  l'emploi  simultané  de  lois  de  survie.(i  .")44- 

I  545). 

A  1G3() 

Younf^  (  \\\'!l.).  —  Sur  l'intégration  des  séries.  (ir)32-i()33). 
A  3220    32C() 

Cluiumat  {II').  —  Sur  les  lois  expérimentales  du  frottement  de 

f^lisscmenl.  {\i\.\^'\iV6']). 

H  3640 
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Tome  CXXXVII. 


£oussinesq  (J.).  —  Sur  un  mode  simple  d'écoulemenl  des  nappes 
d'eau  d*inGltralion  à  Ht  horizontal,  avec  rebord  vertical  tout 
autour,  lorsqu'une  partie  de  ce  rebord  est  enlevée  depuis  la 
surface  jusqu'au  fond.  (5-i  i). 

B  2810       C  2050 

Zxiussedat.  —  Sur  un  mo)^en  rapide  d'obtenir  le  plan  d'un  terrain 
eo  pa^s  de  plaine,  d'après  une  vue  photographique  prise  en 
ballon.  (a4-3o). 

A  6840 
Eiffel.  —  Expériences  sur  la  résistance  de  l'air.  (3o-32). 

Blutel{E.),  —  Sur  les  lignes  de  courbure  de  certaines  surfaces. 
(33.3;). 

A  8810    8830 
Seguier  {de),  —  Sur  les  groupes  de  Mathieu.  (3 --89). 

A  1210 

Zaremba  (S.).  —  Sur  les  fonctions  fondamentales  de  M.  Poin- 
caré  et  la  méthode  de  Neumann  pour  une  frontière  composée 
de  pol)^gones  curvilignes.  (39-40). 

A  5650    5660 

Ariès,  —  Sur  la  diminution  du  potentiel  pour  tout  changement 
spontané  dans  un  milieu  de  température  et  de  pression  con- 
stantes. (46-47)- 

C  2460    D  7200 

lioussinesq  (/.).  —  Sur  la  stabilité  d*un  certain  mode  d'écoule- 
ment d'une  nappe  d'eau  d'infiltration.  (101-106). 

B  2810       C  '2050 
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Sentant  (/ï/.).  —  Sur  l'habillage  des  surfaces,  (i  la-i  i5). 

A  S830 

Boussinesq  (/.).  —  Extension  à  des  cas  où  le  fond  est  courbe  du 
mode  d'écoulement  qui  se  conserve  dans  une  nappe  d^eau  d*in- 
fillration  reposant  sur  un  fond  plat.  (i53-i58). 

B  2810    2020 

Fraichet  {L,).  —  Ltude  sur  les  déformations  moléculaires  d*un 
barreau  d*acier  soumis  à  la  traction.  (169-170). 

D  3610 
Charbonnier.  —  Sur  la  théorie  du  champ  acoustique.  (17 1  -1 7'*). 

B  2S60        C  9200 

Duhem  (P.).  —  Sur  les  ondes  cloisons.  (237-240). 

B  2490 
Andrade.  —  Sur  les  conditions  de  la  synchronisation.  (243-a4<>). 

B  0150 
A  ries,  —  Sur  les  lois  et  les  équations  de  l'équilibre  chimique. 

(2r>3-2,)r)). 

c  24G0        D  7200 

Esclangon,  —  Sur  les  fonctions  quasi-périodiques.  (3o.)-3c»7). 
\  3220    56 10 

Dfilac  (//.).  —  Sur  les  fonctions  de  n  variables  représentées  par 
des  séries  de  polynômes  homogènes.  (3()8-3o9). 

A  3030 

Scdiykmv  (-V.).  —  Sur  les  intégrales  de  S.  Lie.  (3o()-3i2). 
A  4830 

Srbrrt.  —  Sur  raérodvnamiquc  et  la  théorie  du  champ  acou- 
sti(iuc.  ( .).') 7-. )():>"). 
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Saltykow  (JV,),  —  Sur  les  relations  entre  les  intégrales  com- 
plètes de  S.  Lie  et  de  Lagrange.  (37(3-378). 

A  4830 

Charbonnier  (P.).  —   La  théorie  du  champ  acoustique   et  le 
frottement  intérieur  des  gaz.  (378-380). 

B  2860       G  9200    9240 

Violle  («/.).  —  Sur  le  phénomène  aérodynamique  produit  par  le 
tir  des  canons  grélifuges.  (397-398). 

B  2860    24dO 

Saltykow  (JV.).  —  Sur  le  rapport  des  travaux  de  S.  Lie  et  de 
Lîonville.  (4o3-4o5). 

A  4830 

Maillet  {E,),  —  Les  fonctions  entières  d'ordre  zéro.  (4o5-4o8). 
A  3610 

Stôrmer(C.).  —  Sur  les  intégrales  de  Fourier-Cauchy.  (4o8-4 1 1). 
A  3270    3610 

Saltykow  (JV.).  —  Sur  le  problème  de  S.  Lie. (433-435). 

A  4830 

Stôrmer(C.).  —  Sur  les  intégrales  de  Fourier-Cauchy.  (436-438). 
A  3270    3610 

Guldberg  {A.),  —  Sur  les  équations   aux  différences  qui  pos- 
sèdent un  système  fondamental  d'intégrales.  (466-467). 

A  6020    1240 

Maillet  (E.).  —  Sur  les  fonctions  monodromes  et  les  équations 
différentielles.  (478-480). 

A  3610    4820 

Chessin  {A.),   —   Sur  une  classe  d'équations  différentielles  li- 
néaires. (5 1 1-5 12). 

A  4850 
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Picard  {E,).  —  Sur  les  relations  entre  la  théorie  des  intégrales 
doubles  de  seconde  espèce  et  celle  des  intégrales  de  dîflTéren- 
tiellcs  totales.  (54 1-547). 

A  3GiO    80G0 

Miltag'Leffler.  —  Sur  la  nouvelle  fonction  Ea(.r),  (554-558). 

\  3610 

Guldberg  {A.).  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences 
finies.  (560-062). 

A  GOîO    4850 

Picard  {£.),  —  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles  et  leurs 
rapports  avec  la  théorie  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce.  (594-600). 

A  3040    8060 

Guldberg.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux.  différences  finies. 

(6i4-6i5). 

A  6020    2410 

Guldberg  {A.).  —  Sur  les  groupes  de  transformations  des  équa- 
tions aux  différences  finies.  (639-641). 

A  C020    1230    2450 

Itabut.  —  Sur  la  résolution  pratique  des  équations.   {6\\'Cy\\), 

A  21U) 

Ringelniann,  —  Détermination  expérimentale  de  la  pression 
momentanée  résullant  du  choc.  (644-645). 

M  32G0 

Appell  {P')'  —  Note  accompagnant  la  présentation  du  Tome  11 
de  la  seconde  édition  de  son  Traité  de  Mécanique  ration- 
nelle. (682-684). 

H  0030 

Tannenbrrg  [\V.  de).  —  Sur  les  courbes  gauches  à  torsion 
conslanle.  (692-(iy5). 

A  8ii0 
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Borel  {£,),  —  Sur  la  détermination  des  classes  singulières  de 
Tavlor.  (695-697). 


A  3610 


Lindelôf  {É.).  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  en- 
sembles. (697-700). 


A  0430 


Ditisheim  (P.).  —  Sur  Ja  relation  entre  la  pression  et  la  marche 
des  chronomètres.  (700-708). 


B  0150 

Guillaume  (Ch.-E.).  —  Remarques  sur  la  Note  de  M.  P.  Dili- 
sfaeim,  relative  à  l'action  de  la  pression  atmosphérique  sur  la 
marche  des  chronomètres.  (703-705). 

B  0150 

JRabut.  —  Sur  la  détermination  des  figures  invariantes  des  trans- 
formations cycliques.  (7.32-734). 

A  5230 

Pincherle  (S,).  —  Sur  Tapproximation  des  fonctions  par  les  irra- 
tionnelles quadratiques.  (73^-786). 

A  3220 

Saint-'Germain  {A,  de),  —  Généralisation  des  propriétés  fonda- 
mentales du  potentiel.  (736-738). 

B  1220 

A  ries  {E.),  —  Sur  les  lois  du  développement  de  l'équilibre  chi- 
mique. (738-741). 

C  2160        D  7200 

Bernstein  (S.),  —  Sur  la  nature  analytique  des  solutions  de  cer- 
taines équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  (  778- 

78.). 

A  4840 
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Fejer  (L,).  —  Sur  les  équations  fonctionnelles  et  la  théorie  des 

séries  divergentes.  (83()-84i). 

A  6030    3-220 

Pompeiu  {D.),  —  Sur  un  s)^stéme  de  trois  fonctions  de  variables 
réelles.  (842-843). 

A  3600 

Renard  (C).  —  Sur  la  possibilité  de  soutenir  en  Tair  un  appa* 
reil  volant  du  genre  hélicoptère  en  employant  les  moteurs  â 

explosion  dans  leur  état  actuel  de  légèreté.  (843-846). 

R  2860 

Tannenburg  (  W.  de).  —  Du  problème  de  Cauchj  relatif  a  une 
classe  particulière  de  surfaces.  (()oo-()o3). 

A  8830 

Borel  {E.).  —  Sur  la  représentation  effective  de  certaines  fonc- 
tions discontinues  comme  limites  de  fonctions  continues.  (qoJ- 

90j). 

A  3220    0430 
Lattes  {S.).  —  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles.  (9o.>- 

A  G030    48*20    5230 

Mesnager  {A.),  —  Sur  les  articulations  à  lame  flexible.  (908- 

()o()). 
B  3280 

Borel  {E.),  —  Un  théorrme  sur  les  ensembles  mesurables.  (y66- 

A  0430    3200 
Aitric  {A.^.  —  Généralisation  d'un  théorrme  de  Lagucrrc.  (9<>7- 


*        • 


V  -2440 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  79 

Jtenard  (C).  —  Sur  la  qualité  des  hélices  suslentatrices.  (970- 
972)- 

B2860 

Jladamard  (/.).   —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  du  second  ordre,  (i  028-1  o3o). 

A  4840 

Goursat  (-£*.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  frac- 
tions continues  algébriques.  (io3o-io33). 

A  3220    4850 

Wallenberg  (G.).  —  Sur  Téquation  dilTércntielle  de  Kiccati  du 
second  ordre.  (io33-io35). 

A  4820 

Normand  (J.-A.).  —  De  rinduencc  de  la  surimmersion  sur  la 
vitesse.  (15122-1226). 

B2850 

Lebesgue  (//.).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions,  (i 228-1230). 
A  3210    0430 

Le  Roux,  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

(l23o-I232). 
A  4840 

Wiernsberger  (P.).   —  Convergence  des  radicaux  superposés 
périodiques,  (i  233-1 234). 

A  3220 

Ariès  (L.).  —  Sur  l'extension  de  la  formule  de  Clapeyron  à  tous 
les  états  indifférents.  (1239-124^.). 

C  2460        D  7200 
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JOURNAL  FiJR  DiR  REINE  UND  ANGBWANDTB  Mathbmatik,  gegrQadel  von  A.-L. 
Grelle,  1826,  herausgegeben  von  X.  Fuchs.  Borlin,  imprimerie  de  Georg 

Reimer. 

Tome  119;  1898. 


Fuclis  {Richard),  —  Sur  les  modules  de  périodicité  des  înlé- 
grales  hjperellipliques,  considérés  comme  fonctions  d'un  des 
points  de  ramification.  (i-si4)* 

Les  périodes 


'-■'X'^mèm   [♦,=,=  n<=-.,,] 


(î  =  1,  a,  ...,ip) 


constituent  un  système  fondamental  d'intégrales  d'uoe  équation  linéaire  homo- 
gène d'ordre  n  =  q/?  (L.  Puchs).  L'auteur  étudie  les  associées  de  cette  équa- 
tion :  on  sait  que  la  (it  — A*  )'*""*  CLSSOciée  est  l'équation  linéaire  qui  admet 

pour  intégrales  le  déterminant  V  zfc  (j'py',,  . .  .>>'i*~'')  «t  ceux  qu'on  en  déduit 

en  y  remplaçant  yp  j',,  ...,  ^^  par  A*  autres  intégrales  quelconques  de  la  pro- 
p(»sée.  L'auteur  montre  d'abord  que  la  {ip—  2  )'*•"•  associée  a  une  intégrale 

rationnelle,  dont  la  valeur  est  -r-, — r*  Ce  théorème  généralise  un  résultat  obtenu 

par  L.  Fucbs  pour  p=  2;  il  fournit  les  relations  de  Weierstrass  entre  les 
périodes  des  intégrales  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

M.  Hichard  Kuchs  montre  ensuite  que,  pour  une  équation  linéaire  quelconque 
d'ordre  /i,  a  lieu  le  théorème  suivant  : 

Si  la{n  —  k  )''"*'  associée  a  une  intégrale  rationnelle,  la  {n  —  k  —  ç )*'•"'  asso- 
ciée admet,  pour  chaque  valeur  de  q,  l'une  au  moins  des  intégrales  d'une 
équation  appartenant  à  la  même  espèce  que  la  {n  —  q)'*"'  asÈociée, 

l/auicur  applique  ce.  résultat  à  l'équation  particulière  précédemment  consi- 
dérée et  montre  que,  dans  ce  cas,  toute  associée  d'ordre  pair  possède  une 
intégrale  rationnelle,  de  forme  très  simple. 

Konifj^sbrrger  (Léo),  à  Heidelberg.   —  Sur  les  principes  de  la 
]Mécani(|iie.  (Continuation  du  Mémoire  commencé  Tome  H8, 

|)a';e  -A-j^).)  ('•>r)-49V 

L'n  premier  paragraphe  contient  l'étude  détaillée  d'un  cas  particulier,  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  mous^ements  cachés  et  des  problèmes  incom- 
plets, qui  a  été  discutée  d'une  manière  générale  dans  la  première  partie  du 
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Mémoire.  L*aatcur  considère  trois  points  matériels  et  montre,  en  particulier, 
que,  s'ils  sont  liés  par  cerlaines  conditions,  deux  d'entre  eux  paraîtront  se 
mouToir  saivant  la  loi  de  Newton^  tandis  que  le  troisième  obéira  à  la  loi  de 
Weber, 

Les  derniers  paragraphes  sont  consacrés  à  la  généralisation  des  équations 
canoniques  d*Hamilton.  La  fonction  caractéristique  est 


PxPx)dt; 


l'auteur  donne  d*abord  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à 
laquelle  elle  satisfait.  Les  équations  canoniques,  résultant  des  équations  de 
Lagrange  généralisées,  sont  obtenues  ensuite  sous  la  forme 


rf/>l'-')            d(E) 
di      ~       àp,^^  ' 

dp[--^)  _       d(E) 
dt      ~      Op,^,^^* 

dp,  _        d{E) 

dp^^^x           d{E) 

dp,,i^^t           d{K) 

rf/>.,.  _        d(E) 

dt      -        dp,  ' 

dt       -        dp',   ' 

*            dt             dj»i'-') 

où  les  nouvelles  variables  sont  définies  pur  les  équations  suivantes,  qui  per- 
mettront d*élimincr,  dans  Pexprcssion  primitive  E  de  Ténergic,  les  dérivées 
d*ordre  supérieur  —  [le  résultat  de  cette  élimination  est  désigné  par  (  E)]  —  : 

dH d^    d\\ 

^v+«""  d/t^i*^')       dt  d^i''>' 

• » 

_  dH         rf^  dH  </"-'     dll 

^•''' ■' '^  dp',    dt  âp:'^'"'^^  ' ^    rf^-«  ;î^ ' 

De  cette  forme  des  équations  canoniques  résulte  que  le  théorème  du  dernier 
multiplicateur  et  le  théorème  de  Poisson  subsistent  enc(n*e. 

Le  Mémoire  se  termine  par  un  tliéorème  sur  lu  nature  des  inti^grales  algé- 
briques de  ces  équations  d^llamilton  généralisées. 

Jffel  (i?.),  à  Vienne.  —  Sur  la  lliéorie  de  la  division  par  deux 
pour  les  Ibnclions  elliptiques.  (  J0-()4). 

Ce  travail  a  pour  objet  Tétude  de  la  division  par  deux  pour  Certaines  trans- 
formées des  fonctions  elliptiques,  trouvées  par  Ilermite,  en  coriibinunt  deux 
transformations  quadratiques,  à  savoir  : 


sn 
en 
dn 


(l-h^lY'uiy 


l    r-sJJ 


Il  s*agit  d'exprimer  les  quatre  valeurs  prises  par  ces  trunsformco,  quand  on  y 
remplace  u  par  —  »  en  fonction  rationnelle  de  snti,  cm/,  dnu.  I/une  des  quatre 

Buli.  des  Sciences  mathém.^  j*  série,  t.  XWIII.  (Juin  190/1.)  H. G 
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valeurs  a  été  donnéo  par  Ilcniiilc;  l'auteur  trouve  les  autres  CD  se  icrvaiit  de 
foriiiiiles  (le  transforinalion  ducs  à  Abel.  Il  reclifîe  d'iibord  la  démon »lr«tiun 
qui  a  été  donnée,  pour  ces  foriiiules,  par  Ennepcr. 

Mangoldt  (von  //.),  à  Aix-la-Chapelle.  —  Sur  une  application 
de  la  fot'inulc  de  Riemann  pour  le  nombre  des  nombres  premiers 
iaréricurs  a  une  limite  donnée.  (65-^1). 

Démonsiratiou  du  lliéorcmc  suivant  : 

Le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  est  représenié  a^jrmpto- 
tiquement,  pour  de  faraudes  valeurs  de  J7,  par  la  fonction 

et  cela  de  telle  manière  que,  si  l'on  désigne  ce  nombre  par  F(x),  ie  guo^ 
tient  —^ — 7— — r— ^^ — -  tend  vers  zéro,  pour  x  infini. 

Schoti/k]y  {F-)y  à  Marburg.  —  Sur  les  neuf  points  d'inlerseclion 
de  deux  courbes  planes  du  troisième  ordre.  (72-81). 

Soient  2,  ^,  y  trois  de  ces  neuf  points.  L'auteur  considère  le  détermi- 
nant/^^^^  tel  (\vte  f^y=  o  exprime  que  ces  trois  points  sont  eu  ligne  droite; 
le  délerniiiiant  ji,%o^.  Ici  que  ^'',s«~  '^  exprime  que  les  six  autres  points  sont  sur 
une  conique;  et  le  déterminant  h^^  tel  que  /i^^=o  exprime  que  x  est  poial 
double  d'une  cubique  passant  par  les  huit  points  autres  que  ^.  L*auteur  établit 
diverses  idenlitês  lùint  ces  trois  sortes  de  déleruiinanls.  Elles  le  coihUiïsimiI  à 
traiter  les  deux  proltiènies  suivants  : 

I"  C;«Iculer  l<'s  ctxu'données  d'un  des  neuf  points,  en  fonction  des  conr- 
dimni-es  »ie>4  huit  aulre>i; 

a*  Ktaiit  donnés  sept  des  neuf  point»;  et  une  droite,  caractériser  les  rouplr*. 
de  points  de  celte  di«»itequi  forment,  avec  les  sept  points  donné»,  Tintersrctiou 
complote  de  ileux  cubiques. 

Gutznier  u-K»,  à  Halle.  —  Sur  la  démonstration  de  rexislenro 
lies  iiUô:;rales  d  iiii*^  é(|iinlion  dillérentiellc  linéaire,  donnée 
par  l*aid  (ninlher.  (  S.>-Srn. 

(•unlher  ax.iit  inili<|u<.'  ipu*  >u  di*mon<liMti>Mi  perniottail  dt-  trou\er  unr  limite 
Miperieure  de  l'ctrenr  «ommioc  en  aitrltint  à  un  lormc  d<*  run^  quelconque  la 
<i-iie  qui  reprr^onle  uno  inti'^iiilr.  M.  «.lUtzmcr  Ci»nipli-le  la  denion<trati<>ti  de 
nianicrc  à  tioii\er  t  iVoclnenu  ni  celle  liiuilc. 

Nolirr  nécri»lo^l»|iM'  >iif  l'rn».l-( '.liri>han-Jiiliu'»  Selierin^  <i  >  jniU 
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IVallenberg  (Georg.).  —  Sur  les  équations  différeniîellcs  non 
Hoéaires  du  second  ordre.  (87-1 13). 

Le  problème  que  Tauleur  a  en  vue  est  de  caractériser  celles  des  équations 
d*ordre  supérieur  au  premier  dont  les  points  singuliers  mobiles  sont,  comme 
cela  a  lieu  pour  les  équations  du  premier  ordre,  des  points  singuliers  algé- 
briques et  non  des  points  singuliers  essentiels.  11  se  limite  aux  équations  homo- 

y 

gènes  du  second  ordre,  pour  lesquelles  la  transformée  en  tv  =  ^^  est  du  pre- 

mier  ordre,  ce  qui  permettra  d'appliquer  des  théorèmes  connus. 

Dans  le  cas  où  la  variable  indépendante  ne  figure  pas  dans  Téquation,  la 
condition  pour  que  Téquation  ne  possède  pas  de  points  d'indétermination  autres 
que  le  point  à  TinHni,  est  que,  dans  le  développement  de  tv'  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  (v,  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  (v,  s'il  est 
supérieur  à  f,  soit  au  moins  égal  à  3.  En  utilisant  les  théorèmes  de  Briot  et 
Bouquet,  l'auteur  trouve  aussi,  dans  ce  cas,  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  les  intégrales  soient  uniformes  et  étudie  la  nature  fonction- 
nelle de  ces  intégrales. 

Il  étudie  ensuite,  d'une  manière  analogue,  en  se  servant  des  résultats  de 
Fuchs  et  de  Poincaré  pour  les  équations  du  premier  ordre,  le  cas  où  l'équa- 
tion homogène  du  second  ordre  considérée  contient  la  variable  indépendante. 
Plusieurs  exemples  sont  traités  en  détail. 

Ilenscl  (Kurt).  —  Sur  la  réduclîon  des  systèmes  de  diviseurs  à 
leur  forme  canonique.  (Deuxième  Mémoire.)  (i  i4-i3o). 

L'existence  d'une  forme  réduite,  défînie  sans  ambiguïté,  pour  tout  système 
de  modules  [F^{x)y  Fj(a:),  ...,  F^^{x)]f  a  été  établie  dans  le  précédent 
Mémoire  de  l'auteur  (même  journal,  t.  118,  p.  aS^-aSi).  Ce  deuxième  Mémoire 
contient  une  méthode  pour  obtenir  cette  forme  réduite  par  un  nombre  limité 
d'opérations.  Les  modules  F, (or)  sont  supposés  premiers  entre  eux  dans  leur 
ensemble. 

La  première  partie  de  la  réduction  consiste  à  décomposer  le  système  de 
modules  donné  en  un  produit  de  systèmes  de  niodulos  simples,  c'est-à-dire  de 
la  forme 


(U) -(/»-,  F,(^),  ...,F,,(a:),  P"), 


où  p  est  un  nombre  premier  et  P  un  polynôme  entier  en  x^  à  coefficients 
entiers,  dont  le  premier  coefficient  est  un,  et  qui  est  irréductible  modulo  p; 
et  où,  de  plus,  aucun  des  éléments  l\{x)  n'est  divisible  par  le  dû'iseur  pre- 


mier 


ier  (p,  P(x)V 


L'auteur  montre  ensuite  comment  on  arrive,  par  un  algorithme  rationnel,  à 
ramener  un  système  simple  (II)  à  la  forme  canonique  unique 


(»^(P),  «l»,(P),  ...,  «1^(1»)), 
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où  les  élémcnis  primaires  4>,-(P)  sont  liés  par  des  relations  de  la  forme 

V 

;?'••*._,=  2]  ^k****        («  =  i»  2.  ...1  V), 
k=i 

dans  lesquelles  les  coefficients  b,^^^  sont  des  fonctions  primaires  de  F  sans  divi- 
seur numérique,  en  même  temps  que  chaque  élément  6,-|^  est  réduit  à  soo  plus 
petit  reste  relativement  au  système  de  modules  (y/'i,  ^^i). 

Thomé  (L.-IV,)^  à  Greif^wald.  —  Sur  les  équations  dîflTérenlielles 
linéaires  à  cocrdclents  algébriques  non  uniformes.  (Deuxième 
Mémoire;  voir  ménie  journal,  l.  llo.)  (i3i-i47)- 

L'auteur  rend  compte  de  son  Mémoire  dans  les  termes  suivants  : 

«  Dans  le  premier  Mémoire,  rappelé  ci-dessus,  on  supposait  que  les  branches 
des  diverses  fonctions  algébriques  figurant  rationnellement  dans  les  coefficients 
de  réquation  considérée  pouvaient  être  combinées  à  volonté  sans  qu'aucun  des 
dénominateurs  des  coefficients  devint  nul  identiquement.  Cette  hypothèse  est 
maintenant  laissée  de  cùté  et  Ton  ne  considérera  que  des  combinaisons  de  ces 
branches,  pour  lesquelles  aucun  dénominateur  ne  s'annule  identiquement.  » 

Dans  le  n"  1,  l'auteur  montre  comment  on  peut  exprimer  une  combinaison 
de  branches  de  plusieurs  fonctions  algébriques  rationnellement  an  moyen  de 
la  variable  indépendante  et  d'une  autre  fonction  algébrique.  Oo  ramène  ainsi 
l'équation  donnée  à  plusieurs  équations  linéaires  qui  rentrent  dans  le  cas  traité 

dans  le  premier  Mémoire. 

Des  considérations  analogues  servent,  dans  le  n'  2,  à  construire  effcctive- 
mcnl,  dans  tous  les  eus,  l'équation  linéaire  homogène  à  coefficients  rationnels, 
dont  les  intégrales  sont  les  intégrales  linéairement  indépendantes  d'une  équa- 
tion linéaire  homogène  à  coefficients  algébriques  donnée.  Le  nombre  Hc  ces 
intégrales  linéairenicnl  indépendantes  peut  élre  moindre  que  le  produit  de 
Tordre  de  réquation  par  le  nombre  des  combinaisons  des  branches  des  fonc- 
tions a!gél)ri(iues  figurant  dans  les  coeflicients. 

Les  n"»  3,  4  contiennent  des  ailditions  à  des  Mémoires  antérieurs  de  Tauteur, 
notamment  en  ce  qui  concerne  la  représentation  des  sous-groupes,  dans  un 
groupe  d'intégrales  où  interviennent  des  exposants  qui  ne  dilTèrent  que  par  des 
nombres  entiers. 

Hancock  (Ilarris),  à  Chicago.  —  Formes  canoniques  pour  la 
représentation  uni(|iie  des  systèmes  de  modules  de  K.roneoker. 

(.48-170). 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur,  indépendamment  des  recherches  de  M.  Kurt 
llenscl  sur  le  même  sujet,  sont  analogues  à  ceux  de  ce  dernier  {voir  ci-dessus 
l'analyse  du  Mémoire  de  M.  Ilensel).  Le  système  donné 
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est  d*abord  décomposé  en  systèmes  de  la  forme 

où  p  est  un  nombre  premier.  Ces  systèmes  sont  réduits  à  leur  tour.  Le  pro- 
cédé de  réduction  est  exposé  en  détail  pour  /i  =  i,  2,  3,  4*  Pour  /i  =  3,  par 
exemple,  la  forme  canonique  est  (/>^i /'^Mp /'M,,  Mj),  avec  les  relations  de 
conditions  caractéristiques 

où  les  premiers  coefficients  de  0,  O('),  90  sont  égaux  à  un;  les  degrés  de  9  et  ^ 
moindres  que  celui  de  6,  le  degré  de  6(^)  moindre  (juc  celui  de  0^*)  et  où  enOii 
les  coeflicients  de  toutes  les  fonctions  sont  réduits  modulo  p. 

Baur  {L,)y  à  Dannsladt.  —  Sur  les  ramifications  des  surfaces  de 
Rîcmanu  à  trois  feuillets.  (171- 174). 

L^auteur  montre  comment  ses  rechenlics  sur  les  fonctions  d'un  corps  cubique 
{Math.  Annaten,  t.  XLIII  et  XLVI)  tourniâsent  un  exemple  absolument  précis 
pour  les  résultats  généraux  de  llensel  {Silzungsberichten  der  Uerliner  Aka- 
demie,  17  octobre  et  j8  novembre  1890),  rclaiifs  aux  ramilications  des  surfaces 
de  Hiemann. 

Hensel  (Kurt),  —  Sur  les  propriétés  arithmétiques  élémentaires 
des  systèmes  de  modules  de  deuxième  rang.  (i^j-iSj). 

Le  système  de  modules  considéré  est,  comme  dans  le  Mémoire  du  même 
auteur  analysé  ci-dessus, 

et  le  système  est  encore  supposé  pur,  c'est-à-dire  (|ue  les  F^(a7)  n'ont  pas  de 
diviseur  commun.  En  se  servant  des  résultats  qu'il  a  obtenus  précédemment, 
l'auteur  résout  les  deux  questions  suivantes  : 

!•  Trouver  le  nombre  N(M)  de  toutes  les  fonctions  entières  de  a:,  à  coeffi- 
cients entiers,  incongrues  modulo  (M). 

a*  Trouver  le  nombre  9(iM)  de  toutes  les  fonctions  de  a:,  incongrues 
modulo  (M  ),  et  n'ayant  pas  de  divisour  commun  avec  (  M  ). 

Kiihne  {fl')i  à  Herford.  —  Extension  d'un  théorème  de  Géo- 
métrie aux  multiplicités  d'ordre  pair,  comme  exemple  de 
rapplicatioQ  d'un  délerminant  gauche.  (186-19;)). 

Le  théorème  à  généraliser  est  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles  formés  par  quatre  droites 
passent  par  un  même  />oint  et  leurs  centres  sont  sur  un  même  cercle. 

L'auteur  montre  que  rcxacliludi*  du   iliéorèuic  dépend  de  réviinouisscmrnt 
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(i*un  délerininant  symétrique  gauche  d*ordre  it  +  i*   n  étant   le  nombre  de 
dimcnsiuns  de  l'espace  considéré.  Le  Ihéorcroe  est  donc  vrai,  si  n  eit  pair. 

Ilorn  (/.),  a  CliarloUenburg.  —  Sur  la  naltire  des  iolëgrales  des 
éqiialions  (lifTércnlielles,  dans  le  voisinage  d'un  poinl  d^indélcr- 
mitialioii.  (196-209  et  267-290). 

Suite  du  Mémoire  commencé  Tome  118  du  môme  journal. 
Deuxième  Partie.  —  On  considère  Féquation 

dx       Q(J?,  ^) 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  y,  dont  les  cocfGcients 
sont  des  fonctions  régulières  de  Xf  dans  le  domaine  de  j?  =  o.  On  pose 

9(a)  =  P(o,  a),        4.(»)  =  Q(o,  a). 

Tous  les  cocflicients  sont  supposés  réels,  x  est  une  variable  réelle  tendant  vers 
zéro  trt  l'on  étudie  comment  se  comportent  les  intégrales  réelles.  Les  résultats 
principaux  sont  les  suivants  : 

Si  une  intégrale  tend  vers  une  limite,  pour  j?=  +  o,  celte  limite  satisfait  à 
ré(luation  cp(a)  =  o.  A  une  racine  réelle  a  de  cette  équation  correspond  une 

seule  intégrale  tendant  vers  a,  ou  une  infinitéi  suivant  que  y^ — ^  est  ncgalit 

ou  positif. 

Si  A*  >  o,  chaque  intégrale  y  =/{x)  tendant  vers  t,,  pour  x  =  o,  est  repré- 
sentée asyiiiptotiqut'iaent  par  une  série 


*ij  ~T~  6  •  «r  ~T~ ...  ~""~  s  Jr   —•" ... 


qui  satisfait  formcllcinent  à  l'équation.  On  a 

l„,j-i_i 2 « 2 —  -o         cl         lim/v-'(x)= /lîî 

froisicmc  Partie.  —   LVtiuulion  dilTcrenlicllc 


tix 


^'''\i'-  =<-'(^.  V). 


où   CiV-î".  .v^   -  </ r    -  1  V^.^j**^»;*  est  une  fonction   n-sulii-ro  ddiis    le   iltun^inc 

lie  X    ;  o,   >•  -:  o  el  ou  A"  est  un  entier  positif,  est  ^ériliec  funuelU  ment  par  une 

M  rie 

V -.- c.x  -    ex'  — . . .— c.x""  — ..., 

i\\\'\  n'est  eiMiverjicnlo  en  eènéral  que  pour  x  =  o.  L'aulcur  ninniro  comment 
relie  série  [»eul  repreM*nler  «isMiipintiqueineiit  li'«»  intesrdtes  qui  tendent  vers 
/er«».  qn.iihl  Ki  v.n  ialile  x  te:i<l  \er>  le  poiiil  Mn^uher  il'indeterniinatiou  x  =  •'. 
Miixaiil  un  (  lieiiiin  ileltriiiiiie  v  u**  l-i>.  Le  ir'  C>  contient  des  resuitat>  lomplc- 
uii'ui.nre>i  -««ur  Kï  in.miere  dont  se  ciim|>orli'nl  los  intè^r^Ie^  c»«nMderfe*. 

Oans  le>  n*  ù  et  7.   railleur  intntiluil   riixpulheM.*   *\\ïc  la   M'rie  lï  e^l   de   la 
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forme  a^-*-^p(j:,  y),  avec  p(o»  o)  =  o;  il  donne  alors  pour  y  un  dévcloppe- 
ment  eo  série,  qui  n'est  pus  convergent  lians  tout  le  domaine  de  jr  =  o;  mais  qui 
est  convergent  pour  des  valeurs  de  x,  réelles  et  positives,  suflisamment  petites, 
daos  le  cas  où  la  partie  réelle  de  a  est  positive.  Cette  représentation  analytique 
dey  est  liée  i  une  représentation  asymptotique  au  moyen  d'une  série  diver- 
gente, qui  procède  suivant  les  puissances  de  x  et  d'une  expression  exponen- 
tielle. 

Bruckel  (Ph.)y  à  Darmstadl.  —  Démonstralion  des  formules  de 
M.  S.  Gundelfinger  pour  le  problème  des  axes  principaux  des 
surfaces  du  second  ordre  et  de  la  seconde  classe,  en  coordonnées 
homogènes  quelconques.  (2io-233  et  SiS-Say). 

Cette  exposition  est  faite,  d'après  des  indications  de  M.  Gundelfingcr.  C'est 
une  extension  des  méthodes  employées  dans  ses  Leçons  sur  la  Géométrie  atta- 
lyiiqite  des  sections  coniques  (  Dingeldey,  1890).  Les  démonstrations  sont  sou- 
vent seulement  indiquées.  Les  formules  sont  tout  à  fuit  générales  et  les  cas 
particuliers,  ainsi  que  les  cas  de  dégénérescence,  sont  examinés  d'une  manière 
complète.  Voici  le  sommaire  des  questions  truitées  : 

Première  Partie.  —  Critères  pour  les  surfaces  du  second  ordre  et  de  la 
seconde  classe  et  pour  les  courbes  du  second  ordre  dans  l'espace. 

Deuxième  Partie,  —  Problème  des  axes  principaux  pour  les  surfaces  du 
second  ordre  (invariants  et  covariants,  contravariants,  centres,  plans  princi- 
paux, axes). 

Troisième  Partie.  —  Problème  des  axes  principaux  pour  les  surfaces  de  la 
seconde  classe. 

Quatrième  Partie.  —  Conditions  pour  les  surfuces  de  révolution  du  second 
ordre  et  de  la  seconde  classe.  Examen  des  cas  de  dégénérescence. 

Jahnke  {Eugen)^  à  Charlottenburg.  —  Sur  un  système  ortho- 
gonal très  général  formé  avec  les  fonctions  théla  de  deux  argu- 
ments, et  sur  ses  applications  à  la  Mécanique.  (2.34-252). 

Un  système  orthogonal  quelcon  |ue  de  neuf  éléments  s'exprime  en  fonction 
rationnelle  de  quatre  paramètre».  Partons  d'un  système  orthogonal  K.  délini 
ainsi  par  les  paramètres  e,,  e,,  ej,  e^,  et  considérons  le  système  orthogonul  A, 
déiini  par  les  paramètres 

Les  éléments  de  A  s'expriment  (  Cf.  le  Mémoire  du  même  auteur,  même  journal, 
t.  118,  p.  I'a'})  au  moyen  des  éléments  de  K,  des  deux  systèmes  orthogonaux 
de  neuf  éléments  définis  par  a,,  a,,  a^,  a^  et  par  ^,,  'p^,  ^j,  ^^  et  du  sy^tème 
orthogonal  de  seize  éléments  détini  (d'après  Caspary)  par  les  huit  paramètres 

*ï»  *r  *j»  *«•  ?i»  r;'  ri»  ?*• 
Si  r<m  pose  alors,  en   introdui>ant  le^  fonctioii>  6  de  doux  argumtMils,  avec 
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les  notations  de  Weicrstrass  et  Gupel, 

ajzrA.e^  (a;,4-^p  jr3-+-:Kî),        Pi=^Ô»  (^i  — ^p  ^i— r»)i 

«4=  Aje,3(x,-hy„  ar,  +  ^,),        P4=  Aje„(x,— >„  a?,— >',), 

où  A,  et  A,  sont  des  fonctiops  arbitraires  des  arguments  x^^y^  introduits. on 
obtient  pour  système  A  li>  système  trouvé  par  Kôtter  et  qui  sert  à  la  résolution 
de  nombreux  problèmes  de  Mécanique. 

L'auteur  montre  ensuite  que  ce  système  peut  s'obtenir  par  la  composition  de 
deux  systèmes  orthogonaux  iJeniiques  de  seize  éléments;  ce  qui  lui  fournît  la 
construction  d'un  système  de  formules  encore  plus  général,  contenant  le  pré- 
cédent comme  cas  particulier. 

II  donne  un  système  d'cqualions  aux  dérivées  partielles,  caractéristique  pour 
le  système  orthogonal  ainsi  trouvé,  et  contenant  aussi,  comme  cas  particulier, 
les  relations  indiquées  par  kOtler  pour  son  système. 

Ueymann  (  ir.),  à  Clieninilz.  —  Sur  Téquation  diflerentielle 

(253-258). 

Pctrovitch  a  montré  que  cette  équation  se  ramène  par  une  transformation 
^  =  p  5  à  la  forme 


( 


dx  ) 


et  par  suite  à  la  forme 


5^=F(0  +  V.. 


L*auteur  donne,  par  des  procédés  plus  simples,  des  réductions  équivalentes;  il 
obtient,  en  particulier,  les  formes 

Nolice    n('crolof;;i(|ue    sut*   Franccsco    Bt*Ioschi    (mort    le    i3   dé- 
cembre i«S<)7).  (,''^5()). 

Sujet  du  Prix  de  la  Société  priiicière  de  Jablonowski,  de  Leipzig, 
|)oiir  rami«''c  it)oi.  (260). 

u  P»  rfooiionner,  en  un  point  essentiel,  4a  théorie  des  formes  difTérent telles 
(|ua(lriiti(|ucs.  » 

llc[ftcr\^Lothar)s  à  Bonn.  —  Sur  les  groupes  abéliens.  (2G1-2G6). 
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Ud  élément  da  groupe  est  dit  appartenir  à  un  exposant  d,  si  d  est  Texposant 
de  la  plus  petite  puissance  de  cet  élément  se  réduisant  à  Pélément  unité. 
Soit  ^{d)  le  nombre  des  éléments  du  groupe  appartenant  à  un  nombre  d 
donné.  L'auteur  étudie  les  relations  entre  ij/(c/)  et  la  fonction  arithmétique  ^{d) 
{Cf.  Nbtto,  Vorlesungen  ûber  Algebra,  t.  II). 

Saalscliiltz  (/*.)?  ^  Konigsberg.  —  Sur  les  solutions  rationnelles 
de  Téquation  fonctionnelle 

C  4^(n)4^(/i -h  i) -h  (A'n-f- B')  iK/i -M) 

—  [  A'(fn- 1)  +  B']  4;(n)  H- A'  — A'=  o. 
(291-312). 

L^auleur  montre  d'abord  qu'on  peut  se  borner  à  chercher  des  solutions  de  la 
forme 


/i*-»-»-  r,n*-*-h. .  .-f-  rj^.i 


/i*  4-  j ,  /i  *-  '  -H- . . .  -H-  J^ 

On  trouve  ensuite  que  X  peut  être  pris  arbitrairement,  à  condition  que 

(A'-A')C 
soit  égal  à 

(A'B'— A'B  — A'A')X  — A'A'X». 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  i{/(/i)  se  déterminent  alors  explicitement. 

Gùntlier  (Paul).  —  Addition  au  Mémoire  :  «  Sur  les  équations 
difTérentielles  linéaires  dont  les  intégrales  n'ont  qu'un  point 
singulier  à  distance  fînie  et  sont  régulières  à  Tinfini  ».  (Même 
journal,  l.  lOo,  p.  1  et  suivantes.)  (33o-338). 

Dans  le  Mémoire  en  question,  Giinther  avait  envisagé  le  cas  où,  pour  une 
équation  d'ordre  n,  de  respècc  considérée,  tous  les  cocrficieiils  de  la  fonction 

entière  G(  — )»  qui  intervient  dans  un  fadeur  déterminant  c    ^-""A  sont  des 

racines  multiples  d'ordre  n  des  équations  auxiliaires  correspondantes.  Il  avait 
énoncé  un  certain  nombre  de  théorèmes  relatifs  à  ce  cas. 

La  présente  Note  contient  les  démonstrations  de  ces  théorèmes  et  de  quelques 
aoires  et  indique  les  rapports  entre  ces  ihéorèines  et  les  développements  du 
n*  V  du  même  Mémoire.  Elle  a  été  rédigée  par  L.  Schlesinger,  d'après  des 
papiers  laissés  par  GUntlier. 

Siàckel  (Paul),  à  Kiel.  —  Sur  rexistcnce  des  intégrales  dans 
les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  [>arlielles.  (33()-346). 

Kônigsberger  a  essayé  de  démontrer  l'existence  des  intégrales  en  se  bornant 
aux  systèmes  d'équations  du  premier  ordre,  contenant  s  fonctions  inconnues 
et  s  équations,  et  en  ramenant  le  cas  général  à  celui-là,  par  l'introduction  de 
nouvelles  fonctions  in(^onnucs  égales  aux  dérivées. 
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L'aulcur  remarque  que  les  systèmes  du  premier  ordre  qu'on  •btient  ainsi  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  que  s'impose  M.  KOnigsberger  dans  sa  démonstra- 
tion. Car,  d'une  part,  ils  ne  satisfont  pas  à  certaines  conditions  exprimant  que 
des  déterminants  fonctionnels  ne  sont  pas  nuls  et,  fait  plus  caractéristique 
encore,  ils  ne  sont  pas  complètement  intëgrctbles. 

Pincherle  (S.),  à  Bologne.  —  Sur  la  transformée  d'Euler. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  L.  Schlesinger,  à  Clausen- 
bourg.)  (347-349). 

Soit  D  le  S3'mbo1e  de  la  dérivation  ordinaire.  Définissons  une  opération  A, 
par  les  équations  symboliques 

DA,=:A,D,        A;D  =  *A,, 

où  A^  désigne  la  dérivée  fonctionnelle  A,(â?9)  —  â?A,(<p)  de  A,. 
L'auteur  montre  que  cette  opération  équivaut  à  la  transformation  d'Euler 


et   qu'on  peut,  en  partant  syntliétiquement  de  cette  définition,   obtenir  les 
diverses  propriétés  de  cette  transformée. 


Tome  120;  1899. 

Ilorn  (./.),  à  Cliarloltenburg.  —  Sur  la  nature  des  intégrales  d'une 
équation  difTérentielIe  linéaire  du  premier  ordre,  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  d'indétermination.  (1-26). 


Il  s'agit  de  Téqualion 


dy 


où  A  est  un  entier  positif  et  g{x)^  à(x)  deux  séries  entières,  convergentes 
dans  le  domaine  de  J7  =  o.  Fur  une  transformation  simple,  on  peut  faire  en 
sorte  (|uc  é'(^)  soil  un  polynôme  entier,  de  degré  A*  au  plus, 

g{x)  =  14- a, a:  4-  a^x^-h.-.-i- a^x^. 
Celle  équalion  est  vérifiée  formellement  par  une  série 

3    ^    Cg  ~T~  CyX    "T*   C2  X     -T~  •  •  •  • 

Soil  t  riniégralc  de  réqiiaiion  sans  second  membre 

—  (  --*-... -H -i—l  ) 

t^e      *-*^  •*      x*k. 
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L'inté^ale  définie 

présente,  suivant  le  rbemin  d*iniégralion,  diverses  intégrales  de  la  proposée, 
4  condition  que  le  chemin  d'intégration  satisfasse  à  la  condition  linW  =  o.  Kn 

.r  =  0 

limitant  la  variation  de  x  dans  divers  secteurs  d'un  cercle  ayant  Toriginepour 
cenire,  Tauteur  définit,  au  moyen  de  celte  intégrale  t„  k  intégrales  particu- 
lières T„T|2...T,|^  de  l'équation  proposée.  Il  montre  que  S  représente  asympto- 
liquement  ces  diverses  intégrales  v;^.  Celles-ci  peuvent  aussi  se  représenter  par 
des  !»éries  de  la  forme 

si  a^  n'est  pas  un  nombre  entier;  les  A„.  sont  des  constantes  et  P(^)  est  la 
seule  intégrale  de  la  proposée  qui  soit  uniforme  dans  le  domaine  de  ;7  =3  o.  Si 
€M^  est  un  nombre  entier,  on  a 

'i«=P(^)  +  ['A„4-Blogx]/-«. 

Dans  un  dernier  paragraphe,  Tauteur  étudie  les  racines  des  équations 

V{x)  =  const., 

et  montre  que  P(:r)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

P(x)  =  x'g(1)p(j:), 

où  G  est  une  fonction  transcendante  entière  de  genre  Ar,  5  un  nombre  entier 
et  p  une  série  entière  ne  s'annuiaut  pas  dans  le  domaine  de  l'origine. 

Hermès  (0.)>  ^  Steglilz.  —  Les  formes  des  polyèdres  (avec  une 
plancbe).  (27-09  et  3o5-353). 

Énumération  des  diverses  formes  possibles,  d'après  le  nombre  des  faces,  le 
nombre  des  cùtés  des  diverses  faces  et  le  nombre  de  faces  des  divers  angles 
polyèdres. 

Is^  première  partie  est  consacrée  aux  polyèdres  simjtlcs,  cVsi-à-dire  dont 
tous  les  angles  polyèdres  sont  des  triédres.  Le  principe  de  la  classification  est 
le  suivant.  Une  des  faces  avec  le  nombre  maximum  de  ctMés  est  appelée /ar« 
yàndamentale ;  les  faces  adjacentes  à  celle-là  sont  dites /ace5  latérales  et  les 
autres  sont  dites  faces  de  couverture  {Deck/làchen  ).  Les  cAiés  de  la  face  fon- 
damentale sont  dits  arêtes  fondamentales;  les  arêtes  qui  aboutissent  à  des 
sommets  de  cette  face  sont  dites  arêtes  latérales  et  toutes  les  autres  sont  les 
€Mréles  de  couverture  ;  les  arêtes  de  couverture  qui  ne  font  pas  partie  des  faces 
de  couverture  sont  dites  inter-arétes  { Zwischenkanten).  Cl)a({uc  polyèdre  est 
alors  défini  par  une  formule  donnant  le  nombre  de  côtés  de  la  face  fondamen- 
tale, de  chacune  des  faces  latérales  et  des  faces  de  couverture  et  l'indication 
des  inter-arétes. 

l.'«iutcur  donne  les  formules  des  polyèdres  jusqu'aux  décaèdres,  pour  lesquels 
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il  trouve  a33  formes  différentes.  Il  annonce  Vexistence  de  taSo  formes  pour  les 
polyèdres  simples  à  onze  faces  et  de  7533  formes  pour  les  polyèdres  simples  à 
douze  faces. 

La  seconde  partie  traite,  d'après  une  méthode  analogue,  des  polyèdres  dont 
les  angles  polyèdres  sont  quelconques  et  contient  rénuméralion  des  formes  de 
ces  polyèdres  jusqu^aux  octaèdres  inclusivement.  L'auteur  indique  aussi  une 
classification  au  moyen  de  formules  relatives  aux  arêtes  seulement  {KanUn- 
formeln)i  qui  met  en  évidence  un  lien  étroit  entre  ces  polyèdres  géoénux 
et  les  polyèdres  simples  à  angles  trièdres. 

Neumann  (Ernst),  à  Halle.  —  Sur  la  théorie  de  rélectrostaliquc 
de  Poisson,  el  en  parliciilier  sur  la  dislri  bu  lion  électrique  sur 
un  conducteur  limité  par  trois  surfaces  spbériques.  (60-98  et 
277-304). 

La  première  partie  du  Mémoire  est  une  étude  sur  les  coordonnées  dipohiret, 
dont  le  but  csl  de  permettre  de  combiner,  dans  la  théorie  de  rEleclrosUUqofi 
l'emploi  de  ces  coordonnées  et  de  la  méthode  de  transformations  par  rayoas 
vecteurs  réciproques.  A  cet  effet,  Tauteur  résout  (n*  6)  le  problème  fonda- 
mental suivant  : 

«  Soient  A,,  A,  les  pôles  d'un  système  de  coordonnées  dipolaires  et  X,  d,  9 
les  coordonnées  d'un  point  M  dans  ce  système;  par  une  inversion  A,  et  A^oot 
pour  homologues  des  points  A',,  A'^  qui  seront  les  pôles  d^uo  nouveao  système 
de  coordonnées  dipolaires,  associé  au  premier  (Bildsysfem);  soient  V,  d', 9' 
les  coordonnées,  dans  ce  système,  de  Thomologuc  M'  de  xM,  dans  rinverstoa 
considérée  :  calculer  X',  &',  'f  '  eu  fonction  de  X,  2r,  9.  » 

Dans  la  seconde  partie  du  Mémoire,  l'auteur  applique  les  formules  obtenues 
à  divers  problèmes  de  distribution  électrique.  Ceux  de  ces  problèmes  qui  con- 
cernent des  conducteurs  se  ramènent,  comme  l'on  sait,  aux  deux  problèfiiti 
fondamentaux  suivants  : 

1"  Distribution  sur  des  conducteurs  isolés,  en  l'absence  de  toutes  forces  eIl^ 
rieures  ; 

2**  Distribution  sur  des  conducteurs  à  la  terre,  sous  l'inHuence  d'une  masse 
électrique  placée  en  un  point. 

La  méthode  des  rayons  vecteurs  réciproques  permet,  comme  Tauleur  le  rap- 
pelle dans  les  n"'  1  et  2,  de  ramener  la  solution  du  second  problème  pour  un 
conihiclcur  donné  à  celle  du  premier  problème  pour  un  autre  conducteur- 
Ct'tlc  réduction  se  fait  simplement  par  l'emploi  des  coordonnées  dipolaires. 
C'est  ainsi  (jne  l'autenr  traite  (n°  3)  le  second  problème  fondamental  po^^ 
deux  sphères  (problème  traité  déjà  par  C.  Neumann).  Le  résultat  obtenu  1« 
conduit  à  une  surface  de  niveau  particulière  simple  (  n*  4  )  pour  un  certain 
système  de  niasses  électriques  en  équilibre.  Une  méthode  bien  connue  l»» 
permet  alors  de  déduire,  de  la  connaissance  de  cette  surface  de  niveau,  la  solu- 
tion du  premier  problème  fun<liimcntal  pour  un  conducteur  K,  limité  par  d^* 
portions  de  trois  sphères,  dont  l'une  est  orthogonale  aux  deux  autres  (n*  3)* 
Les  paragraphes  suivants  contiennent  :  la  solution  du  second  problème  fonfla* 
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mental  pour  ce  même  conducteur  K  (  n*  6  ),  des  applications  au  problème  des 
températures  stationnaires  (n<>  7);  et  la  détermination  delà  fonction  de  Green 
pour  une  calotte  formée  de  deux  demi-sphères  concentriques  (n^  8).  F^es  der- 
niers résultats  se  trouvent  vérifiés  par  une  méthode  directe  (n»  9).  Le  n*  10 
contient  une  généralisation  des  considérations  du  n<*  4  pour  une  classe  étendue 
de  systèmes  de  conducteurs;  enfin  un  exemple  simple  des  applications  qu'on 
peut  en  faire  est  traité  dans  le  d?  11. 

Hensel  (Kurt),  à  Berlin.  —  Sur  les  corps  a]gëbric|iies,  qui  sont 
composés  avec  deux  autres.  (99-108). 

Soit  G,  le  corps  algébrique  défini  par  une  racine  jr,  d'une  équation  algé- 
brique F(a?)  =0,  de  degré  n;  G,,  G3,  ...,  G^  les  corps  algébriques  conjugués 
de  celui-làf  c'est-à-dire  correspondant  aux  autres  racines  x^^  x^j  ...,  x^  de 
F{x)  =0.  On  considère  les  systèmes  S  de  la  forme 


X^^ 

J?,j 

•    •    • 

^im 

^n 

a?jj 

•    •    • 

^2m 

•  •  • 

... 

•    •    • 

•      •      • 

^«1 

^«2 

•    •    • 

X 

dans  lesquels  les  éléments  des  diverses  lignes  appartiennent  respectivement 
aux  corps  G|,  G,,  ...,  G^,  les  éléments  de  chaque  colonne  étant  conjugués  les 
Uns  des  autres.  Les  diviseurs  élémentaires  de  ces  systèmes  S  ont  fait  l'objet 
des  recherches  de  M.  Hensel,  publiées  dans  les  Tomes  précédents  du  même 
recueil.  De  chaque  système  S  on  peut  déduire,  par  combinaison  des  colonnes, 
des  systèmes  particuliers,  qui  sont  dits  canoniques,  et  dont  les  diviseurs  élé- 
mentaires s'appellent  les  diviseurs  fondamentaux  de  G,. 

M.  Hensel  suppose,  dans  le  présent  travail,  que  V{x)  est  le  produit  de  plu- 
Kiears  facteurs  irréductibles,  de  sorte  que  chaque  sysicme  S  est  la  juxtaposition 
de  systèmes  correspondant  à  diverses  équations  irréductibles.  Il  étudie  (  n°  1) 
les  relations  entre  les  diviseurs  fondamentaux  de  S  et  de  chacun  de  ces  sys- 
tèmes partiels. 

Dans  le  n"  2,  il  suppose  donnés  deux  corps  algébriques  G,,  T,,  dont  les 
Conjugués  soient  respectivement  G^,  ...,  G„  et  Tj,  ...,  T^;  il  considère  le 
corps  composé  da  G,  et  de  r,  (le  produit  des  deux  corps,  dans  la  terminologie 
de  Dedekind)  et  résout  le  problème  : 

Déterminer  les  diviseurs  fondamentaux  de  [Gp  T,],  au  moyen  des  divi- 
seurs fondamentaux  de  G,  et  de  T,. 

La  solution  du  cas  particulier,  où  les  divers  corps  [G-,  Tj]  sont  tous  néces- 
saires pour  obtenir  un  ensemble  de  corps  conjugués,  résultait  seule  immédia- 
tement des  résultats  donnés,  sur  ce  sujet,  dans  un  précédent  Mémoire  de 
fauteur  (t.  105  du  même  recueil,  p.  3j9-3||j. 

Tauck  [Guida),   —  Nouvelles   reinar(|ucs  sur  les   figures   réci- 
proques (le  la  Slali(|ue  graplnijuc.  (109-1  12). 

Dans  un  précédent  Mémoire  (  iiièine  ncucil,  t.  100,  p.  305),  Tunteur  a  montré 
<|uc  les  figures  réciproques  «le  la  Slalitiuc  giafiliiquc  peuvent  être  considérées 
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comme  résullant,  par  projection,  de  polyèdres  réciproques  dans  le  syslésK 
polaire  relatif  à  une  surface  de  révolution  quelconque  da  second  degré.  11 
montre  iquc  le  même  théorème  subsiste  en  remplaçant  la  sarface  de  réTolotioi 
par  une  surface  quelconque  du  second  degré.  Si  cette  quadrique  a  un  cenliVf 
le  plan  de  projection  sera  un  plan  de  section  circulaire  el  la  projection  sera 
faite,  pour  Tune  des  figures,  parallèlement  au  diamètre  conjugné  de  ce  pUi 
cyclique  et,  pour  Tautre  figure,  en  prenant  le  centre  de  la  surface  pour  poiot 
de  vue.  Des  (héorèmes  analogues  ont  lieu  pour  les  paraboloTdes. 

L'auteur  insiste  sur  ce  point  qu^il  n'y  a  pas  de  raison,  d*ordre  mécanique, 
I>our  préférer  à  cette  réciprocité  relative  à  une  quadrique,  la  réciprocité  par 
rapport  à  un  complexe  linéaire,  qui  est  employée  en  général  dans  cette  question. 

Wallcnbcrg  {Gcorg),  —  Sur  une  classe  d'équations  difieren- 
lielles  du  second  ordre  non  linéaires,  (i  i3-i3i). 

Les  équations  étudiées  ont  pour  forme  générale  F(^',  ^)  =  o,  F  éiant  un 
|)olynoiiic  entier  par  rapport  a  ses  deux  arguments;  et  l'auteur  cherche  «i  géné- 
raliser les  résultats  obtenus  par  Briot  et  Bouquet  pour  les  équations 

K(r'»r)-=o. 

Il  arrive  cfiectivement  aux  résultats  suivants  : 

I*  L'intégrale  générale  ne  peut  jamais  être  uniforme,  si  F  n'est  pas  linéaire 
en  y'  ; 

9*  Pour  que  Tcquation  possède  des  intégrales  particulières  uniformes  et 
déterminées  en  tout  point  à  distance  finie,  il  faut  et  II  suffit  qa*une  de  ses 
intégrales  premières  particulières  soit  une  équation  de  Briot  et  Bouquet;  de 
sorte  que  le  genre  de  la  relation  F  =  o  doit  être  égal  à  un. 

3*  Les  seules  fonctions  uniformes  et  déterminées  en  tout  point  à  distance 
finie,  qui  soient  liées  à  leur  dérivée  seconde  par  une  équation  al^ébri«iue.  >onl 
lo*^  fonctions  rationnelles,  périodiques  et  doublement  périodiques. 

L'.uiteur  donne  en  terminant  les  type*  d'équations  binômes  en ^i*' (]ui  admet- 
tent des  intégrales  particulière-i  tie  IV<|»ece  eun^iderro. 

Les  rt'sultal<  j:ènera«\  précedenl'i  ont  ele  donnes  par  E.  Pi>*ard.  bien  anté* 
rieurenient.  eoninie  résultant  d'un  théorème  général  su»  les  relations  alsé- 
briquos  entre  des  fonctions  uniformes  »  /?*i//e/iVi  des  Sciences  niaihemaii'jues^ 
i*  série,  t.  \  11.  p.   u»7). 

Sitnlschutz  t  L'HtisK  à  Ki"»nii:>lHM*i:.  —  Sur  une  fraction  rtmtiniie 
pai*llruli»''ro  à  uiiuioraleurs  nôîjalirs,  avei*  de>  reindn|iies  iréné- 
ralos  >urla  ooii\orireuoe  ou  l'oscillation  des  fraclioiis  runliiiues. 
\^ivVi-i(»  j  ot   î  i  >- >ô(>  •. 

*•  .  p 

>  ■::      -   le   o  :  'iîv'iil   ::î,-.^:nï'.e:    .:e;î.raî    .:  uu^    i-  ::.::•"•:;   c-  ntinuv    X,     ^"    uiir 

^^  xlvnlo  vj.;.  ^^»M  ;;:e.  l.".»'.:','»-.:r    :  m'.-*   ■••*-.r^  <.'  2v-:^   .;jî   ralîAeh'':it  !»  o«»a\er- 

V"*  .:       •  * 
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de  signe  constant  ât  parlir  d'une  certaine  valeur  de  /i.  Il  examine  plus  spécia- 
lemeot  le  cas  où  les  b'^  sont  tous  négatifs  ( 6^  =  —  b^).  Ces  remarques  conduisent 

à  introduire  les  fractions  U.=  7^^)  liées  par  la  relation  de  récurrence 

<')  U.(U„,-a.)  +  6.=  o, 

qai  sera  fondamentale  dans  le  cas  particulier  qui  fait  Tobjet  essentiel  du 
Mémoire.  Ce  cas  est  celui  où  a^  et  6.  sont  donnés  par  des  formules 

a.=  a,n-f-a|,        ^,  =  ?•«'-+- ?i« -H  ?„        «.>o,        ?,>o. 
L'auteur  pose  alors 

U.=  A/n-B4-^/(/i), 

où  A  est  donné  par  Téquation 

(a)  A'-«.A4-?,=  o, 

B  et  B,  par  deux  autres  formules,  et  où  /(/i)  est  (iénnie.  à  cause  de  (1),  par 
une  équation  fonctionnelle  simple. 

En  se  bornant  au  cas  où  Téquation  (3)  a  ses  racines  réelles  et  inégales, 
l'auteur  discute  les  valeurs  asymptotiques  de/(/t)  puur  /i  =  x  et,  par  suite, 
les  valeurs  asymptotiques  de  U..  De  cette  discussion  résulte,  par  application 
des  règles  de  convergence  énoncées  an  début  du  Mémoire,  que  \  est  conver- 
gente, sauf  dans  un  cas  d'cxceplion,  où  X  est  infinie  et  il  suffit,  dans  ce  cas,  de 
changer  la  valeur  de  a|  pour  ramener  X  à  être  convergonle. 

Pour  arriver  à  ce  résultat  général,  Tauteur  a  dû  écarter  certaines  particula- 
rités, qu'il  examine  en  détail  dans  les  derniers  paragraphes.  Dans  certains  de 
ces  cas,  on  peut  effectivement  sommer  X. 

Craig  (lliomas),,  à  Baltimore.  —  Applications  de  certaines  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  dérivées  des  équations  de  Codazzi. 
(165-188). 


Soit,  pour  une  surface 


ds^=  E  du'-h-iV  duds^-hO  dv\ 


Ou* 
SX  ~f  =  v^EG  -  b' .  B, 


X,  Y,  Z  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale.  Les  équations  de  Codazzi 
sont  des  équations  du  premier  ordre  outre  P,  Q,  H.  Kn  y  supposant  Q  =  «s  on 
en  déduit  deux  équations  lincuircs  du  second  ordre  [  l*J  --  «>,  [H]  —  o,  vériliées 
respertivoment  par  P  et  U.  L'auteur  montre  que  ces  équations  sont  nccosaire:» 
rt  sufiisantes  pour  que  les  lignes  coordonnées  soient  ronjugnées. 
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En  faisani  ensuite  diverses  hypothèses  particulières  sor  les  înTariaiits  de  ces 
équations  et  supposant  en  outre  F  =  o,  il  obtient  les  théorèmes  suivants  : 

I*  Si  les  inverses  des  rayons  de  courbure  principaux  saiisfofU  à  la  snéme 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  (E),  Véquation 
que  vérifient  les  coordonnées  cartésiennes  d* un  point  de  la  surface  est  l'ad^^ 
Jointe  de  (E)  et  ces  équations  ont  des  invariants  égaux;  le*  lignes  de 
courbure  forment  un  système  isométrique  et  le  ds"^  est  de  la  forme 

ds^  =  Uj  V,  (  U;  du^-h  V;  dv^). 

a*  Dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  des  cônes,  des  cylindrée  ei  des 
transformées  de  ces  surfaces  par  inversion,  les  équations  linéaires  vérifiées 
jHtr  les  inverses  des  rayons  de  courbure  principaux  sont  adjointe*  l'une  de 
l 'autre, 

Kôtter  {Fritz).  —  Pression  exercée  sur  le  fond  des  vases  cylin- 
driques verticaux  contenant  du  sable.  (189-24 1)* 

Imaginons  un  tube  vertical,  fermé  par  un  piston  k  sa  partie  inférieure  et 
contenant  du  sable.  La  pression  P  que  l*auteur  cherche  k  déterminer  est  la 
pression  normale  minima  qu'il  faudrait  exercer  de  bas  en  haut  sur  ce  piston 
pour  le  maintenir  en  équilibre.  L'expérience  montre  que,  si  la  hauteur  de  la 
couche  de  sable  augmente,  cette  pression  tend  très  rapidement  rers  une  limite  : 
on  supposera  donc  que  P  est  égale  à  cette  limite  et,  par  conséquent,  indépen- 
dante de  la  hauteur  de  la  couche  de  sable. 

Pour  mettre  le  problème  en  équations,  on  admettra,  avec  Coulomb,  que 
Téquilibre  tient  ^u  frottement  des  particules  de  sable;  cVst-à-dire,  d*une  ma- 
nière plus  précise,  que  pour  un  élément  de  surface  quelconque,  au  sein  de  U 
masse  de  sable,  Tangle  de  la  pression  avec  la  normale  ne  dépasse  pas  une  limite 
fixe  9  et  que,  de  même,  pour  les  éléments  en  contact  avec  les  parois  solides 
du  vas<\  cft  angle  ne  «lépasse  pas  une  limite  fixe  9,.  L'n  syslèmo  de  pr«^5'>ion>, 
satisfaisant  à  ces  conditions  et  aux  équations  générales  de  l'équilibre  des  sys- 
tèmes continus,  s'appellera  une  répartition  des  pressions  admissible.  S<»ii  V 
la  conjposanlc  normale  de  la  pression  totale  exercée  par  le  sable  contre  le 
piston,  pour  une  telle  répartition  des  pressions.  La  pre^^-^ion  P  clierrhée  sera 
le  minimum  de  toutes  ces  quantités  V.  curresp«>ndant  aux  di\crsrs  réparthi«tns 
admis>ihlrs.  Le  pr^tbléme  se  pré-^entc  ainsi  comme  un  problème  de  calcul  d<-s 
variations. 

L'auteur  lo  traiie  complètement  dans  deux  ca*  seulement  :  celui  où  la  section 
du  tube  *e  compose  de  l'espace  compris  entre  deux  droites  parallèles  et  «*cl»i 
où  la  section  du  tul>e  est  un  cercle.  Il  termine  par  quelques  considérations  sur 
la  forme  vraisemblable  de  l'expression  de  P,  dans  le  cas  général. 

Knrs(*r  {  Adoi/),  à  Dorpat.  —  Élude  et  roprésenlalion  asvnipto- 
liquo  ilos  inlôj^ralos  de  certaines  équations  ditrérenlielles  li- 
néaires, pour  de  irrandes  valeurs  de  l'argument.  (Troisit-me 
MôinoiroV  (  i6"-•.^."5^. 

r,entT.«h«'.<lii»n  des  rc^ullals  olaenus  dans  le  précédent  Mémoire  public,  sou* 
le  nu' MIC  liltc.  d.ins  le  l'o.nc  117  du  nièine  recueil. 
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1.  ^intégrale  générale  réelle  de  l'équation 

peut  se  représenter  sous  la  forme 

^  =  C,  cosf  -^  loga:  4-  axj  4-  Cj  sin  (  —^  loga:  -h  axj  4-  e, 

où  C^  et  C,  sont  des  constantes  et  où  e  et  -7—  tendent  vers  zéro  pour  jr  =  oc, 

sous  les  hypothèses  saivanles  : 

a  et  a,  sont  des  constantes  réelles  et  a  n*cst  pas  nul  et,  pour  des  valeurs  de  x 
suffisamment  grandes,  la  fonction  réelle  o{x)  est  continue  ainsi  que  sa  dérivée 
et  Ton  a,  7  et  ^  étant  des  constantes  positives, 


\?{^)\<g.        I^ï?'(^)|<fi', 


enfin  rintégralc 


X 


•îi^„^ 


X 

X' 


est  finie  et  déterminée. 
2.  Soit  l'équation 

OÙ  a,  a^f  a,,  ...  sont  des  constantes  réelles  et  posons 


\  =  ax  H \0'j,x. 


L'intégrale  générale  réelle  de  cette  équation  est  représentée  as}mploti(|ucfncnl 
par  une  série  de  la  forme 

('•■^  î'  -^  î'»  ^•••)  ""•''  +  {^'-^  I  ^  &  +...)sinX, 

I 

qui  satisfait  formellomont  îi  l'équation  et  où  a„  et  ^^  sont  arbitraires. 

3.  Hésumé  des  ré^iultats  obtenus  ;  comparaison  avec  ceux  de  ^f.  llorn 
(t.  118  du  même  journal). 

Sujet  du  Prix  propose,  pour  Tanuéc   1902,  par  la  Société  prin- 
cière  de  Jablonowski.  (^76). 

«  Compléter,  en  un  point  essentiel,  les  rcclierclies  contenues  dans  le  Mémoire 
de  Poincaré  sur  La  mcthodc  de  Neumann  et  le  problème  de  Diric/ilet.  » 
(1896). 

Table  des  matières  des  Tomes  lli-120. 

JJull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXVIII.  (Jum  ioo'|.)  1^-7 
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Tomo  121  ;  igoo. 

Thomé  (L,'JV.)y  à  Greîfswald.  —  Sur  les  équations  diflTéren- 
tielles  linéaires  à  coefGcients  algébriques  non  uniformes.  (Troi- 
sième Mémoire;  les  deux  premiers  Tomes  115  el  119  du  même 

journal.)  (1-39). 

Soit  F^(^,  u,  v^Wf  x)  =^  o  une  équation  linéaire  homogène  d^ordre  #n,  dont 
les  coefficients  dépendent  rationnellement  de  x  et  des  fonctions  algébriques  u, 
Vf  w  de  X.  On  a  vu,  dans  les  précédents  Mémoires,  comment  on  en  déduit  une 
équation  linéaire  homogène  à  coefficients  rationnels  <^x(^f  a?)  =  o,  4  laquelle 
appartiennent  toutes  les  intégrales  de  la  première.  On  supposera,  dans  ce 
Mémoire,  que  <t>.\  peut  se  représenter  par  un  système  d*expreêsions  différen- 
tielles normales  ('),  et  Ton  cherchera  i  intégrer  F^=o  (  n*  1). 

Le  cas  où  fps  ne  contient  qu'une  composante  canonique  {canonischer  Bes- 
tandheil)  a  été  traité  implicitement  dans  le  premier  Mémoire  (n*  2).  L'auteur 
montre  (  n**  3)  comment  on  peut  former  une  F^=o  telle  que  4»?i  ait  la  pro- 
priété générale  énoncée.  L'intégration  de  <^n>=  o  dépend  alors  de  la  formation 
d'un  système  d'expressions  différentielles  élémentaires  normale*  (n*  4).  Ces 
svstènics  possèdent  les  mêmes  propriétés  que  Fauteur  a*  établies  autrefois 
(même  recueil,  t.  90)  pour  les  systèmes  d'e&pressions  différentielles  normales 
(n-ô). 

Cola  posé,  soit  un  complexe  de  R  combinaisons  de  branches  des  fonctions  u, 
i»,  iv  correspondu  ni  au  point  singulier  a?  =  a.  On  pose  x  —  a  =  ^  et,  dans  le 
doniuinc  de  x  =  «,  F^  =  o  est  remplacée  par  une  équation  r^(y,  ^)  =  oet 
q»>  =  o  par  une  équation  ^*N(y,  C)  =  "•  H  résulte  de  ce  qui  précède  que  T^ 
peut  se  repri'scnlcr  par  un  système  d'expressions  différentielles  élémentaires 
normales.  Le  n"  6  contient  la  détermination  des  intégrales  normales  c(»rres> 
ponilanios  sous  la  forme  de  combinaisons  linéaires  des  intégrales  de  même 
nature  de  M*n=o.  L'intégration  de  Téquation  K^  =  o,  au  sons  expliqué  par 
M.  'l'Iioiiic  dans  son  premier  Mémoire  (Tome  115),  en  résulte  (n*  7). 

Un  dernier  paragraphe  est  consacré  aux  équations  iiou  homogènes  de  la 
forme  K„,  —  </,  où  </  satisfait  aux  hypothèses  introduites  dans  le  Mémoire  de 
l'auteur,  du  Tome  107  du  même  recueil  (n*  8). 

Dedckind  (/?.),  à  Brunswick.  —  Sur  le  nombre  des  classes 
(rideaux  dans  les  corps  algébriques  définis  par  des  équations 
binômes  du  hoisicmc  degré.  (4o-i23). 

Le  corps  ciihi(]iie  consi<léré  est  délini  par  6  =  y  </.  En  mettant  d  sous  la 
forme  ah^c\  où  r  est  rationnel  et  où  a  et  6  sont  des  entiers  dont  le  produit 
n'est  divisible  par  le  carré  d*aurun  nombre  premier,  la  formule  générale  des 


(  '  )  Pour  la  lcrmiiioloj;ie  einpIoM-e  par  M.  Thomi-,  voir  son  Méiii«»ire  ilu  Tome  90 

du  Jinirnal  ftii'  Mtit/tcf/ititi/i. 


UlîVUK  DES  PUBLICATIONS.  99 

nombres  x  du  corpft  K  considéré  est 

^»  Xt  *  étant  des  nombres  rationnels  quelconques.  Les  nombres  a,  b  5011I  les 
invariants  dvL  corps  K.  Le  nombre  fondamental  (ou  discriminant)  D  est  égal 
4  — 3 A:'  où  Ar  =  3a6,  si  a'— ô*  n'est  pas  divisible  par  9  (corps  de  première 
espèce)  et  où  k  =  ab  si  à*  —  6-  est  divisible  par  9  (corps  de  deuxième  espèce). 
L'auteur  détermine  tous  les  idéaux  premiers  du  corps  K,  puis  il  s'occupe  de  la 
détermination  du  nombre  h  des  classes  d^idéaux  contenues  dans  K.  D'après  la 
méthode  de  Dirichlet,  ce  nombre  est  donné  par  la  formule 

A=-^^lim(*-i)J, 

où  t  est  une  unité  fondamentale  du  corps  (de  sorte  que  toutes  les  unités 
sont  db  f "",  m  élant  un  entier  quelconque)  et  où  J  est  la  fonction 


^  =  \\i^ 


w 


où  le  produit  1  I  s^étend  à  tous  les  idéaux  premiers  p  du  corps  (N  étant  le 

symbole  de  la  norme).  La  détermination  de  lim(«  — i)J  résultera  d'une  série 
de  transformations  de  cette  fonction  J.  D'après  les  résultats  obtenus  pour  les 
idéaux  p,  on  peut  écrire 

où  le  produit  s'étend  à  tous  les  nombres  premiers  /?,  et  où  la  fonction  F  est 
défioic  par  le  moyen  du  corps  quadratique  Q,  dont  le  nombre  fondamental 
est  —  3.  On  a,  en  effet. 


K(^)  =  _L_n 


I 


p*  N(cï)' 

où  le  produit  I  1  s'étend  à  tous  les  nombres  m  du  corps  Q  premiers,  essen- 
tiellement différents  et  figurant  dans  p  et  où  la  fonction  ^  est  égale  à  Kéro,  si 
jf  divise  Ar,  à  +i}  si  />  =  3  et,  dans  les  autres  cas,  à  un  caractère  l  —  ji  (Icfini 

par  Jacobi,  et  qui  est  égal  à  Tune  dos  racines  cubiques  de  l'unité. 
J  se  décompose  ainsi  en  un  produit 

J  =  G1I, 
où 

G  =  ^  j^        \n  =1,  2,  3,  ...) 

et  où 

Il  -  ■  V  "^^^"^ 

la  sommation  s*ctcudant  maintenant  à  tous  les  nombres  entiers  pi  du  corps  Q, 
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zéro  excepté  (grâce  à  une  extension  de  la  définition  de  la  fooclion  ^).  La  loi 
de  réciprocité  cubique  permet  de  décomposer  cette  fonction  .H  et  de  la  ramoner 
à  une  forme  où  interviennent  les  formes  quadratiques  positives,  de  discrimi- 
nant D.  L'auteur  établit  alors  une  décomposition  remarquable  de  ces  formes 
quadratiques  en  trois  familles,  dont  la  première  forme  un  groupe  et  sert  à 
représenter  les  nombres  premiers  /?,  pour  lesquels  k  est  reste  cubique.  La 
théorcine  de  Kronecker  conduit  alors  au  résultat  définitif,  d'après  lequel  la 
détermination  de  h  est  ramenée  à  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  des 
fonctions  elliptiques. 

Boehm  {Karl),  à  Heidelberg.  —  Condilions  d'exîslence  d'un 
potentiel  cinétique  dépendant  des  dérivées  premières  et  se- 
condes des  coordonnées.  (i24-i4o)« 

Le  problème  traité  par  Fauteur  se  rattache  aux  recherches  de  M.  Kônigs- 
ber;;er  sur  les  principes  de  la  Mécanique.  La  méthode  empluyée  est  due  à 
Mayer  {Leipziger  Berichie,  1896).  Le  résultat  est  le  suivant  : 

Pour  que  la  /onction  H  cherchée  dépende  des  v  premières  dérivées  des 
coordonnées,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  satisfasse  aux  équations 

où  les  P,  sont  des  fonctions  des  /?,,  />'.,  ...,  />!'*>  satisfaisant  aux  relations 
de  conditions 

(t  =  O,    1,    J,    .  .  .,    2V). 

Ce  tliéorèmc  est  démontré  dans  le  cas  v  =  a. 

Kœnigsber*rer  (Léo),  à  Heidelberg.  —  Sur  les  potentiels  ciné- 
tiques généraux.  (141-167). 

Par  des  considérations  fondées  sur  la  notion  de  travail  et  le  principe  de 
d'.Vlcmbcrl,  l'auitMir  est  conduit  à  prendre  comme  expression  générale  de  la 
force  produite  pur  le  mouvement  d'un  point  matériel  libre,  se  déplaçant  sur 
un  axe  Ox, 

'    ~^  Ox       lit  ()x'  "^  dt'  Ox'      '"^^     '>'^/v  'ÔJ^)' 

II  é'jint  une  fonriiou  de  x,  x' y  x\  ...,  a;').  Par  analogie  avec  la  Mécanique 
rl;«SNi«|uc.  il  elicr(  lie  ce  que  doit  élrc  11  pour  que  X  ne  dépende  explicitement 
ni  (le  /,  ni  de  x^  x\  ...,  x^"'';  H  pourra  s'appeler  la  force  vive  du  point  et 
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sera  représentée  par  la  lettre  T.  Le  résultat  est  donné  par  les  formules 

IV_4-J  /  V-»-t    .  »  j 

pour  V  impair  et,  pour  v  pair,  par  les  formules 

On  peut  alors  reprendre  les  questions  traitées  dans  la  Mécanique  classiquei  et 
introduire  en  particulier  la  notion  généralisée  de  polcnlicl.  Pour  des  forces  qui 
ne  dépendent  que  des  distances  mutuelles  des  points  du  système  et  de  leurs 
dérivées,  on  trouve  un  potentiel  satisfaisant  à  une  équation  qui  est  la  généra- 
lisation de  Téquation  de  Laplacc.  On  peut  aussi  généraliser  Téqualion  de  Poisson. 
L'auteur  étudie  le  cas  d^un  potentiel  du  premier  ordre.  Dans  le  cas  d'un  seul 
point  mobile,  le  potentiel  ne  dépendant  plus  que  de  la  distance  de  ce  point  à 
UQ  point  fixe,  de  la  dérivée  de  cette  distance  par  rapport  au  temps  et  de  la 
TÎtesse  du  point,  Tinlégration  des  équations  du  mouvement  se  ramène  à  des 
quadratures.  Ce  dernier  résultat  est  appliqué  au  mouvement  d'un  point  mobile 
4  l'intérieur  d'une  sphère  creuse  et  attiré  par  les  éléments  de  la  couche  sphé- 
rlqae  suivant  la  loi  de  Weber. 

Schlesingcr  {Ludwig)^  à  Klaiisenbiirg.  —  Sur  les  subslitulions 
projeclives  qui  laissent  un  cercle  invariant.  (168-176). 

Le  rapport  qui  existe  entre  ces  substitutions  et  la  géométrie  non  euclidienne, 
signalé  par  Poincaré  dans  sa  théorie  des  groupes  fuchsiens,  est  précisé  par 
renoncé  suivant  : 

Si,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  Zy  on  considère  un  cercle  0  de  centre  z^ 

cl  de  rayon  yc;  et  si  l'on  convient  d'appeler  droites  les  cercles  orthogonaux 
à  O;  d^appeler  longueur  d'une  courbe  Tinlégrale 

,     n li^il  ; 

J,^^  \Z     —    ^p;^  C 

et  aire  l'intégrale 

4  r  r . t''-^'j—^^  ; 

J    J     11  ^  ~  -^oi'""  ^  i 

de  conserver  au  mot  angle  son  sens  habituel;  et  de  considérer  enfin  comme 
égales  les  figures  qui  se  transforment  les  unes  dans  les  autres  par  l'une  des 
deux  classes  de  Iransformalions  qui  laissent  O  invariant;  alors,  suivant  que  c 
est  positif,  nul  du  négatif,  un  obtient  la  géométrie  de  Lubatschefski,  d'Euclidc 
ou  de  Kicmann. 

Schlesinger  [Luihvig)^  à  Clausenburg.  —  Sur  les  substitutions 
linéaires  échangeables.  (177-187). 
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Lorsque  deux  substitutions  linédires  homogènes,  A  et  B,  sont  échiogeablrs 
(\B=  B\)f  elles  se  ramènent  i  leur  forme  canonique  par  une  inéme  Irtn»- 
formation  linéaire.  Ce  résultat  peut  s^appliquer  à  Télude  des  intcyrales  d*UBe 
équation  linéaire  homogène  dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnellcft 
d'un  point  (or,  y)  d'une  surface  de  lUemann  de  genre  on;  si  Ton  suppose,  en 
effet,  que  les  intégrales  sont  uniformes  sur  cette  surface  de  Riemann  rendue 
simplement  connexe,  la  nature  des  intégrales  ne  dépend  que  des  substitution» 
linéaires  A  et  B  relatives  aux  coupures  introduites,  et  ces  substitutions  sont^ 
échangeables.  L'auteur  obtient  ainsi  des  formules  élégantes  qui  redonnent  lesi 
résultats  connus  sur  les  équations  différentielles  linéaires  de  Picard. 

Timerding  {IL-E,\  à  Strasbourg.  —  Sur  une  famille  de  sphères. 

(188-195). 

Étude  géométrique  des  propriétés  des  systèmes  de  cercles  et  de  faisceaux  de 
cercles  situés  dans  un  même  plan  et  définis  de  la  manière  suivante  :  Les  divers 
faisceaux  de  cercles  sont  supposés  rapportés  projectivemeot  les  uns  aux  antres. 
Les  familles  de  cercles  sont  constituées  par  les  cercles  orthogonaux  aux  cercles 
homologues  de  trois  de  ces  faisceaux.  Et  les  systèmes  de  faisceaux  de  cercles 
sont  ceux  dont  trois  faisceaux  quelconques  fournissent  ainsi  la  même  famille 
de  cercles. 

Une  étude  analogue  est  faite  ensuite  en  considérant  des  cercles  situés  surune 
même  sphère;  puis  des  sphères  dans  Tespace,  au  lieu  de  cercles. 

Wallenberg  (Georg),  à  Berlin.  —  Sur  les  équations  diOTéren- 
lielles  dWdre  supérieur  analogues  à  Téquation  de  Kiccali.  (196- 

IV» 

Ce  sont  celles  qu'on  obtient  en  faisant  2  =  -  ^^  dans  une  équation  liné«iiro 

homogène  en  y^  d'ordre  n.  L'auteur  en  donne  la  forme  générale  pour  n  =  3 
et  n  =  4* 

Wallenberg  (Georg),  à  Berlin.  —  Sur  la  théorie  des  invariants 
différentiels.  (200-204). 

Dans  la  Note  précédente,  l'auteur  avait  déjà  remarqué  les  propriétés  d'inva- 
riance de  certaines  fonctions  des  coefficients  de  l'équation  lim^airo  donnée,  qui 
gardent  la  niômc  valeur  quand  on  les  forme  avec  certains  dos  coefficients  de 
la  transformée.  L'auteur  généralise  ici  cette  propriété  pour  ^i  quelconque.  Les 
invariants  en  question  sont  en  réalité  des  invariants  connus  de  Téquation 
linéaire  d'ordre  /i. 

Fuclis  (Richard),  à  Berlin.  —  Sur  les  équations  différentielles 
linéaires  qui  appartiennent,  avec  leur  adjointe,  à  une  même 

espèce.  (2o5-2()()). 

Si  une  C(|ua(ioii  linéaire  liumogrne  d'ordre  '2n  appartiout,  avec  son  adjointe, 
à  une  inéinc  cs|)C((\  sa  «'«««  associée  est  réductible. 
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Vallenberg  (Georg)^  a  Berlin,  —  Sur  les  équations  différen- 
lielles  donl  Pinlégrale  générale  est  une  fraction  du  premier 
degré  des  constantes  arbitraires.  (210-217). 

f/aatear  détermine  la  forme  générale  des  équations  donl  Tintégrale  générale 

est 

r,T.,-hc,T.,-4-C3-nj 

Ce  problème  avait  été  traité  par  M.  Vessiot  {Annales  de  Toulouse,  t.  I\.F). 

'riin/eld  {E.)^  à  Nikolsburg.  —  Sur  les  équations  diflTérent telles 
du  n^^^^  ordre  adjointes  et  associées  à  une  équation  linéaire 
d'ordre /i.  (218-229). 

Soit  D  le  déterminant  formé  avec  n  intégrales  y^^  ...,  y^  de  Féqualion 
linéaire  d'ordre  n  et  leurs  dérivées.  Vadjointe  de  la  k**"^  ligne  a  pour  inté- 
grales M(i)j=  Tj  -i — iz^  («  =  I,  a,  ...,  w)  et  Vassociée  de  la  A"*"*  ligne  aura 

pour  intégrales  \i)i=^       ^^^^^^  (i  =  i,  a,  ...,  n).  L'auteur  étend  à  ces  équations 

des  identités  et  formules  symboliques  données  par  Frobenius  pour  l'adjointe 
de  Lagrange.  Il  donne  aussi  pour  les  associées  des  résultats  analogues  à  ceux 
qu'il  avait  obtenus  précédemment  (même  recueil,  t.  117,  p.  274)  pour  les 
diverses  adjointes. 

teder  (Alfred)^  à  Riga.  —  Sur  la  théorie  des  points  singuliers 
d'une  courbe  gauche.  (23o-244)' 

Dans  rélude  des  points  singuliers,  si  l'on  veut  éviter  que  les  dérivées  d'ordre 
supérieur  de  Tare  soient  discontinues,  il  suffit  d'admettre  que  l'élément  linéaire 
puisse  changer  de  signe  en  ces  points.  La  même  circonstance  se  présente  pour 
Tangle  de  contingence,  l'angle  de  torsion  et  le  rayon  de  courbure.  Cette  liypo- 
tbése  est  avantageuse  pour  l'emploi  îles  /orniules  de  Frenct. 

Après  ces  remarques,  l'auteur  étudie  les  points  singuliers  à  l'inOni  et  les  sin- 
gularités de  la  surface  poluire. 

^irondini  (Geminiano),  à  Parme.  —  Sur  quelques  lignes  liées  h 
rhélice  c^-lindrique.  (245-264). 

Les  lignes  considérées  sont  :  une  hélice  cylindrique  L,  la  ligne  de  striction 
de  la  surface  gauche  des  normales  principales  L,,  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure L,  et  le  lieu  des  centres  des  sphères  usculatrices  L,.  L'auteur  donne  un 
graiitl  nombre  de  théorèmes  curieux  et  nouveaux  sur  les  relations  qui  lient 
ces  diverses  lignes.  Par  exemple  : 

L,  divise  les  rayons  de  courbure  de  L  dnns  un  rapport  constant. 
Si  L,  ou  L,  est  une  hélice,  les  quatre  courbes  co/isidc'rées  sont  quatre  hélices 
cylindro-coniques. 
Ouand  l'kctice  L  ext  tracée  sur  un  cylindre  dont  la  section  droite  est  un 
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Dans  ce  roulement,  les  trois  axes  principaux  du  corps  correspondent  aux  deux 
axes  de  la  conique  et  à  la  normale  au  cône  fixe.  Dans  le  problème  d'hydrody- 
namique, les  deux  arguments  des  fonctions  thêta  sont  fonctions  linéaires  du 
temps.  Il  en  sera  de  même  dans  le  roulement  considéré,  si  on  lui  impose  la 
condition  que  la  projection  horizontale  de  la  portion  de  la  génératrice  de 
contact  contenue  dans  la  membrane  considérée  obéisse  à  la  loi  des  aires. 

ppelL  {Paul)j  à  Sainl-Germain-en-Laje.  —  Sur  une  forme  géné- 
rale des  équations  de  la  Dynamique.  (3io-3i9). 

Imaginons  un  système  assujetti  ât  des  liaisons  telles  que,  pour  obtenir  le  dépla- 
cement virtuel  le  plus  général  compatible  avec  les  liaisons  à  Tinstant  /,  il  suffise 
de  faire  subir  à  n  paramétres  Çigi*"Çn  ^^^  variations  arbitraires.  On  mettra 
la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  au  système  sous  la  forme 


1 


Qi^r  Si  Ton  forme  d'autre  part  la  fonction  S  =  -£mJ',  où  la  sommation 

doit  s'étendre  aux  accélérations  J  et  aux  masses  m  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, la  forme  annoncée  pour  les  équations  du  mouvement  sera 


^S        ^         .  .  . 

—  =  Q.        (1=1,  a,  ...,  n). 

On  peut  rattacher  ce  résultat  au  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss. 
Il  équivaut  ât  dire  que  les  valeurs  des  accélérations  à  chaque  instant  rendent 
minimum  la  fonction  R  =  S  —  £Q,çr  ou  encore  la  fonction  {comparer  Mayer, 
Leipz.  Berichte,  3  juillet  1899  et  Hertz,  Œuvres,  t.  III,  p.  224) 

L'auteur  traite  les  applications  suivantes  :  équations  d'Eulcr,  corps  de  révo- 
lution suspendu  par  un  point  de  son  axe,  cerceau. 

Kœnigsberger  (Leo)^  à  Heidelberg.  —  Sur  la  forme  des  déve- 
loppements des  fonctions  algébriques  et  rirréductibilité  des 
équations  algébriques.  (320-359). 

Dans  un  précédent  travail  (même  recueil,  t.  115),  l'autour  a  montré  com- 
ment on  peut  déduire  des  critères  d'irréductibilité  pour  les  équations  algé- 
briques de  l'étude  de  formes  particulières  de  développement  des  fonctions  algé- 
briques dans  le  domaine  d'un  point  critique.  Le  problème  auquel  conduisait 
ce  principe  est  ici  complètement  résolu,  ce  qui  permettra  de  nouvelles  appli- 
cations. 

Ce  problème  préliminaire  est  le  suivant  : 

Trouver  la  forme  générale  des  équations  algébriques  définissant  des 
fondions  algébriques  qui  ont  des  points  critiques  donnés,  dont  chacun 
fournisse  un  nombre  de  cycles  donné,  de  manière  que  l'ordre  de  la  fonc- 
tion algébrique  soit  égal  à  un  nombre  donné f  pour  chacun  de  ces  cycles. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XWIII.  (Juillet  1904.)  R.8 
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Le  mode  de  ramincation  de  la  fooclion  algébrique  considérée  étant  aii 
donné  à  Tavance,  on  peut  toujours  le  choisir,  d*une  iuGnité  de  manières,  i 
sorte  que  l'équation  algébrique  ainsi  formée  (en  x  ^i  y)  soit  irréductible: 

Dans  un  type  d 'équation  irréductible  {en  x  et  y)  ainsi  obtenu,  remplaço 
les  fonctions  rationnelles   de  x  par  des  nombres  rationnels,    les  factei 
linéaires  {x  —  a),  qui  y  figurent  et  correspondent  aux  points  critiqua 
par  des  nombres  premiers  et  la  condition  que  certaines  fonctions  de  x . 
doivent  pas  s'annuler  pour  x  =  a  par  la  condition  que  les  nombres  rat 
nels  remplaçant  ces  fonctions  ne  doivent  pas  être  divisibles  par  le  nonti 
premier  qui   remplace  le  binôme   {x  —  a),  et  nous  obtiendrons  un  ty^ 
d'équations  algébriques  en  y  y   à  coefficients  rationnels,  et  irréductibi 
dans  le  domaine  rationnel  naturel. 

Nous  ne  pouvons  citer  les  énoncés  intéressants  auquel  l'auteur  arri?e  p' 
cette  méthode  et  qui  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les  théorém 
concernant  l'irréductibilité  des  équations  aux  racines  primitives  de  Funité. 

En  terminant,  Tauteur  explique  par  quelques  exemples  comment  la  mè 
méthode  peut  être  utilisée  pour  prévoir  la  réductibilité  de  certaines  classe-^ 
d'équations  algébriques  par  l'adjonction  de  nombres  algébriques  donnés. 


Tome  122;  1900. 

Thomé  {L,'W,)^  à  Greifswald.  —  Sur  les  équations  différenlielles 
linéaires  à  coefficienls  algébriques  (avec  un  aperçu  sur  Ten- 
semble  des  travaux  publiés  dans  ce  Recueil  par  l'auleur  sur  les 
équations  différentielles  linéaires).  (1-29). 

N*>  1.  —  L'équation  différentielle  linéaire  considérée  est  delà  forme 

y  étant  la  fonction  inconnue,  le  coefficient  de  ^'■•)  étant  l'unité,  et  les  autres 
coefficients  étant  rationnels  par  rapport  à  la  variable  indépendante  j;  et  à  une 
fonciion  algébrique  s  de  x.  S.  cette  équation  l'auteur  associe,  comme  dans  ses 
précédents  Mémoires,  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels  en  x  : 

4>.N  (  y ,  j:  )  =  o 

(  Connex-differenliaigieichung)f  admettant  comme  intégrales  celles  de  la  pro- 
posée, pour  les  diverses  branches  de  5.  Il  étend  d'abord  aux  expressions  F  les 
notions  d'expressions  différentielles  normales  et  de  systèmes  de  telles  expres- 
sions, qu'il  avait  introduites  autrefois  (  môme  Recueil,  t.  96)  pour  les  expressions 
<!>>  ;  et  généralise  les  théorèmes  relatifs  à  ces  expressions. 

Il  démontre  ensuite  que  les  expressions  associées  F„  et  4»,^  sont  liées  de  la 
manière  suivante  :  Si  4>>'  peut  se  représenter  au  moyen  d'un  système  d'expres- 
sions di lièrent iclles  normales,  V„  peut  aussi  se  représenter  au  moyen  d'un  sys- 
tème d'expressions  difTérenticlles  normales  (dans  le  domaine  de  rationalité 
[Sy  x]);  et  réciproquement. 
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Dans  son  Mémoire  du  tome  121  du  même  Journal,  l'auteur  a  montré  comment 
Tintégration  de  F^=  o  pouvait  se  déduire  de  celle  de  4>>*=  o,  dans  le  cas  qui 
Tient  d*ètre  énoncé.  En  vertu  du  théorème  précédent,  on  voit  qu'on  pourra  étu> 
dier  directement  l'équaiion  donnée  F^=o,  avant  d'appliquer  cette  méthode 
d'intégration. 

N*  2.  —  Étude  des  équations  dont  dépendent  des  combinaisons  linéaires 
homogènes  de  y  et  de  ses  dérivées,  y  étant  intégrale  de  Téquation  donnée 
F^  =  o.  Cette  étude  est  faite  toujours  au  point  de  vue  de  la  possibilité  de  repré- 
senter par  des  systèmes  d'expressions  dilTérentielles  normales  la  proposée  et  les 
transformées  en  question. 

N*  3.  —  L'auteur  résume  la  méthode  de  représentation  des  intégrales  d'une 
équation  difTérentielle  linéaire  à  coefficients  algébriques  dont  ses  divers 
Mémoires  parus  dans  le  même  Recueil  (t.  96,  100,  104,  108,  112,  115,  117,  119, 
121,  122)  contiennent  le  développement  et  les  applications  à  la  théorie  des 
fonctions  algébriques. 

Millier  {E,)^  à  Konigsberg.  —  Un  théorème  sur  les  surfaces  du 
second  ordre  el  ses  rapports  avec  la  géométrie  des  cercles 
dans  le  plan  (3o-33). 

Un  tétraèdre  étant  inscrit  dans  une  quadrique,  si  Ton  projette  les  pôles  de 
ses  faces  sur  la  surface,  en  prenant  pourpoint  de  vue  un  point  de  la  quadrique 
situé  dans  ,1a  quatrième  face  du  tétraèdre,  les  trois  points  obtenus  sont  dans 
un  même  plan  avec  le  sommet  du  tétraèdre  commun  aux  trois  faces  considérées. 

On  en  déduit  un  théorème  analogue  en  considérant  deux  tétraèdres  inscrits, 
doublement  inscrits  Tun  à  l'autre. 

La  méthode  de  projection  stéréographique  permet  de  déduire  de  ces  théo- 
rèmes des  énoncés  sur  des  figures  planes  formées  de  cercles. 

Guldberg  (Al/.)^  à  Chrisliana.  —  Sur  la  théorie  des  équations 
aux  difTérentielles  totales  complètement  intégrables  (34-38). 

Recherche  des  conditions  d'intégrabilité  pour  les  équations  de  la  forme 

w(jr,  y,  z,  dx,  dy^  dz)  =  o 

et 

tù{Xt  yt  Zy  dXf  dyt  dZy  d? z^  ...,  d'* z)  =0. 

L'auteur  indique  la  marche  à  suivre  et  traite  complètement  deux  exemples 
simples. 

Heffter  {Lothar)^  à  Bonn.  —  Sur  les  équations  différentielles 
linéaires  réductibles  (39-4^). 

Démonstration  de  ce  fait  qu'il  y  a  des  équations  différentielles  linéaires  qui 
sont  irréductibles  dans  le  domaine  d'un  point,  sans  que  la  fonction  détermi- 
nante correspondante  soit  une  constante. 
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Gt-an/eld  (E.),  iNikoIsbarg.  —  Sur  la  ibdorîe  des  équation» »!•*■ 

férentîeltes    adjointes    &   uoe   équaiion    difTércntielIc    liDéaiC^ 

d'ordre  n  (43-53). 

L'antcar  indique  uo  Donreau  iiiodc  de  calcul  des  divencs  adjuinln  H  u^V" 
diterminint  tariai  rtcc  Ici  iiiUgr<ileï  de  l'une  quelconque  d'entre  cil»  ri  kii  -'^^ 
diiiféet.  Il  montre  cntnite  que,  si  lu  [tropoiéc  est  rtduclililc,  chicunn  dr«  **^^ 
Joinle*  i'Nt  auMÎ,  et  réciproqueneiii.  Il  eiamine  plus  tipécialcmeat  Ib  ci)  uà  ^^''^ 
propotie  idinet  tootes  Icf  intigi-iilcs  d'uae  équation  de  mime  nature,  da^^^^ 
l'ordre  est  intérieur  d'une  unité. 

Une  raciyieation,  reUlire   i  certaines   formule*  de  ce   iraviil,   se  ttnur  '"'^ 
page  88  du  m^me  volume. 

Loavy  {^A  IJred)^  i  Fribourg-ea-Br.  —  Sor  les  foisceanx  de  foiiue^v-=^ 
quadratiques  réelles  et  de  formes  d'Hermîte  (SS-^a). 

it  montré  (Malh.  Annattn,  t.  XXUI  et  UI)  qae  II ^ 

sut  dûcrimiiumt  d'il* /aiietau  de  format  quadratique»  réelUi  a  u»diai——' 
teur  élémentaire  complexe  ou  multiple,  le/aiMceaa  ne  eoatiemtpa*  de  ferme    — ' 

D'eu  que  It  premiér«  et  la  plut  ilmple  d'une  «nite  de  ptipoNlioat  déeoa- 
lant  toutea  d'un  mCme  théorème  foodamental. 

Le  but  de  l'auteur  eit  de  montrer  qu'il  ea  eit  de  même  relaUvemeni  an  théo- 
rème de  GundelBnger  (  troisième  édition  des  Vortetumgem  ùber  anatytieclm 
Oeometrie  det  Soumet  de  Hesae),  qui  est  la  généraliialioD  de  cëlaî  de 
Weierstrass,  (aile  au  point  de  vue  des  formes  semi-définies.  Noos  éBoncerois 
seulement  le  théorème  fondamental  nouveau  de  M.  Lœwy,  d'où  découlent  tons 
les  autres.  M.  Lcewj  appelle  caracte'riitigue  d'une  forme  réelle  quadratique 
décomposée  en  carrés  n^els  Indépendants  le  nombre  minimum  de  carrés  de 
même  signe  qu'elle  contient.  Cette  définition  admise,  soit  9  une  forme  quadra- 
tique réelle  A  discriminant  non  nul,  et  ^  une  forme  quadratique  réelle  qoel- 
conque,  ayant  q  pour  caractéristique;  et  considérons  les  diriseurs  clémeolaires 
du  discriminant  du  faisceau  ptp  —  <{i.  Soit  3j  la  somme  des  exposants  de  Ions 
les  diviseurs  élémentaires  correspondant  i  des  valcnra  imaginaires  de  p  ;  A  l'an 
quelconque  des  exposants  des  diviseurs  élémentaires  correspondant  aoi  Taleurs 
réelles  non  nulles  de  f;  et  A'  l'un  quelconque  des  exposants  des  diviseurs  élé- 
meniaires  correspondant  i  p  =  o.  Le  Ibéoréme  énoncé  réside  dans  l'ioéjalité 


'^-S'^œ-SK^)' 


formes  bilioéaires  d'Hen 
imaginaires  conjoguées. 


"Il' 


es  conséqaeaces  s'étendcat  aux 

, jT.x^,  dans  lesqDdlc*  a^  M  o^  font  de* 


Horii  (7.),  à  Charlolteoburg.  —  Sur  la  natare  des  înt^ivles  d'une 
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équation  diSerentielle  linéaire  du  premier  ordre  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  d'indétermination  (continuation  du  travail 
publié  dans  le  tome  120,  pages  1-26)  (73-83). 

Dans  la  première  partie  de  son  travail,  l'auteur  a  montré  que  Téquation 
dy 

possède,  si  a^  n^est  pas  un  nombre  entier,  une  intégrale  uniforme  dans  le  do- 

maine  de  Torigine  ly  =  P(a?)  =  V/?^j7\  qui  admet,  dans  les  diverses  parties 

—  « 
de  ce  domaine,  des  représentations  asymptotiques  différentes  : 

F  (  j?  )  rN/ Co  H- c,  a: -t- Cj  a?' + . . .  —  A„  c' w  .a?~n, 

[g(î)  =  Ô  -^  (k-îw-^  +•••+  ^'        "»  =  o.'.» *->]. 

où  C0+C|â? -f-C3â?^  +  ...  est  la  série  qui  satisfait  formellement  à  Téquation,  et 
les  A^  certaines  constantes  bien  définies. 

L'auteur  donne  maintenant  les  formules  qui  fournissent  les  coefficients  />^ 
de  P(â?)  en  fonction  de  c^,  Cj,  c,, . . .,  A,,  Aj,  . . .,  Aj^.j.  Il  traite  aussi  le  cas  où 
a^  est  un  nombre  entier,  et  où  l'intégrale  est  alors 

y  =  P(a:)  +  Be*War-*logx. 

Enfin,  dans  un  dernier  paragraphe,  il  complète  Tétude  de  la  fonction  V{x) 
au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  transcendantes  entières;  et  donne 
des  représentations  asymptotiques  des  racines  de  Téquation  P  (^)  =  Cq —  c. 

fUuth  {P'),  àOsthofen.  —  Sur  les  divieeurs  élémentaires  des  sys- 
tèmes composés  (d'après  une  lettre  de  M.  K.  Hensel)  (84-87). 

Il  s*agit  de  combler  une  lacune  dans  la  démonstration  donnée  par  Hensel 
(même  Recueil,  t.  114,  p.  109)  pour  le  théorème  fondamental  sur  les  diviseurs 
élémentaires  des  systèmes  composés.  L'auteur  reprend  à  cet  effet,  suivant  les 
indications  de  Hensel  lui-même,  la  démonstration  de  ce  fait  que  tout  diviseur 

(  "»     «12.     •••»     «u  J 
élémentaire  du  système  <     '       "'     "*'    ^-^   .  est  un  multiple  du  diviseur  clé- 

G,     a„j,     ...,    a„„   ' 

(  ^ii>     ^12»     •  •  •  j    ^i«  J 
inentaire  correspondant  du  système    /     ^**       22,    ....       2"  >.  Les  a^^  peuvent 

J       »  »  m  f  .*•,         •.»,  ...       I 

appartenir  à  un  corps  de  nombres  ou  de  fonctions  absolument  quelconque. 

Muth  {P»)j  à  Osthofen.  —  Sur  les  formes  alternées  (89-96). 
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Les  formes  considérées  sont  des  formes  bilinéaires  dont  le  déterminaoL 
un  déterminant  symétrique  gauche.  Uaateur  leur  applique  la  méthode  de  réd 
tion  de  Kronecker  (même  Recueil,  t.  107,  p.  i35-i36),  consistant  dans  laa^ 
succession  de  combinaisons  simples  effectuées  sur  les  lignes  ou  les  col o km.  nés 
du  système  (A)  de  leurs  coefficients.  Il  arrive  à  cet  énoncé  général,  qui  ^oq. 
tient  comme  cas  particuliers  divers  théorèmes  de  Frobenius  et  Kronecker   = 

Les  diviseurs  élémentaires  de{k)  se  présentent  toujours  peur  couples,  ^cccs/n/ 
les  éléments  de  {X)  sont  des  quantités  entières  ou  rationnelles  a//Mirfe^ft<zji/ 
à  un  corps  quelconque  de  nombres  ou  de  /onctions, 

Gomes  Teixeira  (F.),  à  Porto  (Portugal).  —  Sur  les  séries    or- 
données suivant  les  puissances   d'une  fonction   donnée    (q"- 

123). 

Soit  /(s)  une  fonction  holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre    oae 
courbe  extérieure  fermée  simple  S  et  une  courbe  intérieure  s  de  même  naturf 
6(z)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  de  S  et  n*y  possédant  qu'un  stnl 
zéro;  si,  pour  tout  point  â?  de  cette  couronne,  on  a  |0(a;)|<|6(«)|,  quand ^ 
décrit  S,  et  10(a;)|>|6(z)|,  quand  z  décrit  s,  on  obtiendra  un  développe- 
ment de/(;7)  dans  la  couronne,  de  la  forme 


ce  ~^  CL 

Dans  le  cas  où  6(x)  =  ^>  Tauteur  en  conclut  un  théorème  qui  coolient 

le  théorème  d'Appell  sur  la  représentation  d'une  fonction  dans  une  aire  limitée 
par  des  arcs  de  cercle  {Acta  Mathematica,  t.  I).  Il  donne  aussi  une  méthode 
pour  former  des  fonctions  holomorphes  dans  une  aire  limitée  par  des  droites 
et  ne  pouvant  pas  être  continuées  à  Fextérieur  de  cette  aire. 

D'autres  applications  sont  faites  en  prenant  6(j7)  =  sinx,  ce  qui  permet  à 
l'auteur  de  généraliser  les  résultats  donnés  par  lui  dans  le  même  Recueil,  1. 116, 

iTZjr 

p.  i-'i,  et  en  prenant  %{x)  =  e  ^  ,  ce  qui  donne  une  démonstration  nouTclIc 
de  la  formule  de  Fourier  pour  le  cas  des  fonctions  périodiques  de  variables 
complexes,  et  une  extension  de  cette  formule  applicable  dans  le  cas  où  la 
fonction  considérée  n'est  pas  périodique. 

Hermès  [O,),  à  Sieglitz.  —  Les  formes  des  polyèdres  (avec  deux 
planches,  (i 24-1 34). 

Suite  du  Mémoire  commencé  dans  un  précédent  Volume  du  même  Journal. 
L'auteur  énonce  lu  série  des  résultats  qui  se  déduisent  de  ceux  qu'il  «^'^ 
obtenus  pur  la  méthode  des  polaires  réciproques.  Il  examine  ensuite  spéciale- 
ment les  polyèdres  qui  ont  autant  de  faces  que  de  sommets,  en  les  classant  en 
autopolaires  et  parapolaires  (non  autopolaires).  Le  cas  des  octaèdres  est 
étudié  en  détail  ;  les  octaèdres  autopolaires  avaient  été  trouvés  déjà  P*^ 
Kirkman.  Dans   les  derniers  paragraphes  sont  indiquées   diverses  classes  de 
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polyèdres  aatopolaires  et  parapolaires  obtenues  par  un  procédé  de  composition 
de  ces  polyèdres  avec  des  polyèdres  simples. 

IVallenberg  (Georg),  à  Charloltenburg.  —  Sur  la  théorie  des 
équations  diflerentieiles  algébriques  du  premier  ordre  (suite). 
(i55.i63). 

Continuation  de  Tétude  des  équations  linéaires  homogènes  du  second  ordre 
qui  ont  une  intégrale  algébrique  du  premier  ordre,  commencée  au  tome  116 
(p.  1-9)  du  même  Recueil.  Il  restait  à  examiner  le  cas  où  cette  intégrale  est  de 
la  forme 

Pi»  P3*  ?m*  *  étant  fonctions  algébriques  de  la  variable  indépendante.  L*auteur 
montre  d*abord  que  si  /i>3  Téquation  linéaire  du  second  ordre  considérée 
s*intègre  encore  algébriquement.  Si  n  =  if  cela  n'est  plus  en  général  ;  mais  Fau- 
teur trouve  explicitement  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
Tintégrale  soit  encore  algébrique  dans  ce  cas. 

Heymann  (  JF.),  à  Chemnilz.  —  Sur  les  équations  différentielles 
et  les  équations  aux  différences,  qui  peuvent  s^intégrer  au 
moyen  de  la  série  hypergéométrique  de  Gauss.  (164-171). 

Si  Ton  diiïérentie  h  fois  de  suite  l'équation  linéaire  de  la  série  hypergéoroé- 
trique,  on  obtient  l'équation 

a:  (1  — a?  )>'(*+') 
-4- [(i  —  ax)  A  +  r  —  (a -+- ? -4- O^l-r^*"*"'^— (  « -*- ^)(  P -*- ^  ).>'^*^  =  o, 

que  Ton  peut  considérer  comme  une  équation  aux  différences,  en  y  l'egardant 
h  comme  une  variable,  x^  a,  p,  y  comme  des  paramètres,  et  ^(*>,  ^<*''''\^<*"^'> 
comme  les  valeurs  d^une  même  fonction,  pour  les  valeurs  A,,  A  -4- 1,  A  +  3  de  la 
variable.  Lesdifférentiations  correspondantes,  effectuées  sur  les  séries  qui  satis- 
font à  l'équation  linéaire  hypergéométrique,  donnent  des  solutions  de  cette 
équation  aux  différences. 

On  peut  de  plus  considérer  cette  équation  aux  différences  comme  une /orme 
normale^  à  laquelle  on  ramènera,  par  des  changements  de  variables,  les 
équations 

A 5(*^î>  -4-  (  B  -h  C  A )  5f*+') -h  (  D  -h  EA  -+-  FA'  ) s  ^  =  o, 
(.\-+-BA)r>^5-+-(C-hDA)z(*^')-|-(E-+-FA)5v*>=o, 

en  imitant  ainsi  ce  qu'on  fait  pour  l'équation  différentielle  hypergéométrique 
elle-même.  On  peut  aussi  lui  rattacher  des  équations  aux  différences  non 
linéaires,  dont  un  exemple  est  fourni  par  la  théorie  des  fractions  continues. 

Timerding  (//.-i?.),  à  Strasbourg.  —  Sur  la  réduction  d'une 
fonction  quadratique.  (172-178). 
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Réduction  d*une  fonction  du  second  degré  à  n  variables,  non  homogèDC,  in.^' 
logue  à  celle  que  l'on  cfîcctue  en  géométrie  analytique,  pour  n  =  a  et  R  =    ^^ 
dans  la  théorie  des  coniques  et  des  quadriques. 

Nanson,  à  Melbourne.  —  Sur  certains  théorèmes  de  la  théo 
des  déterminants.  (179-185). 


L'auteur  indique   comment  certains   théorèmes  donnés  par  Netto  dans 
tome  114  de  ce  Journal  résultent  d'un   mode   général  de  transformation  d 
propriétés  des  déterminants,   donné   par  Muir  en  1881  (  Tram,  /?.  S»  Edin 
t.  \XX,  p.  i>4)'  Il  passe  en  revue,  comme  application  de  la  méthode  de  Mui 
divers  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  déterminants  (Canchy,  Sylv 
Franke,  etc.). 

Dingcldey  (F,),  à  Darmstadt.  —  Sur  le  discriminant  d'une  cer 
taine  équation  quadratique  et  les  conditions  qui  caractérisen 
Téquation  d^un  cercle  en  coordonnées  projectives  quelconques. 

(.86-197). 

L'auteur  détermine  les  conditions  qui  caractérisent  l'équation  d*un  cercle  en 
coordonnées  trilinéaircs.  Les  fonctions  qui  y  interviennent  se  mettent  ensuite 
en  évidence  dans  diverses  transformations  de  l'équation  quadratique  dont  dépend 
la  recherche  des  axes  d'une  conique  en  coordonnées  triliuéaires.  L'auteur  réussit 
ainsi  à  ramener  le  premier  membre  de  cette  équation  à  la  somme  de  deux 
carrés;  et  obtient  une  nouvelle  solution  de  ce  même  problème  pour  réqualion 
qui  donne  les  axes  d'une  section  plane  d'une  quadrique. 

S  ter  ba  (José/)  y  à  Vienne.  —  Sur  une  équalion  de  Jacobi.  (ni8- 

:io4)- 

L'auteur  démontre  la  formule  à  quatre  arguments  a,  Ji,  y»  ^ 

2sn(a-+-?)sii(at-?) 

^- A- V  sn  (  a  4- ?  )  sn  (  a  -  ?  )  sn  (  .3 -^  Y )  sn  (  ?  -  7)  sn  (  v-H  S  )  sn  (7 -4- 5  )  =  o, 

qui  (onlioiit  ooiiime  rus  particulier  une  formule  de  Jacobi  à  trois  arguments.  11 
en  dc<luit  diverses  autro  formules  de  la  Uicorie  «les  fonctions  elliptiqurs. 

.Ippcll  (/^.),  à  Siiinl-Cieiinain-cn-I^vo.  —  Sur  une  fonur  j;«'né- 
ralc  dos  équalioiis  de  la  dynamique  et  sur  le  principe  de  Gauss. 

(^ '200-208  ^. 

.Ne  pourrait-il  pas  exister  <les  équations  du  mouvement,  plus  générales  que 
celles  lie  Lagranue  (  e'esl-à-dirc  ai»plicables  alors  même  que  le*  liaisons  ne 
peuvent  pas  s'exprimer  toutes  par  des  e(|iiatiuii'«  linies),  et  n'exigeant  pour  être 
éeriles  que  la  connaissance  de   la  force  vive  T  et  de  la  fonction  des  forces  l? 
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L'auteur  montre  que  de  telles  équations  n'existent  pas,  en  indiquant  deux  sys- 
tèmes différents,  dans  lesquels  les  fonctions  T  et  U  sont  les  mêmes,  sans  que 
les  équations  des  mouvements  de  ces  deux  systèmes  soient  les  mêmes. 

Timerding  (^H.-E,)y  à  Strasbourg.  —  Sur  les  groupements  des 
tangentes  doubles  d'une  courbe  plane  du  quatrième  ordre. 
(209-226). 

Exposition  systématique  des  nombreux  théorèmes  sur  les  diverses  manières 
de  grouper  les  bilangenles  d*une  quartique  plane,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc., 
qui  sont  dus  à  Steiner,  Hesse,  Arouhold,  et,  plus  récemment,  à  de  Paoiis  et 
Ciani.  Suivant  une  vue  de  Frobenius,  l'auteur  dislingue  ces  groupements  en 
tyzygéiiques  et  azygétiques.  L'idée  qui  lui  sert  de  guide  est,  au  fond,  la 
correspondance  entre  ces  configurations  et  celles  qu'on  obtient  en  coupant  une 
surface  de  Kummer  et  ses  plans  doubles  par  un  plan;  ce  qui  a  été  le  point  de 
départ  des  travaux  de  Ciani.  Mais  il  emploie  aussi  dans  son  exposition  une  nota- 
tion des  bitangentes,  qui  les  fait  correspondre  aux  droites  qui  joignent  huit 
points  d'un  plan  (Hesse,  Cayley). 

JBusche  (£*.)»  ^  Bergedorf.  —  Sur  une  représentation  réelle  des 
figures  imaginaires  d'un  plan  réel  et  quelques-unes  de  ses  appli- 
cations à  la  théorie  des  nombres.  (227-262). 

Considérons  dans  Tespace  un  trièdre  de  coordonnées  oÇv^tl;  et  définissons  une 
droite  quelconque  par  les  points  (Çp  o,  ^^)  et  (o,  r,,,  Ca)  ^^  ^'^^  perce  deux 
des  plans  coordonnés.  Posons 

et  appelons  cette  droite  la  droite  X|  Y.  Un  point  imaginaire  (a, -h  ia^y  b^  +  ib^) 
du  plan  o;T|  est  alors  représenté  parla  congruencc  linéaire,  à  directrices  ima- 
ginaires, des  droites  X|Y  définies  par  la  relation 

a\  -h  6 Y  -h  I  =  o,        {a  =-0^-^  ia^f  6  =  6,-+-  ib^). 

Si  le  rapport  a\b  est  réel,  cette  congruencc  se  décompose,  et  l'on  dira  que 
le  point  est  un  point  atrope  (et  hétërotrope  dans  le  cas  général). 

L*auteur  étudie,  dans  le  système  ainsi  défini,  la  géométrie  du  point  et  de  la 
droite;  indique  la  représentation  des  coniques;  et  définit  les  principales  notions 
métriques.  11  montre  les  rapports  de  sa  théorie  avec  les  théories  analogues  de 
von  Staudt  et  de  Lie. 

L'auteur  se  sert  de  cette  représentation  pour  établir  diverses  propositions  rela- 
tives à  la  théorie  des  nombres  entiers  complexes.  Nous  nous  bornerons  à  citer  la 
suivante  :  «  Le  nombre  des  diviseurs  de  tous  les  nombres,  dont  la  valeur  absolue 
ne  dépasse  pas  /i,  est 


^12 


où  y  prend  toutes  les  valeurs  entières  non  nulles,  dont  la  valeur  absolue  est  au 
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plus  égale  à  \^n\  ».  Dans  cet  énoncé  le  symbole  [y]  désigne,  diaprés  Gaass,  le 
nombre  des  entiers  positifs  dont  la  valeur  absolue  ne  surpasse  pas  [y]. 

Sturm  {Rudolf),^  à  Breslau.  —  Sur  le  mode  de  généralioD  de* 
quadriques,  dû  à  Jacobi.  (  203-204  )• 

L*auteur  étudie  la  correspondance  entre  les  points  P  et  P'  de  deui  espace  ^ 
définie  par  les  relations 

AP  =  A'P',        BP  =  B'P',        CP  =  C'P', 

où  A,  B,  C  sont  trois  points  quelconques  du  premier  espace  ;  et  A',  B',  G' 
points  quelconques  du  second.  A  une  droite  correspond  une  conique.  De 
résulte  le  théorème  de  Jacobi  :  à  un  plan  correspond  une  quadrique. 

Hancock  (Ilarris),  à  Cincinnati  (Ohio).  —  Sur  la  réduclîon  d 
systèmes  de  modules  de  Rronecker,  quand  leurs  éléments  son 
des  fonctions  de  deux  ou  de  trois  variables.  (265-298). 

Dans  le  même  Journal  (t.  119,  p.  14^)  Tauteur  a  donné  les  formes  canon iqu< 
pour   les  systèmes   de  modules  dont  les  éléments  sont  des  fonctions  entière: 
d'une  seule  variable.  Le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables   peut  s*] 
ramener  en  remplaçant  ces  diverses  variables  par  des  puissances,  convenable  — 
ment  choisies,  d'une  variable  auxiliaire.  L*auteur   traite  néanmoins,  directe  — 
ment,  un  certain  nombre  de  cas  particuliers  pouvant  intéresser  la  Géométrie 
analytique  ou   la  Mécanique;  en  cherchant  à  mettre  en  évidence  la  généralité 
du  mode  de  réduction  employé.  Bornons-nous  à  indiquer,  par  exemple,  que 
tout  svstème  de  la  forme 

peut  se  rOduire  à  lu  forme 

l/'''.  gi-r).  />'F^x.  v).  />H  vx.  V).  K^x,  v  .•]. 

Sc/i(ij7tci(iin  {^Pddi),   à  Berlin.  —   Les   zéros  dos  fondions   Je 

N*  1.  —  Le  pii'iuior  zéro  de  J,  o^t  cinnj»ri>  entre 


\  /i  v^  /j   -  j  •     et     \  '  ^  M  —  I    V  "   ■    '*  '  • 


c/J 


le  pieiiiier  zéro  de  -r-^  est  euini»rij  entre   \  /i  1  /i  —  .m  et  \  .•«  .  «  —  i  ■ .    le  prc- 
'  tix  r  1  1  i 

/  J 


inier  icio  de  -.    ""  e>l  001111111^  iiitie  \  n    n    -  1  -  et  \  ^/i  -r- 1     n  —  1    . 

UX" 

\-   «.  —  Le>  rv->ulti(t>  ielatif>  ju\  auiiv>'  zer«^s  ><.'ni  beaucoup  moins  simples. 
i..»lv'n^  >culenieui  le  suivant  :  m  x  >  •  le>  *cro>  de  J.  sont  com- 
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pris  dans  les  intervalles  f  A:  H-  -ji:  à  (A:  -4-  -  jit,  ou  Ari:  à  (A:  H-  ?  W,  suivant 

que  n  est  pair  ou  impair.   Un   résultat  analogue  a  lieu  pour  la  fonction  de 
seconde  espèce  Y^. 

N*  3.  —  Les  résultats  du  numéro  précédent  supposent  n  >  4-  L'auteur  éta- 
blit des  résultats  du  même  genre  pour  /t  =  i,  a,  3,  4* 

N*4. —  L'auteur  précise  la  position  de  la  plus  petite  racine  de  Y„.  Il  montre 
en  particulier  qu'elle  est  supérieure  i  /tH — • 

Hamburger  {M.)j  à  Berlin.  —  Sur  les  solutions  singulières  d'un 
sjstème  d'équations  différentielles  du  premier  ordre,  algé- 
briques, à  n  fonctions  inconnues.  (322-354)* 

L'étude  des  solutions  singulières  est  faite  d'après  la  méthode  employée  par 
l'auteur  pour  une  seule  équation  d'ordre  n  (môme  Recueil,  t.  121,  p.   a65). 
L*auteur  part  d'abord  du  système  différentiel,  puis  des  intégrales  complètes,  et 
constate  la  concordance  des  résultats.  La  méthode  est  toujours  une  générali- 
sation de  la  méthode  de  Fuchs,  qui  repose  sur  la  décomposition  en  ses  facteurs 
linéaires  du  discriminant  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  Elle 
donne,  par  la  considération  des  premiers  termes  de  certains  développements  en 
série,  des  procédés  précis  pour  reconnaître  dans  chaque  cas  si  Ton  a  bien  affaire 
i  une  intégrale  du  système  donné,  et  si  cette  intégrale  est  particulière  ou  sin- 
galière.  Plusieurs  exemples  sont  traités  complètement,  comme  application  de  la 
méthode. 


Tomo  123;  1901. 

^l'mmermann  (O.),  à  Zoppot.  —  Nouvelle  démonstration  des 
formules  de  Pliicker,  suivie  de  plusieurs  méthodes  pour  déter- 
miner directement  les    tangentes  doubles   des  courbes    algé- 
briques d'ordre  quelconque.  (i-32  et  173-209). 


'S  raisonnements  de  l'auteur  reposent  sur  le  principe  de  correspondance 
(nombre  des  coïncidences)  de  de  Jonquicres.  L'auteur  commence  par  le  redémon- 
trcr  en  se  servant  de  ce  qu'il  appelle  la  courbe  de  correspondance.  Cette  courbe 
^'o^**ent  en  projetant  sur  deux  droites  différentes  les  deux  faisceaux  en  corres- 
»oficiance,  et  en  joignant  les  points  homologues  des  deux  divisions  obtenues  : 
enveloppe  des  droites  ainsi  délinies  est  la  courbe  de  correspondance,  et  sa 
lasse  donne  le  nombre  des  coïncidences. 

i-es  diverses  formules  de  Pittcker  s'obtiennent  alors  eu  considérant  diverses 
L>nrespondanccs  fournies  par  une  courbe  dtmnée  quelconque,  et  dont  les  coïn- 
cieifeces  correspondent  respectivement  aux  points  de  contact  des  tangentes 
^"^*  cl'un  point,  aux  points  d'inflexions,  aux  tangentes  doubles. 

seconde  partie  du   Mémoire  contient  la  détermination  de  Tordre  de  la 
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courbe  de  correspondance  relative  à  une  correspondance;  cette  nouTeUe  doosée 
permet  d'approfondir  la  nature  de  la  correspondance  et  de  perfectionner  lc& 
résultats  obtenus  précédemment.  L'auteur  s*en  sert  principalement  pour  la  re- 
cherche des  tangentes  doubles  d'une  courbe  quelconque.  Il  donne  cinq  tol^' 
tions  de  ce  problème  :  la  méthode  employée  consiste  encore  i  introduire  à^ 
correspondances  convenablement  choisies  et  à  évaluer  de  deux  manières  di^^' 
rentes  Tordre  de  la  courbe  de  correspondance. 

Grûnfeld  (-£*.),  à  Vienne.  —  Sur  quelques  expressions  diffère^" 
tielles  bilinéaires  qui  se  présentent  dans  la  Théorie  des  équ^' 
tions  diflTérentieiles  linéaires.  (33-40* 

Soient  P{y)  =  o  une  équation  difîérentielle  linéaire  homogène  d*ordre  n, 

Q,(")  =  o 

l'adjointe  de  la  première  ligne,  R(^')  =  o  l'équation  dont  dépendent  les  déri- 
vées des  intégrales  de  la  proposée.  On  suppose  que  les  coefGcients  des  dérivée^ 
d'ordre  supérieur  dans  ces  trois  équations  sont  égaux  à  Tunité.    On  a  alors 
l'identité,  analogue  à  celle  que  fournit  l'adjointe  de  Lagrange, 

où  p„  est  le  coefficient  de  y  dans  P  {y)  et  où  l^(y\  u)  est  une  expression  diiïé- 
rentielle  bilinéaire.  On  a  aussi  une  identité  de  forme  analogue  entre  R(>'')  et 
Texpression  R,(m');  l'équation  R,  («')  =  o  étant  celle  dont  dépendent  les  déri- 
vées des  intégrales  de  Qi(w)  =  o. 

Jalinke  (Eugen),  à  Berlin.  —  Sur  un  groupe  de  points  relatif 
à  des  triangles  triplement  homologiques.  (4'2-i7). 

Les  trois  centres  d'hoinologic  forinenl  un  nouveau  triangle  triplement  liomo- 
logique  à  chacun  dos  deux  triangles  donnés  et  les  centres  d'hornologic  corres- 
pondants sont  les  sommets  de  Tautre  triangle.  On  a  ainsi  une  configuration 
desniiqtie.  Il  y  a  lieu  d'étudier,  comme  le  fait  Tauteur,  les  points  de 
Desargues  cl  les  points  de  Vëronèse  relatifs  à  ces  homologics  :  ils  sont  trois  à 
trois  sur  vingl-sepl  droites  reinar({ual)les.  L'auteur  donne  aussi  une  générali- 
sation du  théorème  de  Vcronèse  sur  les  triangles  hornologi(|UQS. 

Jnhnke  {/"Jugen),  à  Berlin.  —  Construction   de  certains  points 
dans  la  géométrie  du  triangle.  (48-53). 

Soient  a,,  x^,  aji  |â,,  p^,  ^3;  ...  les  coordonnées  baryccnlriques  d'un  nombre 
quelconcjue  de  points.  L'auteur  donne  une  méthode  pour  construire  de  proche 
en  proche  les  points  dont  les  coordonnées  baryccnlriques  sont  de  la  forme 
générale  a^^jl,  ...,  iijii...,  aJ'JJf  ....  Il  donne  également  deux  théorèmes  sur  les 
positions  respectives  des  points  auxiliaires  qui  s'introduisent  dans  cette  con- 
>truction. 
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F*uchs  {Richard)^  à  Berlin.  —  Sur  les  équations  difTérentielIes 
linéaires  homogènes  qui  appartiennent,  avec  leurs  adjointes,  à 
la  même  espèce.  (54-63). 

Soient  y  l'intégrale  générale  de  Téquation  linéaire  d*ordre  n  considérée,  el  z 
rintégrale  générale  de  son  adjointe.  Dire  qu'elles  appartiennent  à  la  même 
espèce,  c*est  supposer  une  identité  de  la  forme 

La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est,  diaprés  Tauteur,  qu'un  certain  sys- 
tème auxiliaire  d'équations  diflférentielles  linéaires  ait  une  solution  rationnelle. 
La  forme  de  ce  système  montre  que  les  cas  n  —  m  pair,  et  n  —  m  impair,  sont 
entièrement  différents.  Si  n  est  impair  et  n  —  m  pair,  la  proposée  est  réduc- 
tible. Le  cas  m  =  /> — 2  donne  des  résultats  intéressants.  L'auteur  montre  enûn 
que  l'existence  de  l'identité  (i)  est  entièrement  liée  à  l'existence  de  relations 
quadratiques  homogènes,  à  coefficients  constants,  entre  les  intégrales  de  la 
proposée. 

Tkomé  (L.'-IV,),  k  Greifswald.  —  Sur  les  équations  diflférentielles 
linéaires  à  coefficients  algébriques  (Mémoire  achevant  le  cycle 
des  recherches  publiées  par  Fauteur  sur  les  équations  diflféren- 
tielles  linéaires  dans  ce  Recueil).  (66-1 S^). 

Pour  trouver  de  nouveaux  cas  d'intégrabilité  des  équations  considérées,  l'au- 
teur généralise  dans  ce  Mémoire  la  notion  d'expression  différentielle  normale» 
On  opère  ici  dans  le  domaine  de  rationalité  défini  par  une  fonction  algé- 
briques de  la  variable  indépendante  x.  V ne  expression  différentielle  normale 
généralisée  est  alors,  par  définition,  de  la  forme 

()  c^/(«-^r»*»^)     [sv=J  g{s,x)dx\ 

oii  f{y^  s^x)  est  une  expression  «lifi'crcnticlle  linéaire  par  rapport  à  ^  et  ses 
dérivées,  dont  les  coefficients  dépendent  de  s  et  j?  et  qui  est  régulière  dans  le 
domaine  s.  De  plus  g{5yX)  est  une  fonction  rationnelle  de  ses  arguments,  qui 
satisfait  à  certaines  conditions,  grâce  auxquelles  une  expression  diiïérenlielle 
normale  ne  pourra  se  mettre  sous  la  forme  (1)  que  d'une  seule  manière.  Quant 
4  la  forme  de  f{y^  s,  x),  elle  est  aussi  discutée  par  Tauleur  :  la  somme  des  ra- 
cines de  toutes  les  équations  aux  exposants,  relatives  aux  points  singuliers, 
est  un  nombre  entier  que  l'on  saura  déterminer. 

On  peut  alors  examiner  si  une  expression  linéaire  donnée  F(x,  j,  x),  à  coeffi- 
cients rationnels  en  s  et  x,  peut  se  représenter  par  un  système  d'expressions 
différentielles  normales  généralisées,  et  effectuer,  dans  ce  cas,  la  décomposi- 
tion de  F  en  ces  divers  facteurs  symboliques.  Alors  la  détermination  des  inté- 
grales de  F=  o,  dans  le  domaine  des  points  singuliers,  s'obtient,  sans  avoir  à 
discuter  les  questions  de  convergence^  au  moyen  de  systèmes  d'intégrales  élé- 
mentaires normales,  ce  qui  est  le  but  essentiel  de  tous  les  Mémoires  de 
l'auteur. 


ii8  SECONDE  PARTIE. 

L'application  de  la  méthode  est  faite  à  un  type  général  d'équations  linéaires 
du  second  ordre  à  coefficients  rationnels  en  x,  qui  deyiennent  réductibles  par 
l'adjonction  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  entier  en  x. 

Schlesinger  (Ludivig),  à  Klausenburg.  —  Sur  la  théorie  des 
équations  diflTérenlielIes  linéaires,  rattachée  au  problème  de 
Riemann.  (i38-i73). 

L'auteur  reproduit  d'abord,  sous  une  forme  plus  synthétique,  la  démonsira- 
tion  qu'il  a  donnée  précédemment  {ffandbuch  der  Théorie  der  linearen 
Differentialgleichungen,  t.  II,  p.  38a  et  suivantes)  du  théorème  d'existence 
suivant  : 

//  existe  toujours  n  fonctions  J'i,  J'a» . . .»  y»»  «'^  ^f  ayant  le  caractère  de  fonc- 
tions rationnelles  dans  tout  le  plan  à  ^exception  de  (9  +  1) /N>iRtta„a,, 
a^,  . . . ,  a^^i,  arbitrairement  donnés^  indéterminées  en  ces  points^  et  dont  Us 
valeurs  aux  deux  bords  des  coupures  (  a^,  a^^^  )  sont  liées  respectivement  par 
des  substitutions  linéaires  arbitrairement  données  \^{k  =  i,  a, . . .,  9).  /<  et( 
supposé  toute/ois  que  ces  substitutions  ont  des  modules  égaux  à  l'unité^  et 
que  les  équations  fondamentales  qui  correspondent  à  ces  substitutions,  aimi 
qu'à  A^^i  =  Ay'AT' . . .  A"*,  n*ont  que  des  racines  de  modules  égaux  à  V unité. 

L'ensemble  de  ces  systèmes  de  fonctions  (pour  des  ai^  et  des  A^  donnés) 
forme  une  espèce,  qui  comprend  diverses  classes  :  les  systèmes  d'une  même 
classe  ont  les  mêmes  pôles.  Les  systèmes  formant  la  classe  prinicipale  sont  ceux 
dont  les  fonctions  sont  partout  finies,  en  dehors  des  points  a^.  Ce  sont  ces  sys- 
tèmes que  Riemann  avait  en  vue  dans  deux  fragments  posthumes  {Œuvresde 
Riemann,  p.  379-390;  édilion  VVeber-Dedckind  ). 

Les  équalions  lint^aires  correspondantes  appartiennent  à  la  classe  d'équations 
dite  de  Fuchs;  le  groupe  de  monodromie  est  indépendant  des  paramètres  arbi- 
traires, et  les  équations  fondamentales  déterminantes  n'ont  que  des  racines 
réelles. 

jSotice  nécrologique  sur  Charles  Ilermite  (i 822-1 901),  par 
L.  Fuchs.  (171). 

Saalschùtz^  à  Konigsberg.  —  Équations  entre  les  premiers  termes 
de  certaines  suites  de  diflerences;  application  à  des  soinmations 
et  à  la  représentation  des  nombres  de  Bernoulli.  (210-240). 

Soient  a\'»^  «5"»,  a\'^^  ...  les  premiers  termes  des  suites  des  différences  pre- 
mières, secondes,  troisièmes,  etc.  de  la  série  o,  i'»",  a*»",  3'*",  ....  L'auteur 
établit  d'abord  des  formules  de  récurrence  entre  ces  quantités,  et  en  déduit  la 
for  m  H  le  fan  da  m  en  taie 

a\'n  _  aT/f  X  -\-  rtj'"x*ip . . .  —  rtH'.',|  JC-''*~* 

=  (1  _.  j7)  [,  -  Crr  ^  C,  y'-'z^  . . .  H-  (-  i)--»C--,r'"-*] 
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où  les  constantes  C]['  sonl  données  par  des  formules  de  récurrence  et  par  des 
formules  directes.  Celte  formule  se  généralise  en  substituant  à  la  série  o, 
,2m^  2^"*,  ...  celles  dont  le  terme  général  est  une  fonction  paire  de  l'indice.  Ces 
formules,  en  faisant  croître  indéfiniment  le  degré  des  séries  considérées,  et 
au  moyen  de  certaines  intégrations,  conduisent  à  la  sommation  de  diverses 
séries  trigonométriques,  à  l'expression  des  nombres  de  BernouUi  connue  sous 
le  nom  de  Théorème  de  von  Staudt  et  Clausen,  et  à  d'autres  formules  de 
récurrence  entre  les  nombres  de  Bernoulli. 

Jung  {Heinrich)^  à  Rinteln  a.  d.  Weser.  —  Sur  la  plus  petite 
sphère  contenant  une  figure  de  Tespace.  (241-25^). 

1.  Étant  donné  {i  points  dans  l'espace  à  n  dimensions,  l'auteur  détermine 
la  plus  petite  sphère  à  />  —  i  dimensions  telle  qu'aucun  de  ces  p.  points  ne  lui 
soit  extérieur. 

2.  La  plus  petite  sphère  qui  puisse  renfermer  tout  système  de  points 
dont  les    distances    mutuelles    sont    au    plus    égales    à     i£/i   a    pour    rayon 


/ 


(dans  l'espace  à  n  dimensions). 


2(/H-l) 


Loewy  {Alfred)^  à  Fribourg-en-Brlsgau.  —  Sur  la  généralisation 
d'un  théorème  de  Weierstrass.  (a58-262). 

Dans  la  forme  réduite  d'une  forme  bilinéaire  d'Hermite  figurent  un  certain 
nombre  de  termes  affectés  du  signe  +  et  un  certain  nombre  de  termes  affectés 
du  signe  — .  La  caractéristique  de  la  forme  est  le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres.  Cela  posé,  on  a  le  théorème  général  suivant,  où  P,  Q  désignent  deux 

formes  bilinéaires  quelconques;  P',  Q'  les  formes  conjugués;  et  P',  Q'  celles 
qu'on  en  déduit  en  y  remplaçant  les  coefficients  par  les  quantités  imaginaires 
conjuguées  : 

Si  le  déterminant  de  P  n*est  pas  nul;  s* il  en  est  de  même  pour  l'une  des 

P  — F 
deux  formes  d'Hermite  P  ■+■  P'  ou  — : — »  et  si  q  est  sa  caractéristique;  si 

de  plus  on  a  l'identité  Q  P'  4-  P  Q'  =  o  ;  et  si  enfin  le  déterminant  de  P.H-  Q 
n'est  peu  nul;  alors  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  du  faisceau 
|iP  -h  iQ  satisfont  à  l'inégalité 


.i-ZK?) 


3«  étant  la  somme  des  exposants  de  ceux  de  ces  diviseurs  élémentaires  qui  s'an- 
nulent pour  des  valeurs  imaginaires  de  11,  h  étant  l'un  quelconque  des  expo- 

*€utts  des  autres  diviseurs  élémentaires,  etEl-\  désignant  le  plus  grand  entier 

h  P  — F 

contenu  dans  -*  Il  en  résulte  que,  si  l'une  des  formes  P-i-  P'  om  — : —  est  dé- 
finie, il  n'y  a  que  des  diviseurs  élémentaires  réels,  affectés  de  l'exposant  i. 


120  SECONDE  PARTIE. 

Pirondini  {Geminiano)^  à  Parme.  —  Sur  les  cylindres  et  les  côocs 
passant  par  une  ligne.  (263-27.5). 

L^auteur  considère  une  courbe  tracée  sur  deux  cylindres  et  donne  aoe  série 
de  formules  permettant  de  représenter,  simultanément,  cette  ligne,  les  sectioik« 
droites  des  cylindres  et  les  transformées  de  ces  courbes  lorsqu'on  déTeloppe 
Tun  ou  l'autre  des  deux  cylindres.  Il  donne  des  formules  de  la  même  natuK^ 
pour  une  courbe  tracée  sur  deux  cônes,  ou  sur  un  cylindre  et  an  cône. 

Il  en  déduit  un  grand  nombre  de  propositions  intéressantes,  parmi  lesqaek'^cs 
nous  citerons  les  deux  suivantes,  pour  leur  caractère  de  généralité  : 

Une  ligne  plane  quelconque  L,  et  les  lignes  qu*on  en  déduit  en  déçelt 
pant  sur  un  plan  les  divers  cylindres  passant  par  L  et  dont  les  génératri 
sont  parallèles  à  un  plan  fixe,  sont  les  méridiennes  d*une  suite  de  surf  a* 
de  révolution  applicables  les  unes  sur  les  autres» 

Deux  lignes  planes  données  arbitrairement  peuvent,  dans  tout  cat^  ^^ 
d'une  seule  manière  y  être  réduites  à  une  même  ligne  de  l'espace^  soit  ^'i 
pliant  leurs  plans  en  cylindres^  suivant  deux  directions  données,  soit 
pliant  le  plan  de  Vune  en  cylindre,  suivant  une  direction  donnée,  et 
plan  de  l'autre  en  cône  dont  le  sommet  soit  un  point  donné  du  plan; 
en  pliant  leurs  plans  en  cônes,  les  sommets  étant  des  points  donnés  des  dei^^^ 
plans. 

Landau  {Edmund)^  à  Berlin.  —  Sur  la  théorie  de  la  fonctioo 
gamma.  (276-283). 

Il  s'agit  de  la  question  suivante  :  jusqu'à  quel  point  les  formules  de 
récurrence  connues  pour  la  fonction  T  permettent-elles  de  réduire  Tintcrvalle 
total  dans  lequel  on  doit  la  supposer  définie  pour  pouvoir  calculer  sa  valeur 
pour  toute  valeur  réelle  de  l'argument?  L'auteur  en  donne  la  solution  par  le 
théorème  suivant  : 

Le  nombre  positif  5  étant  arbitrairement  choisi,  on  peut  déterminer  un 
nombre  fini  d'intervalles,  d'étendue  totale  inférieure  à  5,  de  telle  manière 
que  la  valeur  de  la  fonction  F,  pour  un  argument  réel  quelconque,  se  cal- 
cule par  un  nombre  fini  d'opérations  algébriques  au  moyen  des  valeurs  de 
la  fonction  pour  un  nombre  fini  d^arguments  convenablement  choisis  y  ap- 
partenant à  ces  intervalles. 

Titnerding  (ll.-E .),  à  Strasbourg.  —  Sur  une  courbe  gauche  du 
cinquième  ordre.  (aS^-Sii). 

Il  s'apii  tic»i  courbes  gauches,  tracées  sur  des  quadriques,  et  coupant  en 
In^is  points  cha«|ne  génératrice  rccliligne  d'un  des  systèmes  et  en  deux  points 
chaque  génératrice  rccliligne  de  l'autre  système.  Une  telle  courbe  peut  être 
considérée  comme  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  degré  passant  par 
les  di'ux  conifjucs  suivant  lesquelles  un  faisceau  de  quadriques  est  coupé  par 
deux  plan-^  lixes.  On  peut  lui  faire  correspondre,  point  par  point,  une  courbe 
plane  <ln  (luatriéme.  ordre,  à  point  double. 

L'auteur  l'étudié  au  moyen  du  théorème  d'Abel  ;  il  considère  diverses  espèces 
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de  groupes  de  points  sur  la  courbe.  Il  introduit  les  fonctions  hyperelliptiques 
correspondantes,  et  détermine  les  relations  entre  les  caractéristiques  des 
16  fonctions  thêta  et  les  droites  joignant  les  points  fixes  par  lesquels  passent 
les  coniques  qui  interviennent  dans  la  génération  de  la  courbe. 

Il  étudie  aussi  les  projections  de  la  courbe  gauche  et  termine  par  une  théorie 
algébrique  des  courbes  planes  du  cinquième  degré  à  quatre  points  doubles. 

^ernies  (O.),  à  StegHlz.  —  Les  formes  des  polyèdres  (avec  une 
planche.  (3i2-34îi). 

Suite  des  Mémoires  publiés  dans  le  même  Recueil,  sous  le  méms  titre  (le  pré- 
cédent l'orne  122).  Le  travail  actuel  est  consacré  aux  polyèdres  à  neuf  sommets. 
Les  procédés  de  construction  sont  les  mêmes  que  dans  le  Mémoire  précédent 
(composition  polaire,  avec  des  polyèdres  simples,  et  procédé  de  Kirkman). 
L*auteur  indique  d^abord  le  procédé  de  classification  qu'il  emploiera.  Il  donne 
ensuite  des  Tableaux  de  formules  pour  les  5i  polyèdres  autopolaires;  et  pour 
les  surfaces  parapolaires  (i3i  couples).  Il  termine  par  un  nouveau  procédé  de 
classification,  qui  donne  un  aperçu  plus  rapide  d'une  partie  des  polyèdres 
trouvés  antérieurement  (i  tétraèdre,  2  pentaèdres,  7  hexaèdres,  34  heptaèdres, 
357  octaèdres). 

hamburger  [M,).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires.  (343-346). 

Les  relations  connues  entre  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  et  celles 
de  l'adjointe  sont  établies  en  partant  des  intégrales  premières  de  l'équation 
linéaire  donnée.  En  écrivant  que  la  proposée  est  une  conséquence  de  l'une  quel- 
conque de  ces  intégrales  premières,  on  obtient  immédiatement  des  relations 
de  la  forme 

d'où  Ton  conclut  facilement  les  résultats  cherchés. 


Tome  124;  1902. 

^arkas  (^Julius)^  à  Kolosvâr  (Klausenburg).  —  Théorie  des  iné- 
quations simples.  (1-27). 

Ce  trav.iil  est  rcxposilion  systématique  de  résultats  publiés  déjà  par  l'auteur 
{Berichte  aus  Ungarn,  1895.  189^,  1899;  Archives  néerlandaises,  a»  série, 
t.  IV).  L'auteur  considère  d'abord  un  système  d'équations  et  d'inéquations  de 
la  forme  0,^o,  les  O,  étant  des  formes  linéaires  par  rapport  aux  inconnues. 
Le  principe  fondamental  de  leur  théorie  est  que  toute  inéquation  de  même 
forme  &^o,  qui  en  est  une  conséiiuence,  est  telle  que  &s2X.6.,  les  X,-  qui 
correspondent  à  des  équations  (6-=:o)  du  système  étant  quelconques  et  les 
autres  n'étant  pas  négatifs.  Ce  principe  permet  à  l'auteur  de  donner  une  méthode 

Hull.  fies  Sciences  mathém.y  •>•  série,  t.  XX VIII.  (Juillet  1904.)  H. 9 
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pour  exprimer  la  solution  la  plus  générale  du  système  donné  au  moyen  de 
paramétres  et  pour  discuter  la  possibilité  du  système.  La  question  de  rélimi- 
nation  de  certaines  des  inconnues  est  traitée  aussi,  ainsi  qu'une  autre  appli- 
cation. 
L'auteur  considère  aussi  des  systèmes  comprenant  des  inégalités  de  la  forme 


^*  5  -♦-  A^I  ^  -^  A,  ^  +  A,  -ri  H-  B,TH- .  .  .>  O, 


à  vérifier  par  les  fonctions  inconnues  Ç,  t„  ...  à  Tintérieur  d'un  champ  T;  en 
même  temps  que  d'autres  inégalités  de  la  forme 

L^H-M'nH-...>o 

doivent  être  vérifiées  sur  la  surface  S  qui  limite  T.  Et  il  cherche  k  exprimer 
que  toutes  les  solutions  de  ce  système  d'inégalités  satisfont  à  Tinéquation- 
intégrale 

11  montre  que  la  condition  est  qu'il  existe  des  multiplicateurs  non  négatifs  ç 
et  4^,  donnant,  à  l'intérieur  de  T, 

^"      dx        ôy        âz-Zi^''       dx2^^'^      dyZi^^       dz2^^'^' 


cl,  sur  la  surface  S, 

X,a-+-X,p-f-X3Y  =  -^  L^H-a^AiÇ  +  p^A^ç  +  T^]^»?' 


où  a,  ^  Y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  S,  dirigée   vers  Tinté- 
rieur  (le  T. 

Le  but  de  ces  recherches  est  de  faciliter  l'application  du  principe  général 
des  vitesses  virtuelles,  qui  introduit  des  systèmes  d'équations  et  d'inéquations 
(le  la  forme  considérée. 

Hamburger  {M.).  —  Sur  la  transformation  des  intégrales  dont  le 
champ  d'inlégraliou  est  fermé.  (28-37). 

L'auteur  établit  la  formule 
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par  une  voie  eotièrement  analytique,  en  partant  de  l'identité 

au\     dv  dv /       dv\    du  du/  \dy        ôx/  D{Uf  v) 

et  en  l'intégrant  deux  fois,  avec  des  données  initiales  convenablement  choisies. 
Il  établit  par  un  procédé  analogue  la  formule  de  Stokes.  On  pourrait  généra- 
liser pour  n  variables  indépendantes. 
De  même,  l'identité 

dV       dV       ^^^^^  /d\  ^ôY       âZ\  D(a?,  y,  z) 
du        dv        dw  "  \dx       dy       dz/D{Uy  v,  w)' 


ou 


J^      D{v,  w)  ^      D{w,  u)  ^      D(l^,  v) 

conduit  à  la  transformation  connue  de  l'intégrale  triple 

J  \dx       dy       dz) 

eo  intégrale  de  surface.  La  même  identité  peut  servir  à  transformer  Texpres- 

d^o       d^  9       d^  9 
sien  Atp  =  -r-^  -+•  -r—  -+•  -T^  dans  un  changement  de  variables  quelconque. 

Schlesinger  (Ludwig),  à  Klausenburg.  —  Sur  le  Pentagramma 
mirificum  de  Gauss.  (38-46). 

Il  s'agit  d'un  pentagone  sphérique  dont  toutes  les  diagonales  sont  égales  à  un 
quadrant.  L'auteur  le  suppose  placé  plus  généralement  sur  une  surface  à  cour- 
bure constante  positive  et  introduit  les  coordonnées  homogènes  de  Beltrami. 
Il  donne  la  forme,  très  simple,  des  équations  qui  définissent,  au  moyen  de  ces 
coordonnées,  un  glissement  quelconque  de  la  surface  sur  elle-même  et  une 
symétrie  efTectuée  sur  la  surface.  Revenant  au  pentagone  en  question,  il  montre 
qu'en  interprétant  les  coordonnées  de  Beltrami  comme  des  coordonnées  rec- 
tangulaires dans  un  plan,  il  devient  un  polygone  de  Poucelet  à  cinq  côtés. 
L'auteur  retrouve  enfin  les  formules  de  Gauss,  qui  rattachent  la  question  à  la 
division  par  5,  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Schlesinger  (Ludwig)^  à  Klausenburg.  —  Sur  un  théorème 
général  de  la  théorie  des  équations  difl'érentielles  linéaires.  (47" 
58). 

Étant  donnée  une  équation  linéaire  (A),  à  coefficients  rationnels,  pour 
laquelle  les  équations  fondamentales  relatives  aux  points  critiques  n*ont 
que  des  racines  de  module  égal  à  un,  il  existe  toujours,  en  vertu  des  résul- 
tats sur  le  problème  de  Riemann  donnés  par  l'auteur  dans  un  récent  Mémoire 
(même  Recueil,  t.  123,  p.  i38-i73),  une  équation  linéaire  (B),  à  coefficients 
rationnels,  appartenant  à  la  classe  de  Fuchs,  cogrédicnte  à  la  première.  C'est- 
à-dire  que,  si  ^  est  riiitégrale  générale  de  (A)  et  ^  celle  de  (B),  il  existe  une 
relation  y  =.  r^z  -h  r^z' -h. ..-{-  /*„_,  c<'*~'^  à  coefficients  uniformes. 
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On  obtient  un  résultat  analogue,  mais  sans  la  restrictioQ  soulignée,  en  se 
servant  de  la  théorie  des  groupes  de  transformations  des  équations  linéaires. 
Par  l'adjonction  au  domaine  de  rationalité,  d^une  fonction  uniforme,  l'équa- 
tion (A)  se  comportera  comme  une  équation  de  la  classe  de  Fuchs,  car  soc^. 
groupe  de  transformations  deviendra  le  plus   petit  groupe   linéaire  contio 
algébrique  qui  contienne  son  groupe  de  monodromie. 

Giindeljinger  (5.),  à  Darmstadt.  —  Trois  lellres  d'Aronhold 
Hesse.  (59-79)- 

Ces  trois  lettres,  datées  des  1"  octobre  1849,  '8  décembre  1849,  7  ^é^»cr  ' 
se  rapportent  aux  recherches  d*AronhoId  sur  la  forme  cubique  ternaire.  El 
ont  été  retrouvées  dans  les  papiers  de  liesse.  Elles  montrent  que  si  la  Géo 
trie  a  été,  par  Tinfluence  de  Hesse,  Mobius,  PIttcker,  Torigine  des  trav 
d'Aronhold,  ce  sont  les  idées  de  Eiscnstctn  et  de  Caylcy  qui  Font  coad 
dans  Tcspacc  de  7  mois,  aux  équations  différentielles  fondamentales  de 
théorie  des  invariants.  Ces  lettres  sont  donc  particulièrement  intéressantes 
point  de  vue  du  développement  des  conceptions  d'Aronhold* 

Gundeljinger  (S.),  à  Darmstadt.  —  Brouillon  d'une  lettre  de 

Hesse  à  A.ronhold.  (80-82). 

Daté  du  37  décembre  1849.  Contient  une  démonstration  de  Timpossibi  ^'tê 
d'une  identité  linéaire  homogène  entre  une  forme  ternaire  de  degré  supérE!  ^or 
à  3,  son  hessien  et  le  hessien  du  hessien. 

Gundelfmger  (5.),  à  Darmstadt.  —  Sur  l'origîne  probable  c^^s 
tbéorèrnes  d'Aronhold  sur  Finvariant  S  et  une  nouvelle  expo- 
sition de  la  théorie  des  formes  ternaires  cubiques.  (83-86). 

L'auteur  introduit  la  forme  cubique  ternaire  /,  son  hessien  A  et  le  hcssiffl 
bordé  {Zwisclienform)  6.   Les  relations  entre  les  coordonnées  de  deux  pôles 
conjujiués  par  ra|)p(»rl  à  la  cubique /  =  o  fournissent  des  relations  entre  les 
coefficients  de  0.  Six  combinaisons  bilinéaires  de  ces  coefficients  sont  égales  cl 
leur  valeur  commune  sera  l'invariant  S  ;  trente  autres  sont  nulles.  La  formation 
poliiirc  permet  do  déduire  de  ces  identités  de  nouvelles  relations  fondamen- 
tales. L'opération  Z  d'Aronbold  on  fournit  d'autres  et  introduit  l'invariant  Tel 
les  nouvelles  formes  mixtes  t,  et  K.  On  a  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  construire  la   théorie   complète  de  la  forme  f,  sans  calcul   symbolique, 
comme  l'auteur  le  montrera  dans  un  prochain  travail. 

Gundeljinger  (5.),  à  Darmstadt.  —  Sur  le  calcul  des  logarithmes 
de  Gaiiss  pour  de  petites  valeurs  de  B  et  les  valeurs  correspon- 
dantes de  A.  (87-f)?.). 

Il  s'tJ^it  de  la  résolution  de  l'équation  , 

loW  =  I  -}-  lO-V. 
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L*auteor  prend  la  solation  sous  la  forme  suivante,  où  M  =  log€, 

B  =  num  log  (  A  H-  log  M  )  —  A*. 

li  donne  des  Tables  numériques  pour  le  calcul  de  k  avec  7,  8,  9  et  10  déci- 
males. II  fait  une  application  au  calcul  de  log -ci,  ou  -  est  le  quadrant  de  la 

lemniscale.  La  méthode  employée  a  été  indiquée  dans  un  Ouvrage  de  Gundcl- 
finger  et  NcU  (  Tables  pour  le  calcul  des  logarithmes  à  neuf  décimales). 

Fischer  {Victor)^  à  Stuttgart.  —  Une  application  de  la  théorie 
des  quaternions  aux  équations  de  la  Thermodynamique.  (98- 
101). 

Représentons  les  modifications  dans  l'état  d'un  gaz  parfait  par  un  diagramme 
plan,  en  prenant  pour  coordonnées  rectangulaires  la  pression  et  le  volume  spé- 
cifiques. On  a,  pour  la  différentielle  de  la  quantité  de  chaleur  Q,  la  formule 
de  Thermodynamique 

dO  —    *^    dv  H dp, 

^  X  —  I  X  —  I 

L'aateur  considère  alors  le  vecteur 

où  I,  y,  k  sont  les  vecteurs  unités  de  la  théorie  des  quaternions.  L'application 
des  formules  de  Stokes  et  de  Gauss,  sous  la  forme  que  leur  donne  cette  théorie, 
donne  la  quantité  de  chaleur  sous  forme  d'intégrale  curviligne  et  montre  que 
les  lignes  de  direction  du  vecteur  g  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  adia- 
ba  tiques. 

L'interprétation  d'un  diagramme  plan^  rapporté  à  la  température  et  à  Ten- 
tropie,  peut  se  faire  d'une  manière  analogue. 

Iloyer,  à  Burg.  —  Sur  la  définilion  et  Tétude  des  groupes  tran- 
sitifs. (102-1 i4). 

Imaginons  des  opérations  quelconques  T,,  T,,  . . .,  T^.  Soit  e  l'un  quelconque 
des  éléments  auxquels  on  les  applique;  nous  désignons  par  e^  l'élément  qui  en 
résulte  par  l'opération  T^,  e^^  celui  qui  résulte  de  e^  par  l'opération  T.  et 
ainsi  de  suite.  Si  ces  opérations  définissent  un  groupe  fini,  on  aura  un  système 
de  relations  de  la  forme  ^a?...\=  ^a>'...o'î  ^'^  ^i  le  groupe  est  transitif,  l'on 
pourra  écrire  un  nombre  de  relations  de  cette  forme  suffisant  pour  le  définir 
entièrement.  Ce  seront  les  équations  de  définition  du  groupe.  Par  exemple, 
le  groupe  symétrique  de  v -h  1  éléments  a  pour  équations  de  définition 

*««=«         («  =  i,  2,  ...,  v),         e«3=««         (a,  ?  =  1.  2,  ...,  v;  a  ?£  P). 

L'auteur  cherche  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'un  système 
de  telles  relations  définisse  effectivement  un  groupe.  Il  trouve  que,  pour  v  opé- 
rations, devant  donner  naissance  à  un  groupe  à  n  éléments,  le  nombre  minimum 
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des  équations  de  définition  est  v/i  —  n  +  i.  Il  trouve  aussi  la  condition  pour 
que  le  groupe  soit  fini.  II  étudie  la  détermination  des  divers  modes  d'imprimi- 
tivité  d'un  groupe  donné  par  ses  équations  de  définition.  Enfin,  il  examine  le 
cas  où  les  équations  de  définition  se  réduisent  aux  relations  entre  les  substi- 
tutions d'un  groupe  fini,  considérées  par  Walther  Dyck  [GruppeniheoreiUche 
Studien  {Math,  Ann.,  t.  XX)]. 

Landau  (Edmund),  —  Un  théorème  sur  la  décomposition  des 
expressions  diflférentielles  linéaires  homogènes  en  facteurs  irré- 
ductibles. (ll5-I20). 

<c  Dans  toutes  les  décompositions  d'une  expression  différentielle  linéaire  homo- 
gène en  facteurs  irréductibles  (symboliques)  le  nombre  des  facteurs  est  le  m^mi* 
et  les  ordres  des  facteurs  sont  les  mêmes,  abstraction  faite  de  la  manière  dont 
ces  facteurs  se  trouvent  rangés.  » 

Kilhne  (H.),  à  Dortmund.  —  Sur  une  relation  réciproque  entre 
des  fonctions  de  plusieurs  indéterminées,  conduisant  à  des  lois 
de  réciprocité.  (i2i-i33). 

Soit  p  le  domaine  des  fonctions  entières,  à  coefficients  entiers,  des  indéter- 
minées ^p  ...,  .r„  et  soit 

un  système  de  modules,  pris  dans  p,  et  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 
p  est  un  nombre  premier  impair,  /i(^i)  est  irréductible  (mody:;)  et  chacun 
des  /^  contient  rindcterminée  a:^  correspondante  et  est  irréductible 

inod  (/?,/,,  ...  /t_,). 

V  est  un  système  de  modules  premier  et  rauloiir  en  rappelle  Ir*^  propriéics 
fon(lanionlal«\»;;  (Mitre  autres,  les  généralisations  des  théorèmes  de  Fermai  et  de 
Wilson,  rclaliveiiirnt  à  ce  inodulc. 

Soit  alors  x  une  nouvelle  in(l«''tt;rininée,  et  soient  /et  g  deux  fonetioii'*  en- 
tières du  domaine  [,3,  j:],  irréductibles  (inod/^);  soit  |i  le  dej;rè  de  /"  par  rap- 
port ù  JT,  V  celui  de  g\  les  coiîflicicats  de  x*-  dans  /  et  de  x"  dans  g  étant  éuaii\ 
à  un.  Soit  eiic(»rc  m^.  le  degré  de /j  par  rapport  à  jTj  et  posf»ns  (j  =  y^'^i"'j- ••"•«. 
Cela  fait,  on  définit  deux  fonelions  V  et  G  par  les  eongruences 

0-g'^-'^         (modP,/),         V-f'l-^         (modP,  i^O- 

Le  théorème  fondamental  du  Mémoire  s'exprime  par  la  congruenec 

G  ---  (-  i):*'F        (inodl»). 

<|ui  exprime  la  réeiproeité  entre  V  et  (i. 

(ie  ré>ul(at  permet  de  trouver  les  lois  de  réciprocité  entre  le  caracttre  kW  ^ 
connue   résidu    de    puissance    x'*"'  (modP, /)    et     le   caractère   analogue  d«' 
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f  (modPy  g).  Les  cas  qui  fournisseiit  des  lois  simples  sool 

q  —  I  ==  o        (modt),        t  =  3,        t  =  4» 

Grunfeld  (-C.),  à  Vienne.  —  Contributions  à  la  théorie  des  équa- 
tions adjointes  à  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  /i. 
(134-142). 

Relations  entre  les  racines  des  équations  fondamentales  déterminantes  de  la 
proposée  et  de  ses  adjointes.  Application  à  la  fonction  bilinéaire  ^{y^  4)  de 
Lagrange.  Expressions  des  intégrales  des  adjointes  par  des  quadratures  super- 
posées. Si  une  intégrale  de  l'adjointe  de  Lagrange  est  connue,  on  en  déduit  une 
intégrale  de  chacune  des  autres  adjointe«et,  par  suite,  une  intégrale  première 
de  la  proposée. 

Lemke  (H.)j  à  Hambourg.  —  Sur  Téquilibre  des  masses  gazeuses 
cosmiques.  (i43-i5i). 

Entre  des  corps  solides  fixes,  en  nombre  fini  et  à  distance  finie,  est  répandu 
un  gaz  homogène,  de  température  uniforme,  obéissant  à  la  loi  de  Mariotte  et 
dont  les  particules  s'attirent  suivant  la  loi  de  Newton.  II  s'agit  de  déterminer 
la  pression  p  du  gaz  en  fonction  des  coordonnées  x,  y^  z  de  manière  que  la 
masse  gazeuse  soit  en  équilibre.  En  posant  u  =  log/>,  l'auteur  trouve  pour  11 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

,  ^  d^u       d'il       d-u         ^  ,^  •  .     X 

(1)  TT  "^  TT  "^  XT  "^  ^^*  =  ^        (a  constante  positive). 

OJc         oy         oz  ' 

Il  discute  si  une  solution  de  cette  équation,  fournissant  pour  p  une  fonction 

uniforme  et  continue  dans  tout  l'espace  et  s'annulant  à  l'infini  comme  -—  (r  rayon 

vecteur),  satisfera  bien  au  problème,  c'est-à-dire  si  les  autres  inconnues,  les 
composantes  de  la  force,  par  exemple,  auront  des  valeurs  acceptables.  Il  trouve 
la  condition  3  =  2. 

Pour  ce  qui  est  de  l'intégration  de  l'équation  (i),  l'auteur  montre  que  la 
détermination  d'une  certaine  solution  particulière  dépend  de  l'équation 

"TT  ■+"  "TÔT  ■+"  2  (  v^ r  1   C*  =  O,  a  =   r»  3  =  ; • 

Thomé  (L.-JF.),  à  Greifswald.  —  Sur  les  représentations  asjm- 
ptotiques  des  fonctions.  (i52-i56). 

L'auteur  discute  la  véritable  nature  des  rcprésenlations  asymptotiqucs  four- 
iii(rs  par  la  série  de  Stirling,  d'une  part,  et  par  les  résultats  de  Poincaré  sur 
les  équations  linéaires,  d'autre  part.  Il  conclut  : 

«  Le  premier  genre  de  représentations  asymptotiqucs  (série  de  Stirling)  est 
caractérisé  par  ce  fait  que  la  difTcrence  entre  la  fonction  et  sa  représentation 
analytique  tend  vers  zéro  pour  :r  =  +  x.  Le  deuxième  genre  de  représentations 
asymptotiqucs  (expressions  de  Poincaré)  est  caractérisé  par  ce  fait  que  le quo- 
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tient  de  la  fonction  par  sa  représentation  asymptotique  tend  vers  un  poor 

j;  =  -h  00.  » 

Goebel  {J,-B.)j  à  Maj^ence.  —  Distribution  électrique  sur  deux 
sphères  conductrices.  (157-164). 

Solution  nouvelle  de  ce  problème  (résolu  par  Poisson)  au  moyen  de  for- 
mules données  par  Kirchbo(r.  La  densité  électrique  h  sur  Tune  des  sphères  est 
donnée  par  la  formule  simple 


4iraA-A=:A4.(Ç)-B4.Q), 


où  A  et  B  sont  les  potentiels  des  deux  sphères,  a,  b  leurs  rayons,  c  la  dislance 
des  centres;  où  Ton  a,  de  plus, 


Ç  =  (1)  —  i/ti)^  —  i ,  w  =  » 

^  lac 

et  où  la  fonction  4^  est  déGnie  par  un  développement  en  série  de  la  forme 


M,^  et  a,^  étant  certaines  constantes  et  6  Tangle  du  rayon  vecteur  du  point 
courant  de  la  sphère  avec  la  ligne  des  centres. 
L'auteur  applique  ce  résultat  au  cas  particulier  où  les  sphères  se  touchent. 

Kokott  (/^.))  ^  Sagan.  —  Recherches  sur  la  transformation   de 
Landcn.  (lôS-i^S). 

L'aire  d'un  triangle  de  côtés  a,  ft,  c  peut  s'écrire 

en  posant 

a              ^          .       b—c 
Y  =  7 et  A'  =  r 

Si  Ton  suppose  que  les  sommets  A  et  B  restent  fixes  et  que  b  reste  constant, 
on  a  un  nouveau  moyen  pour  rattacher  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  i 
celle  du  cercle  (le  cercle  de  centre  A  et  de  rayon  b).  De  ce  point  de  vue,  la 
transformation  de  Landcn  apparaît  comme  exprimant  une  représentation  {Ab- 
bildunf^)  de  deux  cercles  l'un  sur  l'autre.  L'auteur  introduit  ensuite  le  cercle 
d'Apollonius  do,  la  géométrie  du  triangle,  ce  qui  donne  une  nouvelle  significa- 
tion à  la  transformation  de  Landcn  et  rattache  la  représentation  des  fonctions 
elliptiques  au  moyen  du  cercle  à  celle  que  fournit  le  cercle  d'Apollonius  et  à 
celle  qu'a  employée  Halphen. 

Fields  (J,'C.)^  à  Hamilton.  —  Le  théorème  de  Riemann-Roch  et 
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rîndëpendance  des  conditions  définissant  les  adjointes  dans  le 
cas  d^une  courbe  dont  les  points  multiples  sont  à  tangentes 
distinctes.  (179-201). 

La  méthode  de  Fauteur  est  une  méthode  algébrique.  La  fonction  u  de  z  est 
supposée  définie  par  une  équation  algébrique  F{z,  u)  =  0,  telle  que  les  points 
multiples  soient  à  distance  finie  et  à  tangentes  distinctes  et  que  u  ne  devienne 
infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  ^;  de  plus,  les  points  critiques  sont  à  dis- 
tance finie  et  distincts  des  points  multiples. 

Une  fonction  rationnelle  du  point  analytique  {Zy  u)  est  prise  sous  la  forme 

où  les  Rj  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  leurs  arguments.  Et  le 
principe  de  la  méthode  de  l'auteur  est  la  détermination  d'une  fonction  R  qui 
ne  devienne  infinie  que  pour  ^  =  x.  La  forme  trouvée  pour  une  telle  fonction  R 
est 

<•>  2<^.(,-a,)(a-<,,)-^  "'<-''")' 

OÙ  (a^  bi)  sont  les  coordonnées  des  divers  points  multiples  et  où  y^  est  Vopé- 
rateur 


•'-2      2!   "'''''(à^J  \àbj 


s=.0        r  =  0 

(9|  étant  Tordre  de  multiplicité  du  point  multiple  correspondant).  Cet  opé- 
rateur dépend  donc,  sous  forme  linéaire  et  homogène,  de  -  <Si{  9i — i)  constantes 

arbitraires. 

Si  Ton  exprime  que  celle  fonction  R  est  finie  encore  pour  5  =  00,  on  trouve, 
d*abord,  que  R^doit  se  réduire  à  une  constante;  et  l'on  trouve  en  plus  les  condi- 
tions 


\  V/«i^f  =  «         ( I  4-  A-  =  0,  I ,  j,  . . . ,  /i  —  3 ) , 


(2) 


la  sommation  étant  étcnduo  à  tous  les  points  multiples.  Le  fait  que  \\  doit  alors 
•  se  réduire  à  uile  constante  prouve  que  ces  conditions  (2)  entraînent  l'évanouis- 

seroent  des  d  =  %  ,-  ^/C^^/—  0  conslanlcs  «r,t,r  ^^  résulte  alors  de  la  forme 

des  7|  que  les  d  équations  de  condition  qui  expriment  qu'une  courbe  de 
degré  /i  —  3  est  une  adjointe  de  la  proposée  sont  aussi  indépendantes.  D'où  la 
formule 

p  =  -  n(n  —  i)  —  d 

'        1 

donnant  le  nombre  des  polynômes  adjoints  indépendants. 
Bull,  des  Sciences  mathém.y  a*  série,  t.  XXVIIL  (Août  lyo'j.)  R.io 
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Si  l'on  cherche  entnitc  une  foncliun  R  ayant  Q  infinis  simples 
UQCe  Gaie,  il  n'y  a  qu'A  ajoulcc  ces  infinis  aux  points  (a,,  b,)  i*nt  ittvt 
mule  (i),  les  opjratenn  T|  correspondants  étant  de  simples  cnndiiutca  rhIu- 
pliettivM.  I^  diwnuion  qui  exprime  que  R  reste  lini  pour  s  s  k  k  (ail  niiip- 
tenint  Mos  peine  et  conduit  nu  tJiùiirùme  de  Hienmoa-Rocli. 

Kôiiigsberger  {Léo),  ù  Heidclbcrg,  —  Les  prioeifies  de  U  Mec» 
nique  pour  plusieurs  vaiiuliles  îiidiJ|H*ndanles.  (302-277). 


iim  de*  Métaoli-es  sur  lei  principi-i  df  li 
r  lu  plupart,  dans  le  même  Recunl,  ni 
int  ni  a  Uléma  tique,  sans  égard  auii  appli- 


Cette  ttnde,  qui  est  la  ^i 
Mécanique  publiés  par  l'aut 
encore  faite  i  un  point  de  v 
cations  possibles  i  la  Phj^ii 

Un  premier  paragraphe  roniii^iu  divers  Ic-mmcs  préliminaires,  dont  Ir  plu> 
important  renterme  ta  solution  du  problème  suivant  :  On  cnnsidètc  des  IMe- 
tioos  N„  N„  ...,  N^  des  variables  p„  p.,,  ..,,  p^  des  variaUe*  indépem- 
daotes  t,  u  et  de*  dérivées  des  p,  par  rapport  1  ces  variable*  indépeadaBic*;  à 
quelle*  condition*  exi*te-t-il  une  fonction  M  de  la  mène  nature  (et  ne  conte- 
nant que  de*  dérivée*  premières),  telle  qne  l'on  ait  le*  ideotitis 


d    dM 


di  àp'."^        '*' 


.  P»- 


On  dira  que  ce  sont  les  conditions  pour  que  les  N,  aient  n 
ligue  M.  L'anteur  indique  qu'on  pourrait  introduire  des  dérivée* d'ordn  sapé- 
rienr  et  considérer  un  nombre  quelconque  de  variable*  indépendantes;  mais  U 
se  borne,  pour  plus  de  clarté,  i  deux  variables  indépendante*  et  t  n'introdaîie 
que  des  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  par  rapport  1  ces  variable*.  Le 
poienLiel  cinétique  considéré  sera  une  fonction  Hdef,  11,  de*  variable*  «„  ■■■,*. 


tdesdéri' 


nii  1..1,.  ^     L 


.  d^. 


Lcs' 


def,, 


seront  liées  par  des  reUtions  linéaires  homogènes  quelconques  et  l'on  distin- 
j,'ucra,  d'après  cela,  comme  dans  lu  Mécanique  classique,  le!i  systèmes  AoJa- 
nomes  et  les  sjslémcs  non  holonoma.  Cela  posé,  il  s'agit  de  déduire  les  diverses 
conséquences  analytiques  qui  résulteront,  pour  les  fonctions  x^  de  (  et  u.  de 
l'hypothèse  qu'elles  satisfont  au  principe  d'Hamillon  généralisé 


'/./..{"- 1'")' 


les  X,  étant  des  [on< 
de  d'Alemberl 


is  données  de  t  et  u.  On  en  déduit  d'abord  le  prinript 


^lax,       dt  dx»!"  " 


ni  conduit,  en  pai 
n  système  libre,  < 
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Le  principe  de  d'Alembert  conduit  immédiatement  aux  équations  de  Lagrange 
qui,  pour  les  systèmes  holonomes,  prennent  la  forme  simple 

dp,       dt  dpV'^       du  dpV'^  "     •' 

Pour  un  paramètre  unique  x^  si  Ton  interprète  {x,  t^  u)  comme  des  coor- 
données rectangulaiiei,  le  point  correspondant  se  déplace  sur  une  surface 
minima. 

La  généralisation  du  principe  de  la  force  vive  présente  plus  de  difficultés 
et  n'est  possible  que  si  Ton  particularise  la  fonction  H.  L'auteur  traite  encore 
de  la  généralisation  du  principe  de  moindre  action,  du  principe  des  aires  et 
du  principe  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

Le  système,  qui  généralise  les  équations  d'Hamillon,  est 


àp. 
dt 

dE 

dp,               dE               rV/'»        /ir/i»" 
du  "       dq\^'^'            dt       '      du 

{s  =  1,   9.,    ...,    jX). 

dK 
àp. 

Les  deux  derniers  paragraphes  concernent  l'intégration  des  systèmes  difTc- 
rentiels  auxquels  conduit  la  théorie.  L'auteur  étudie  les  équations  du  second 
ordre  qui  peuvent  se  ramener  à  la  forme 

dp        dt  dp^'^i       du  d/?(»')  "~  "• 
Enfin  il  démontre  le  théorème  général  suivant  : 

Si  h  ne  dépend  pas  explicitement  des  variables  indépendantes  ^,,  ...,  /  , 
mais  seulement  des  fonctions  inconnues  /?,,  .  ..y  p^  et  de  leurs  dérivées  et  si 
les  P,  sont  des  fonctions  de  p^.  ...,  p  seulement,  le  système  suivant^  qui 
est  la  généralisation  des  équations  de  Lagrange, 

d\\         d        d\\  d  dW 


dp,       dt^  d/>i'«-"'  dt.      c|//,"»»-"» 

_i-  ^^i       <)H  rf-  dll 

■^  dt\  ()//,'»•••"  "^  dt.dt.  d///»»-»» 


-l-...-i- 


d         <)H 

dt^    ()y>l"o-    •) 

d^        0\\ 

dt]  <>/>«»"••-> 

d^        dW 

dq  Opi""'"'^  ' 

-P, 

(5  =  1,    2,    ...,    (X), 

se  ramène  à  un  système  analogue  à  une  seule  variable  indépendante,  en 
posant  ^  =  fl, /,+ ûTj/j-f-. .  .4- a„/„,  a,  ...,  a„  étant  des  constantes  arbi- 
traires. 

FucliS  (L,),  —   Sur  les  liiuilcs  entre  lesquelles  ccrlaines  inté- 
grales définies  gardent  des  signes  donnés.  (278-291  ). 

L'intégrale  considérée  est  de  la  forme 

F(i/,  m',  u'j  .. .,  aC"))  dx, 


r 
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où  F  est  une  forme  quadratique  de  ses  arguments,  dont  les  coefficients  so 

des  fonctions  données,  réelles  et  uniformes,  de  la  variable  réelle  x;  uesta*    .^DBt 

fonction  réelle  indéterminée;  u\  a',  ...  sont  ses  dérivées  successives  et  rc^'*''^'^ 

suppose  u,  u'y  u",  ...  régulières  dans  le  voisinage  de  â;  =  o.  Il  s*agit  de  détej ^-^f* 

miner  un  nombre  b  tel  que  Tintégrale  conserve  un  signe  constant  pour 

o  <x <b, 

quelle  que  soit  la  fonction  indéterminée  u. 
La  solution  est  fondée  sur  la  recherche  d'une  identité  de  la  forme 

I' ~y>«JQ(")]'=  è?(«»  "'i  •••»  "^"-■*'). 

où  Q  est  une  expression  linéaire 

Q(i/)  =  a(")-H^,M^"~*)-t-...-h7^ii, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  réelles  de  â;  et  où  9  est  une  nouvelK  M.  ^Ile 
forme  quadratique  de  ses  arguments.  L'auteur  suppose  F  k  coefficients  constanV^  ^nts 
et  discute  la  nature  des  coefficients  q^  et  des  coefficients  A^i  de  la  fonction  f^  ?. 
Le  résultat  final  est  le  suivant  : 

Soient  a  la  plus  petite  valeur  positive  de  x,  pour  laquelle  un  des  g^  devienne-^  jne 
infini  et  p  la  plus  petite  racine  positive  de  Téquation 

dét.  I  A||  I  :=  o. 

Le  nombre  b  est  le  plus  petit  des  deux  nombres  a  et  ^  et  l'intégrale  est  posi  ^^=si- 
live  pour  o  <  a?  <  6,  si  le  coefficient  de  [ut")]*  dans  F  est  positif. 

Schlesinger  (Ludwig)^  à  Klausenburg.  —  Sur  la  théorie  des=^  es 
équations  difTérentielIcs  linéaires,  rattachée  au  problème  d^^zmàe 
Riemann  (deuxième  Mémoire).  (292-319). 

Dans  le  précédent  Mémoire  (même  Recueil,  t.  123)  Tauteur  a  prouvé  Tcxi  M  -a^tis- 
tence  de  systèmes  de  fondions  ^,,  , .  .j  y^  de  x,  admettant  comme  seuls poinr  Mrm  nts 
singuliers  les  points  donnés  a,,  a^,  ...,  a,,  00  et  se  transformant,  le  long  cm  de 

coupures   a|Oc,   a^x,    ...,   a^oo    par   des   substitutions   linéaires   données  k^^--~    A.,, 

Ao, V^.  Ces  substittiiions  sont  seulement  assujetties  à  certaines  conditioDM~v  -ons, 

nécessaires  pour  la  convergence  des  séries  employées  pour  former  les  fon»  m^m  nc- 
lions  K,-  Pour  déterminer  entièrement  le  système  de  fonctions  ainsi  défini,  ^  â,  il 
suffit  de  lui  imposer  la  condition  que  son  déterminant  se  réduise  à  Tuni  m  «nnité 
pour  une  valeur  a?o  de  x  donnée. 

L'auteur  étudie  alors ^',,  ..-,>'„  comme  fonctions  des  paramètres a^,  ...,ûb::^-  *^î- 
Le  résultat  remarquable  est  que,  sous  certaines  conditions,  elles  se  comportcno»  -r^cnU 
comme  fonctions  de  l'un  quelconque  de  ces  paramètres,  exactement  comna"»-  «~îinc 
elles  se  comportent  comme  fonctions  de  x.  La  méthode  employée  est  la  métho»  ^'.^  '<>^^ 
de  déformation  continue  des  coupures.  Le  résultat  précis  est  le  suivant  : 

«  On  suppose  que  A,,  ...,  A^  engendrent  un  groupe  0  irréductible  et  admc^  •<^'- 
tant  des  isomorphismes  avec  lui-même,  relativement  aux  couples  d'indic-:!:^:^^*'^ 
(1,  >0i  •  •  M  (^  —  I»  ^)>  (^>  ^  -+-0ï  •  •  •>  (^î  ^)  e^  que  ces  isomorphismes  co»    ^o- 
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servent  les  condilions  de  convergence  auxquelles  Ap  . . .,  A,  salisfont  par  hypo- 
thèse. Alors  ^p  •  •  •)  ^'it  satisfont,  comme  fonctions  de  x^  à  une  équation  linéaire 
d^ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  de  x  et  a^i  dont 
Jes  points  essentiellement  singuliers  sont  a,,  ...,  a^,  œ,  et  dont  le  groupe  de 
tnonodromie  8  ne  dépend  pas  de  a,,  ...,  a,;  et  elles  satisfont,  comme  fonctions 
<le  a^,  à  une  é(|uation  linéaire  d^ordre  n,  dont  les  coefficients  sont  uniformes 
par  rapport  k  x  tt  a^^  dont  les  points  essentiellement  singuliers  sont  ap  ..., 
o\-it  X,  a*^^,,  ...,  a,,  00  et  dont  le  groupe  8^  ^^^  indépendant  de  a,,  ...,a^_p 

11  reste  à  prouver  qu'il  existe  des  groupes  8  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées.  L'équation  linéaire,  dite  de  TUsot-Pochhammer,  en  fournit  efiecti- 
vemcnt  un  exemple. 


Tome  125;  igoS  ('). 

Thomé  (L.-fV.),  à  Greifswald.  —  Sur  une  application  de  la  théo- 
rie des  équations  diflférentielles  linéaires  au  calcul  des  variations. 

(1-27). 

Il  s'agit  de  l'étude  de  la  seconde  variation  d'une  intégrale  réelle  de  la  forme 


L'auteur  rappelle  les  résultats  de  Jacobi  et  de  Hesse.  L'application  de  la  théorie 
des  équations  linéaires  lui  permet  d'en  déduire  le  résultat  suivant  : 

«  La  fonction  y  obtenue  au  moyen  de  l'équation  différentielle  qui  exprime 
que  la  première  variation  de  l'intégrale,  et  satisfaisant  aux  conditions  initiales 
données,  est  supposée  une  fonction  analytique  hoiomorphe  dans  une  région  du 
plan  de  la  variable  complexe  x^  à  l'intérieur  de  laquelle  se  trouve  le  segment 
de  l'axe  réel  compris  entre  a?  =  a  et  j?  =  6;  il  en   est  de  même,  par  hypothèse, 

pour  les  dérivées  —^  et  ,   ,  /.    .-  Enfin  la  condition  de  Jacobi,  que   ,  ,.  {  ... 

ne  s*annulc  pas  sur  le  segment  de  l'axe  réel  considéré,  est  aussi  supposée  rem- 
plie. Cela  posé,  il  existe  toujours  des  familles  de  courbes  infiniment  voisines  de  la 
courbe  trouvée  y,  telles  que  l'intégrale  ait  effectivement,  soit  un  maximum, 
soit  un  minimum,  pour  cette  courbe;  et  cela  a  lieu  en  général  pour  les  courbes 
que  l'on  désigne  généralement  comme  les  courbes  voisines  de^'.  » 

L'auteur  étend  ensuite  ces  résultats  aux  problèmes  isométriques  et  étudie 
en  détail  plusieurs  exemples. 


(*)  A  la  mort  de  L.  Fuchs  (26  avril  1902),  la  rédaction  du  journal  a  été  con- 
ée  à  M.  Kurt  Hensel,  avec  la  collaboration  de  MM.  Frobcnius,  Hettner,  Kno- 
lauchy  Lampe,  Schottky,  Schwarz. 
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Sclilesinger  (L.),  à  Klausenburg,  et  Brodén  (ST.),  à  Land  .    — 
Remarques  sur  le  problème  de  Biemann.  (a8-33). 

1.  Lettre  de  M,  Schlesinger  à  M,  Broden,  —  Le  problème  de  Rieirmânn, 
relatif  aux  équations  linéaires,  tel  qu'il  a  été  généralisé  par  M.  Brodéo,  peutK 
ramener  au  problème  restreint  traité  par  M.  Schlesinger  (même  joax*iiA't 
t.  123  et  124). 

2.  Lettre  de  M,  Brodén  à  M,  Schlesinger,  —  On  peut  aussi  le  ratta  ^^^»*' 
au  problème  suivant  : 


«  Un  système  d'équations  différentielles  linéaires  homogènes  cogrédie^^^^ 
(au  sens  de  Schlesinger),  qui  n'ont  qu'un  nombre  fini  de  points  critiques^  ^ 
dont  les  coefficients  sont  uniformes,  contient-il  toujours  des  équations  d«^^ '^ 
classe  de  Fuchs?  » 


^e 


Netto  (E.),  k  Gîessen.  —  Sur  les  valeurs  approchées  et  les  fr^  ^" 
tions  continues.  (34-63). 

Ce  travail  se  rattache  à  un  précédent  Mémoire  de  K.  Th.  Vahlen  (m 
Journal,  t.  115).  L'auteur  définit  d'abord   avec  précision  la  suite  de  Farey 
fractions  que  l'on  peut  former  en  partant  des  réduites  du  développement  eo  fra  ^^' 
tion   continue  d'une  fraction  irréductible  donnée.  Il  montre  qu'on  la  retrou^^^'' 
quand  on  modifie  la  méthode  de  développement  en  fraction  continue  en  prena^ 
les  quotients   incomplets  tantôt   positivement,  tanlôt    négativement,  mais  c^^ 
manière  à  satisfaire  à  une   certaine  loi  de  formation.  Le  nombre  de  ces  divct^ 
développements  se   trouve  égal  au  numérateur  de  la  fraction  donnée;  Tauteuf 
trouve  aussi  le  nombre  de  ceux  qui  contiennent  un  nombre  de  termes  donné* 

On  peut  aussi  prendre  une  autre  loi  de  formation  des  développements,  dans 
laquelle  le  nombre  des  développements  se  trouve  égal  au  dénominateur  de  la 
fraction.  Enfin,  dans  un  dernier  paragraphe,  l'auteur  examine  ce  qu^il  appelle 
les  développements  avec  retour,  dans  lesquels  la  suite  des  opération:»  ramène 
une  fraction  déjà  obtenue  précédemment;  et  étudie  le  nombre  de  ces  dévelop- 
pements, qui  peuvent  encore  se  déduire  de  la  môme  suite  de  Farey. 

Landau  (Edmond),  à  Berlin.  —  Sur  la  fonction  zêta  relative  à 
un  corps  de  nombres  algébriques,  et  sur  l'extension  de  la  théo- 
rie des  nombres  premiers  de  Tscliebysclief  au  problème  de  la 
distribulion  des  idéaux  premiers.  (64-i83). 

Soit  K  un  corps  de  nombres  algébriques.  Dedekind  a  introduit  la  fonction 
zêta  correspondante,  analogue  à  la  fonction  ^(s)  de  Riemann,  et  qui  se  définit 
par  Tune  quelconque  des  formules 


^"^  ^»^*^~2-Lnormp]« 
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^sommation  étendue  à  tous  les  idéaux  n  du  corps); 


<>)  ;»(»)  =  n 


I 
I  — 


P  [iiorinp]' 

[produit  étendu  à  tous  les  idéaux  premiers  p  du  corps); 

n  =  l 

(F(ii)=  nombre  des  idéaux  du  corps  ayant  n  pour  norme). 

C'est  l'étude  des  propriétés  de  cette  fonction,  et  de  leurs  applications  à  la 
théorie  des  idéaux  qui  forme  l'objet  du  Mémoire. 

Le  premier  Chapitre  contient  la  démonstration  de  deux  propositions  auxi- 

« 

liaires  sur  les  séries  de  Dirichlet  //    ,    *  relatives  à  la  convergence  et  au  pro- 

longement  analytique  de  ces  séries,  sous  certaines  conditions  imposées  à /(/i). 
Dans  le  second  Chapitre,  l'auteur  démontre  que  la  fonction  Ç^,  qui  est  conver- 
gente pour  R(5)  >i,  représente  une  fonction  qui  peut  se  prolonger  au  delà  de 
la  droite  de  convergence  R(j)  =  i,  et  qui  n'a  sur  cette  droite  aucun  zéro, 
et  aucun  inûoi  autre  que  le  pôle  «  =  i.  Il  détermine  aussi  un  certain  domaine 
situé  à  gauche  de  la  droite  de  convergence,  dans  lequel  !^|^  ne  s'annule  pas.  Le 
résultat  essentiel  du  troisième  Chapitre  est  que  le  produit  (3)  est  convergent 
pour  toute  valeur  s  =  i-t-  /i  (^  ?£  0),  et  que  sa  valeur  est  égale  à  Ç^.  Pour  y 
parvenir,  l'auteur  étudie  certaines  sommes  étendues  aux  idéaux  premiers  du 
corps  K;  il  étend  ainsi  à  la  théorie  des  nombres  algébriques  les  méthodes 
introduites  par  T$chcbyschcf  dans  la  théorie  des  nombres  premiers  naturels,  en 
utilisant  les  résultats  obtenus  déjà,  dans  la  même  voie,  par  Poincaré.  Dans  le 
quatrième  Chapitre,  ces  mêmes  méthodes  arithmétiques  sont  employées  pour 
généraliser  un  théorème  de  Poincaré  sur  les  limites  entre  lesquelles  sont  com- 
prises, asymptotiqucment,  certaines  fonctions  arithmétiques  relatives  au  corps 
des  imaginaires  de  Gauss.  Parmi  les  conséquences  qui  en  résultent,  sur  la  répar- 
tition des  idéaux  premiers,  citons  les  suivantes  : 

Le  quotient  du  nombre  'n(x)  des  idéaux  premiers  dont  la  norme  est  au 

JC 

plwi  égale  à  x par  le  nombre  — ^ —  tend  vers  i,  lorsque  x  devient  infini,  ou 
oscille  entre  deux  nombres  u  et  U,  pour  lesquels  on  a  u^  i  %  U. 

Et  : 

Pour  chaque  corps  algébrique  K  il  existe  un  nombre  b  tel  que,  pour 
chaque  valeur  xZi.  il  existe  au  moins  un  idéal  premier  dont  la  norme  est 
comprise  entre  x  et  bx. 

Dans  le  cinquième  Chapitre  il  est  question  de  la  distribution  des  idéaux 
entiers,  indépendamment  des  considérations  précédentes  sur  les  idéaux  pre  • 
iiiicrs.  L'auteur  se  borne  à  traiter  les  problèmes  analogues  aux  problèmes 
classiques  traités  par  Dirichlet  et  Mertcns  pour  le  corps  des  nombres  naturels 
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et  le  corps  des  imaginaires  de  Gauss.  Les  constantes  qai  interrienoeat  d^^^^^"*^ 
les  résultats  s'expriment  au  moyen  de  valeurs  particulières  de  la  fonctioo  ^* 

Le  sixième  Chapitre  contient  une  démonstration  nouvelle  de  la  célèbre  iiie^'"""^^^^5^' 
Uté  de  Kronecker;  celte  démonstration  repose  sur  la  considération  de  la  forr^i^^^^^' 
tion  Çj^  d'un  corps  quadratique  imaginaire  K.  Dans  le  septième  et  dernier  dcr^^^^^^^' 
pitre.  Fauteur  examine  jusqu'à  quel   point  divers  théorèmes  récents  sur  ^ 

distribution  des  nombres  premiers  naturels  peuvent   se  déduire  les  uns 
autres. 

Kneser  {Adolf)^  à  Berlin.  —  De  la  slabililé  de  l'équilibre  des  fi 
pesants  suspendus  par  leurs  extrémités.  (189-206). 

La  démonstration  de  Dirichlet,  pour  prouver  qu'un  maximum  du  potenli    i 
donne  toujours  une  position  d'équilibre  stable,  ne  s'applique  en  toute  rigaei^ 
"que  si  le  système  considéré  dépend  d'un  nombre  fini  de  paramètres.  Sinon 
se  trouve  en  présence  d'une  difficulté  analogue  à  celle  qui  se  présente  pour  '. 
principe  de  Dirichlet;  on  ne  peut  plus  tirer  en  eOTct,  immédiatement,  de  ce  fa 
que  la  variation  du  potentiel,  dans  un  certain  domaine,  est  constamment  pos: 
tive,  cette  conséquence,  nécessaire  pour  la  démonstration   en  question,  q 
cette  variation  est  supérieure  à  un  certain  nombre  positif.  L'auteur  mon 
comment,  dans  les  cas  du  problème  de  la  chaînette,  on   peut  compléter  ■ 
démonstration  et  prouver  rigoureusement  la  stabilité  de  l'équilibre;  la  méthod» 
avec  de  légères  modifications,  pourra   s'appliquer  aax  questions  de  stabiliV 
analogues. 

Stekloff  (  IV.)^  à  Cliarkow.  —  Sur  le  développement  d'une  fon< 
tion  donnée  en  séries  procédant  suivant  les  polynômes  de  Tché- 


bicheff,   et,  en    particulier,   suivant  le  polynômes   de  Jacob^  '• 

(20^-236). 

Soil/?(j7)  une  fonction  urbitraire,  positive  dans  un  intervalle  donné  (a,  6 
et  soient  9,,  les  polynômes  de  TchébicherT  correspondant  à  cette  fonction 7>.  0 
peut  les  définir,  par  exemple,  comme  l'on  sait,  par  la  condition 


/ 


b 
n 


OÙ  P„_^  désigne  un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  i.  On  a  d'abord  le  théo 
rème  général  suivant  : 

Toute  fonction  f,  continue  dans  l'intervalle  {a,  6),  se  développe  suivan 
la  série 

ilans  tout  intervalle,  intérieur  à  r intervalle  (a,  b),  et  dans  lequel  cett* 

série  converge  uniformément. 
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L'auteur  suppose  ensuite  que  Too  prend  pour  p(x)  la  fonction 

y?  =  (j?  — a)«-»(6  — X)?-»         (a>o,  p>o). 

«t  suppose,  pour  simplifier,  a  =  —  i,  b  =-hi.  Les  polynômes  9.  sont  alors  les 
polynômes  de  Jacobi  V,,  que  l'on  achève  de  déterminer  par  la  condition 


/        p\ldx  =  i. 


Il  démontre  que  le  développement  considéré  est  valable  à  l'intérieur  de  l'in- 
tervalle (—1,  -Hi),  pourvu  que  /  y  soit  continue  et  y  admette  des  dérivées 
première  et  seconde.  La  série  converge  uniformément  dans  Tintervalle 

C— I,  -+-1; 

si  elle  converge  pour  Tune  des  limites  de  Tinlervalle.  Elle  converge  uniformé- 
ment si  l'un  des  deux  nombres  a,  s  est  inférieur  à  J.  Si  ^  <  j,  elle  converge 
uniformément,  sous  la  seule  condition  que/  ait  une  dérivée  du  premier  ordre. 

Uoe  lettre  de  Niels  Henrik  Abel  à  Edmond  Jacob   Kulp.  (287- 
a4o). 

Cette  lettre  inédite  est  datée  de  Paris,  1*'  novembre  i8a6.  Elle  ne  contient 
que  des  explications  complémentaires  sur  certains  passages  des  Mémoires 
d'Abel. 

liolhe  {Rudolf)^  à  Charlotlenburg.  —  Sur  la  théorie  des  inva- 
riants diflerenliels.  {i^\-i&&). 

Recherche  directe  des  invariants  différentiels  d'un  système  de  m  fonctions 
Xp  .•.,x^  de  r  variables  indépendantes  i/,, .  ..«i/^,  relativement  au  changement  de 
variables  le  plus  général  effectué  sur  u^^  ...,  u^.  Applications  à  la  Géométrie. 
Kecherche  de  ceux  de  ces  invariants  qui  sont  en  môme  temps  des  invariants 
)H)ur  le  groupe  des  mouvements  (elTectué  sur  les  x,  ). 

(Les  résultats  obtenus  ne  sont  en  général  pas  nouveaux,  et  Tauteur  paratl 
ignorer  la  théorie  générale  de  Lie  sur  les  invariants  différentiels  des  groupes 
infinis.) 

Goebel  (J.'B.)^  à  Majence.  —  Distribution  de  i'éleclricité  sur 
deux  sphères  conductrices  (suite  du  Mémoire  commencé  même 
Journal,  t.  124).  (267-281). 

L'auteur  étudie  la  convergence  des  séries  qui  figurent  dans  l'expression  de  la 
densité  électrique  obtenue  dans  son  premier  Mémoire,  en  supposant  le  cas  des 
sphères  en  contact.  Il  donne  ensuite,  dans  le  cas  où  les  sphères  sont  égales, 
diverses  transformations  de  ces  séries,  permettant  d'elfeciuer  le  calcul  numé- 
rique de  la  densité  électrique;  et  construit  des  Tables  donnant  la  densité,  pour 
un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  de  Tangle  0  (angle  du  rayon  vec- 
teur de  Tune  des  sphères  avec  la  ligne  des  centres).  Il  indique  en  terminant 
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de  nouvelles  séries,  propres  au  calcul  numérique,  pour  les  points  situés  sa^^^ 
ligne  des  centres. 

Muth  (/*.)?  ^   Osthofen.   —   Sur  les  fonctions  rationnelles       4^ 
formes  bilinéaires.  (282-292). 

Ce  travail  se  rapporte  à  Temploi  du  calcul  symbolique  des  fonctions 
formes  linéaires,  dont  la  théorie  a  été  exposée  par  Fauteur  dans  son  li^ 
Théorie  und  Anwendung  der  Elementartheiler  (Leipzig,  1899).  Il  démoi 
d'abord  un  principe  général,  dont  Frobenius  avait  liait  usage  précédemment 
établit  ensuite  une  forme  canonique  pour  une  fonction  entière  /(A)  de  la 
bilinéaire  A,  A  dépendant  de  a/i  variables  contragrédientes  x^et  u.et  le  dé^^Bcr- 
minant  caractéristique  de  rE  —  A  (où  E=  Su,  j:J  étant  de  la  forme  (r  — ^^«c)". 
Ces  résultats  fournissent  la  démonstration  et  la  généralisation  de  deux  th.  éo- 
rèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  formes.  Ils  permettent  aussi  k  raat_  eur 
de  résoudre  le  problème  général  suivant  : 

Déterminer  les  diviseurs  élémentaires  du  déterminant  caractéristique  d 
fonction  rationnelle  d'une  forme  bilinéaire,  conncUssant  les  diviseurs 
mentaires  du  déterminant  caractéristique  de  cette  forme, 

Jung  (Ileînrich)^  à  Marburg.  —  Démonstration  arithméti 
d'un  théorème  sur  le  degré  du  résuhat  de  réliminatîon  d' 
variable  entre  deux  équations  entières  à  deux  variables.  (2 

298). 

Il  s'agit  de  trouver  le  degré  de  Téquation  résolvante,  quand  les  foncti 
liomof;ùncs  de  degré  maximum  contenues  dans  les  premiers  membres  des  d 
équations  ont  un  diviseur  commun  de  degré  donné  jx  :  le  degré  de  la  ré 
vante  est  au  plus  mn  —  ;x,  met  n  étant  les  degrés  des  deux  équations  donn 
L'auteur  en  donne  deux  démonstrations. 

Friscliauf  (J^),  à  Graz.  —  Sur  l'inlégrale  de  Féquation  diflTér^^sn- 
liclle  xy" -\- y  -^  xy  =^  o,  (agg-Soo). 


Le  mode  de  développement  en  série  semi-convergente,  donné  par  Lipscl!!^^'^ 
(même  Journal,  t.  5G,  p.  igS)  pour  la  fonction  de  Bessel  J,  peut  s'applic^^Boer 
aussi  à  une  seconde  intégrale  particulière  de  l'équation  considérée. 


Teixcira  (F,  Gomcs),  à  Porto  (Portugal).  —  Sur  le  développem^e^nl 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce  en 
série  Irigonomélriqiic.  (3oi-3i8). 

La  fonction  f{x)  considérée  satisfait  aux  conditions 

/(X4-2W)  =/(x),        /(j7-h2a>')  =  cf{x) 

et  a  un  seul  piMe  a  dans  un  parallélogramme  des  périodes;  ce  pùle  est  sinip/i% 
et  le  résidu  est  A.  Par  la  méthode  employée  par  l'auteur  dans  un  précédent  tra- 
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irail  (même  Recueil,  t.  122,  p.  97),  il  obtient  la  formule 


wli  —  c       \c  /   iU  I  —  cq 
L  «  =  1 


-*'* (.r  —  a) 

e      t*» 

-il* 


2b> 


M 


w  =  i  J 


//l 


\  c"'    1  -h  *  col  —  (a;--a  —  2mw') 


m  =— a 


où  a  et  p  sont  des  entiers  positifs  arbitraires.  De  cette  formule  générale  l'auteur 
en  déduit  plusieurs  autres,  en  particularisant  les  valeurs  de  a  et  p  :  certains 
des  développements  obtenus  sont  nouveaux,  et  ne  sont  valables  que  dans  un 
demi-plan.  L'auteur  les  applique  à  la  fonction  (Jacobi,  Hermitc) 

-^^^  H(v)B(x) 


Tome  12G;  1903. 

^ung  (Heinrich),  à  Marburg.  —  Sur  des  fonctions  thêta  n'appar- 
tenant pas  à  la  classe  de  Riemann.  (i-5i). 

Ce  travail  se  rattache  à  un  Mémoire  de  Schottky  (même  Recueil,  t.  100). 
On  considère  un  corps  algébrique  K,  de  genre  t,  défîni  par  une  équation 
C>(p,  q)  =  o'j  on  en  «iéduit  un  nouveau  [K,  ^],  par  Tadjonction  de  la  racine 
carrée  z  d*une  fonction  rationnelle  H(/7,  ^);  soit  p  le  genre  de  ce  nouveau 
corps,  et  r  =  p  —  t.  Parmi  les  intégrales  de  première  espèce  de  [K, -s]  figurent 
celles  de  K,  et  un  système  de  7  intégrales,  à  ?.  7  périodes  indépendantes  seule- 
ment. Ces  dernières  donnent  naissance  à  des  fonctions  Ihéla  de  7  variables, 
qui  sont  plus  générales  que  celles  qu'emploie  Riemann  pour  sou  problème 
d'inversion.  Schottky  a  étudié  en  détail  le  cas  t=  1.  L'auteur  fait  ici  une  étude 
analogue  pour  t  --=:  "i. 

Dans  les  paragraphes  1  à  G,  il  introduit  les  fonctions  Sr  des  corps  K  et  [K,  z] 
et  les  fonctions  thêta  à  étudier,  qui  sont  désignées  par  la  lettre  9  ;  il  est  com- 
mode aussi  d'associer  aux  fonctions  2r  du  corps  K  les  fonctions  ^,  de  même 
nature,  mais  qui  ont  pour  périodes  dillércnlcs  de  un  des  périodes  doubles  de 
celles  de  ces  fonctions  2r.  I.cs  fonctions  2r  du  corps  [K,  5]  s'expriment,  par  des 
relations  bilinéaires,  au  moyen  des  fonctions  9  et  ^;  dans  ces  relations  inter- 
viennent les  caractéristiques  de  ces  diverses  fonctions  qui  doivent  être  conve- 
nablement associées. 

L'objet  essentiel  du  Mémoire  est  de  trouver  les  valeurs  des  fonctions  9  quartd 
on  y  remplace  leurs  arguments  par  les  intégrales  de  première  espèce  correspon- 
dantes. La  solution  est  fondée  sur  la  recherche  des  fonctions-racines  {Wurzel- 
functionen)  du  corps  [K,  :;].  Celte  recherche  est  faite  dans  les  paragraphes  7 
à  li.  Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  qu'elles  proviennent  de  diiïérentielles 
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de  première  espèce  de  la  forme 

OU  de  la  forme 

du  =  dw  -4-  —^  t 

dv  et  dw  étant  des  différentielles  du  corps  K;  elles  s*eiprtmeot,  dans  le  pre- 
mier cas,  au  moyen  des  fonctions  thêta  du  corps  K;  et,  dans  le  secood,  sa 
moyen  des  fonctions  llièta  elliptiques  simplement.  Les  diverses  fonctions  obte- 
nues peuvent  se  caraclériser  par  des  indices  que  Ton  peut  faire  corresp^indre 
aux  caractéristiques  des  fonctions  tlièta. 

Les  expressions  cherchées  pour  les  fonctions  7  sont  obtenues  dans  les  antres 
paragraphes  (15-18);  elles  sont  entièrement  explicites,  sauf  en  ce  qui  concerne 
un  certain  facteur  transcendant  qui  est  le  même  pour  toutes  ces  fonctions.  Les 
fonctions  9  se  trouvent,  «lans  ces  formules,  associées  par  groupes  de  quatre,  et 
les  formules  sont  différentes,  suivant  que  les  quatre  fonctions  considérées  sont 
toutes  les  quatre  paires,  ou  toutes  les  quatre  impaires,  ou  deux  paires  et  deux 
impaires. 

Thomé  {L.-W.)^  à  Greifswald.  —  Sur  la  théorie  des  foncùoDs 
algébriques,  dans  ses  rapports  avec  la  théorie  des  équations 
diirérenlielles  linéaires.  (52-^o). 

Dans  sa  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  algé- 
briques (même  Journal,  t.  123,  p.  75),  Fauteur  a  fait  usage  d'une  transformée 
rationnelle  de  la  fonction  algébrique  qui  figurait  dans  les  coefficients  de 
l'équation  considérée.  La  propriété  caractéristique  de  celte  transformée  est  que 
son  discriminant  est  le  produit  du  diviseur  essentiel  du  discriminant  de  la 
fonction  algél)ri(|uc  donnée  par  le  carré  d'un  p.ilynome  dont  les  faoloui> 
linéaires  sont  tous  dislinrts  entre  eux,  et  distincts  de  ceux  du  diviseur  ess<"n- 
liel.  L'existence  d'une  telle  transformée  a  été  établie  par  Kronecker  dans  son 
Mémoire  :  Sur  les  discfirninants  des  fonctions  algébriques  d'une  variable 
(  H) unie  Hecueil.  t.  01  ).  L'auteur  donne  une  méthode  pour  la  construire  elltrii" 
veulent  lorsqu'on  suppose  connus  les  tléveloppemenls  de  la  fonction  al|^c- 
brique  z  donnée,  pour  les  divers  points  de  ramification. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  le  procédé  donné  par  NVeierstrass  pour  fjriner 
des  expression*,  composées  rationnellement  avec  -  et  la  \ariable  indépen- 
tlantex.  et  dont  les  développements,  pour  les  pi>ints  <ie  ramification  de  z.  c«>iii- 
niencent  par  un  certain  niMiibre  de  termes  donnés  à  l'avance  [voir.  ^\\v  vc 
point,  le  cuniple  rendu  de  Brill  et  N«»iher  sur  le  développement  de  la  thétirie 
d<'s  fonctions  algébriques  {Jahresberichte  der  deutsc/ten  mathematiker  Verei- 
ni^uui:,  t.  111,  p.  37*>^]. 

Soient  a  ,  a a^  les  valeui-s  de  j:  qui  annulent  le  discriminant  de  -,   et 

y,  v-r,  ; /^v-T,  c>  les  expressions  correspondantes  construitc>  par  le  pro- 
cédé de  Weierstra^-i.  La  transformée  eonsidiree  par  l'auteur  est  de  la  forme 


V  /-  .  r.  .-     pfvx  — <7    -i        0.c'-=  — «.:.-'-=--...  — CjJJ( 


1 
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Il  prouve  qu'on  peut  disposer  des  constantes  arbitraires  figurant  dans  les 
/^{XjZ)^  des  entiers  s^  et  des  constantes  Cj,  C,,  ...,  C„,  de  manière  qu'elle 
satisfasse  à  la  propriété  énoncée. 

Thomé  {L,-W,)^  à  Greifswald.  —  Remarque  sur  la  (iiéorie  des 
équations  diiTérenlielles  linéaires.  (71-72). 

L'auteur  précise  la  différence  entre  les  travaux  de  Fuchs  et  les  siens  sur 
cette  théorie,  et  rappelle  le  but,  la  méthode  et  les  résultats  de  ses  propres 
recherches  (représentation  des  intégrales  dans  le  domaine  d'un  point  singu<> 
lier,  où  elles  ne  sont  pas  toutes  régulières;  emploi  de  la  décomposition  des 
expressions  différentielles  linéaires;  caractère  algébrique  de  la  méthode,  qui 
n'exige  pas  de  considérations  de  convergence  spéciales;  application  aux  fonc-» 
lions  algébriques  et  au  calcul  At6  variations). 

Hensel  {K,),  —  Remarques   sur  la   théorie   des   déterminants. 

(73-82). 

Soit  an  tableau  rectangulaire  à  m  lignes  et  n  colonnes,  et  soit  /i^m.  Soient 
D,  les  déterminants  de  degré  m  qu'on  en  peut  déduire,  et  E^  le  tableau  qu'on 
déduit  du  tableau  donné  en  y  remplaçant  tous  les  éléments  par  zéro,  à  l'excep- 
tion de  ceux  de  la  diagonale  principale  de  D^  qu'on  remplace  par  un.  On  a  le 
théorème  suivant  : 

Toute  fonction  0(k  j^)  des  éléments  du  tableau,  qui  est  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne,  et  change  de  signe, 
en  gardant  la  même  valeur  au  signe  près,  par  tout  échange  de  deux 
lignes,  est  de  la  forme 


ô(i/,J=2]M(E.). 


De  ce  théorème  l'auteur  déduit  le  théorème  sur  la  multiplication  des 
matrices,  et  la  régie  de  développement  de  Laplace.  Il  démontre  enûn  l'irréduc- 
tibilité  de  la  fonction  0. 

Heffter  {Lothar)^  à  Bonn.  —  Sur  la  classification  des  formes 
quadratiques,  et  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre  et 
de  seconde  classe.  (SS-gS). 

L'auteur  emploie,  pour  la  classification  des  formes  quadratiques,  la  série 
caractéristique  de  Sylvester,  plus  symétrique  que  celle  de  Jacobi,  formée  des 
sommes  des  mineurs  principaux  de  même  ordre  du  discriminant.  Il  l'applique 
il  la  classification  des  courbes  et  des  surfaces  d'ordre  ou  de  classe  deux,  au 
point  de  \ue  projectif  et  au  point  de  vue  de  Vajfinité :  des  tableaux  résument 
la  classification.  Pour  la  classification  des  surfaces  de  seconde  classe  intervient 
l'équation  du  complexe  des  tangentes  à  cette  surface. 

Salschiitz  (Louts)y  à  Konigsberg.  —  Formules  nouvelles  pour 
les  nombres  de  BernouUi.  (99-101). 
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Cominuuicalion  de  quelques  résultats  d*un  tra?ail  plus  étendu  sur  les  puis- 
sances entières  de  la  cotangcnte  et  de  la  cosécante,  publié  dans  les  Sehri/ten 
der  Physikalisch-OEkonomischen  Gestllschaft  zu  Kônigêberg  i.  /*r., 
t.   XLIV,  1903. 

Signalons,  entre  autres,  la  formule  suivante  : 

m  — 1 
a  (  a='-«  -  n  B  -  V  f-  01 2=»  [I  •^.o...(am-2A-i)]«CJi».(m-A)-]  ^ 

où  Ci[tS  n-]  représente   la   somme  des   combinaisons  avec  répétitions  des 
nombres  1',  2-,  V,  ...,  /i*. 

Kiihne  (//.),  à  Dortmund.  —  Sur  la  résolution  approchée  des 
congruences  suivant  des  systèmes  de  modules  premiers  et  sur 
les  unités  de  certains  corps.  (lo'a-i  1 5). 

Soient  p  un  nombre  premier  impair  et  j:,,   ...,  x^  dos  indéterminées.   t*n 
système  de  modules  premier  est  de  la  forme 

nîi /,  est  irréduclible  (mod/^),  et  où,  généralement,  chaque/^  est  îrK'ductible 

mod  (/?,/,, /,,  ...,/i_,  ).  Los  fonctions  entières  de  x, x,,  à  co«rffitienls 

entiers,  sont  alors  considérées  modulo  F,  et  forment  un  domaine  Kl»  coiii|m>«c 
d'un  nombre  limité  d'éléments.  Introduisons  une  nouvelle  indéterminée  x  et 
considérons  le  domaine  B  des  fonctions  rationnelles  de  x  dont  les  cueflicicnts 
appartiennent  à  \lîi.  Il  va  jouer  le  rôle  que  jouent  en  Arithmétique  les  nombro> 
rationnels  écrits  dans  le  système  décimal.  Il  suflit  pour  cela  d'ima^iner  rhuqijc 
grandeur  do  H  dèvcloppcc  suivant  les  puis^^aiico  cnlièrcs  et  dècrnissanle'»  d--  jr  : 
si  on  limite  le  dévcloppcnïcnt  au  terme  en  jt  ".  on  aura  une  vaieur  aji/Ht.H-h*  *• 
d'ortlrc  (•>.  Soit  F{.>')  une  fonction  enlière  de  rindéterminée  manellr  1  .  «iimt 
le  premier  eoeriicicnl  est  ////  et  dont  les  autres  s»nt  des  gramirurs  i/Ui^it's 
lie  B,  et  (|ui  est  supposée  irréduetihie  diins  le  domaine  B:  en  se  liinitant  fi  un 
ardre  d'approxirnutian  suffisamment  cieK'é.  on  peut  déeumposer  V  en  f.ir- 
leur«i  tie  niènie  nutun'  dont  le  nombre  m  est  déterminé  de  la  ni<inière  suixontc 
Soit 

T,  étant  choisi  suflisamnient  f;rand,  m  est  le  nombre  des  diviseurs  irréducliide- 
de  ('■(;>.  fundii/n  V.  Supposant  ces  ilivi>eurs  dilTérciil'*.  rauleur  c«>n*i  i«  n 
alors  le  »  «>rp««  ^  «lélini  par  la  conuruence  F(j*)  -  ^  d.ms  le  ihtiii.iine  B:  eu 
uéiiéiaii«ianl  l.i  marclie  sui\ic  par  I)irichlet.  dans  ses  J'oriesunisen  ùlMr/tt/titn~ 
tlirorir.  p.  >">  j  et  sni\..  étudie  les  grandeurs  de  ce  corps  et  spécialriiu-nl  "♦•"» 
uni/f.s.  Il  arri\r  à  «'«lie  conclusion  que  chaque  unité  tIe  ce  cor|»s  >  >c  11. et 
^oiis   l.i    forme   NN  K',«. .  .K'.|;*l,',  où    NN'  est   une  des  racines  d'unité>,   en    nombre 

Uni,  que  le  corps  contieni.  et  ou  K, ^m-\  constituent  un  système  d'unités 

fondamentales:  />; /'.,_i  ^<^"^  *1<^*  nombres  entiers  quelconque. 

Tcidrùii  I  /•'.  Ctomcs),  à  Poiio  ^PorUigal  ).  —  Sur  la  convcrgeuce 
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des  formules  d'interpolation  de  Lagrange,  de  Gauss,  etc.  (i  16- 
162). 

I.  L'auteur  part  de  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  avec  un  reste 
représenté  par  une  intégrale  curviligne,  telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Hermitc 
(même  Kecueil,  t.  8i)  : 

/{x)  =  S(x)-i-\\{x), 

Dans  cette  formule, /(j;)  est  une  fonction  holoroorphe  dans  un  champ  C, 
où  sont  pris  les  points  a,,  ...y  a„,;  B{x)  est  Texpression  de  Lagrange  formée 
avec  les  valeurs  de  /( x ),  pour  a;  =  a,,  . . . ,  x  —  a^;  et  R (  j: )  est  le  reste,  qui 
est  une  intégrale  prise  le  long  du  contour  de  C.  Il  s'agit  de  trouver  des  cas 
dans  lesquels  6(j:)  tend  vers /(j?)  quand  on  augmente  indéfiniment  le  nombre 
des  points  a,,  ...,  a„.  L'auteur  en  indique  plusieurs.  Citons,  par  exemple,  le 
suivant  : 

C  étant  un  cercle  qui  a  pour  centre  forigine  des  coordonnées  et  de 
rayon  ^^  et  a^^  ..   .  a^  ayant  les  valeurs 

,  Tt         ,  3  TT  ,         (  a  m  —  I  )  z 

/t  cos  —  »     A  cos >     .  •  •  »     h  cos  ^ — 

2  ni  a  m  3  m 

m 

(  considérées  par  Tchebicheff),  où  h  est  positif  et  inférieur  à  p,  la  fonc- 
tion  ^{x)  converge  vers  f{x) y  pour  m  infini,  pourvu  que  ron  ait 


L'auteur  donne  aussi  une  généralisation  de  la  formule  d'Hermite,  pour  le 
cas  où  f{x)  admet  des  singularités  isolées  dans  le  champ  C. 

II.  La  seconde  Partie  du  Mémoire  contient  une  étude  analogue  sur  la  for- 
mule d'interpolation  trigonométriqnc  donnée  par  Hermite.  dans  son  Cours 
d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  p.  3'i2;  sur  une  formule  analogue  de 
Gauss  {Œuvres  complètes,  t.  III,  p.  281),  et  sur  d'autres  formules  du  même 
genre.  L'auteur  détermine  un  reste  pour  chacune  d'elles,  en  suivant  lu  méthode 
employée  par  Hcrmitc  pour  la  formule  de  Lagrange,  et  donne  ensuite  des  cas 
où  le  reste  tendra  vers  zéro.  Voici  l'un  de  ces  nouveaux  énonces,  qui  concernent 
plus  particulièrement  les  fonctions  périodiques  : 

Si  la  fonction  f(x)  admet  la  période  2r,  et  qu'elle  soit  holomorphe  dans 
la  bande  infinie  comprise  entre  deux  parallèles  à  Ox,  équidistantes  de  cet 
axe,  et  que  x  soit  un  point  à  l'intérieur  de  cette  bande,  la  formule  de 
Gauss  tend  vers  f{x),,  pour  n  infini,  si  les  valeurs  particulières  de  x  qui 
servent  à  la  construire  sont  les  valeurs 

— ^     ( A-  =  dr  1 ,  rb  3,  . . . ,  ±:  n  —  i,  n)- 
n 

Le  dernier  paragraphe  contient  quelques  additions  au  Mémoire  Sur  les 
courbes  définies  par  V équation  ]  sin  ( x  —  a)  |  —  c,  publié  par  l'auteur  dans 
ce  Journal,  tome  IIG,  page  i'|. 
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Sujet  proposé  pour  le  Prix  de  la  Société  princièrede  Jablonowski, 
pour  raiinée  1906.  (i63). 

«  Recherches  sur  les  nombres  analogues  aui  nombres  4e  Bemoalli,  Dotim- 
ment  dans  le  domaine  des  fonctions  elliptiques,  qui  admettent  U  multipli- 
cation complexe.  » 

Hensel  (K,),  —  Sur  la  théorie  des  systèmes.  (163-170). 

Soient  A  =  (a,i.)f  D  =  (A.i)  deux  systèmes  d'ordre  n,  dont  les  éléments  sont 
des  grandeurs  entières  ou  fractionnaires  d'un  domaine  de  rationalité  quel- 
conque. On  sait  que  B  est  dit  un  multiple  de  A,  si  l'on  peut  déterminer  deux 
multiplicateurs  entiers  P  et  Q,  de  manière  que  Ton  ait 

B  =  PAQ. 

On  a  alors  ce  théorème  de  Frobenius  : 

Çue  la  condition  nécessaire  et  sujfîsante  pour  que  B  soit  multiple  de  A 
est  que  les  diviseurs  élémentaires  de  B  soient  des  multiples  des  diviseurs 
élémentaires  correspondants  de  A. 

L'auteur  en  expose  une  démonstration  nouvelle  dans  laquelle  est  utilisée  une 
transformation  des  systèmes  qui  peut  servir  dans  beaucoup  de  questions  de 
cette  théorie.  Celle  méthode  de  démonstration  permet  également  de  trouver 
dans  chaque  cas  les  multiplicateurs  par  lesquels  les  diviseurs  élémentaires 
de  B  diiïcront  des  diviseurs  élémentaires  correspondants  de  A. 

Zimmer marin  (O.),  à  Zoppot.  —  Sur  les  foyers,  les  directrices 
et  les  orthogonales  d'une  courbe  plane  algébrique  de  classe 
quelconque.  (171-193). 


Il  s'iiijil  dr  (hHcrminor  les  foyers  d'une  courbe  plane  quelconque  par  h:-^ 
méthodes  (le  la  Géométrie  synlhétitjiic.  La  méthode  employée  consiste  dan-* 
l'emploi  de  courbes  focales  dont  les  points  communs  seront  les  foyers  cher- 
chés. Pour  (lélinir  une  de  ces  courbes  foeales,  on  prend  une  courbe  cirtti- 
laire  K^  et  une  famille  de  c<nirbes  K  contenant  une  courbe  circulaire.  La 
courbe  focale  <<)rrespondante  *I»  sera  le  lieu  des  points  d'intersection  îles  tan- 
gentes menées  à  la  courbe  donnée  par  les  points  coumiuns  ù  K,  cl  à  l'um- 
quelc(»n(]ue  des  courbes  K. 

Une  premirre  solution  >im[)le  s'obtient  en  prenait  pour  K,  la  droite  tie  l'in- 
lini  et,  pour  la  famille  K,  un  faisceau  de  coniques  contenant  un  rerole.  L'au- 
teur détermine  dans  ce  cas  Tordre  de  «1»,  en  en  généralisant  méuïc  un  peu  la 
drfinilion:  il  y  a  divers  eas  particuliers  à  examiner.  Kn  général  4»  e*»l  d'ordre 
ni{ni  —  1).  m  étant  la  classe  de  la  courbe  «lonnée;  et,  pour  m  ^'  2,  il  faudra 
trois  courbes  «1»  ï)arliculiéres  pour  définir  les  foyers.  L'auteur  applique  la  un- 
ihode  au  eas  m  =  ->. 

L'auteur  fait  ensuite  l'étude,  au  point  tie  vue  de  l'ordre  et  des  points  sini;u- 
liers,  de  Vortho::onalc  de  la  courbe  proposée,  c'est-à-dire  du  lieu  de*  î>oni- 
mets  de>  aii^^les  droits  qui  lui  sont  circonscrits.  Il  détermine  aussi   les  direc- 
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Lrices,  comme  tangentes  communes  à  des  courbes  directrices  :  celles-ci  sont 
les  enveloppes  des  droites  joignant  les  points  de  contact  des  tangentes  dont 
les  points  d'intersection  définissaient  les  courbes  focales. 

Une  seconde  espèce  de  courbes  focales  s'obtient  en  prenant  pour  K^  un  cercle 
particulier  et,  pour  la  famille  K,  un  faisceau  de  droites  parallèles.  On  obtient 
ainsi  des  courbes  <l>  qui  sont,  en  général,  du  quatrième  ordre. 

L*auteur  termine  en  déduisant  de  cette  théorie  la  construction  métrique  élé- 
mentaire des  foyers  des  coniques  à  centre. 

orn  («/.),  à  Claiislhal.  —  Étude  des  mouvements  dans  le  voisi- 
nage d'une  position  d'équilibre  stable.  (194-232). 

La  position  du  système  est  supposée  dépendre  de  n  paramètres  indépendants 
Xp  ...,  x^f  et  les  forces  données  par  une  fonction  des  forces  U,  qui  a  un  mi- 
nimum pour  j:|=  ^2  =  ..  .=  x^=  o.  Par  une  transformation  linéaire  des  coordon- 
nées, on  peut  faire  en  sorte  que  le  développement  de  U  en  série  prenne  la 
forme  U  =— 5(XJa:J  H- ...4- XJj?î)  4-...,  où  les  X- sont  des  constantes  posi- 
tives, et  que  Texpression  de  la  force  vive  se  réduise,  pour  x^=  .,,  =  x„=  o, 
à  T,  =  J  {x'^-\-  ...  H-  x'^').  Les  équations  de  Lagrange  s'écrivent  alors 

OÙ  F^  est  une  forme  quadratique  en  j:(  ,  . . .,  j;^,  et  où  G.  est  une  série  entière 
commençant  par  des  termes  du  second  degré. 

L'auteur  démontre  (deuxième  partie  du  Mémoire)  que,  si  Ton  suppose  qu'il 
n'existe  aucune  relation  à  coefficients  entiers  g^,  ...,  g^  de  la  forme 

ces  équations  sont  vérifiées  formellement  par  des  séries  de  la  forme 

x^  =  a:Jj'> -h  J7(j'> -h  . . . -h  x^''^ -h  . . .         (a=i,  2,  ...,/i), 

de  la  manière  suivante  :  jt^*^  est  une  fonction  entière  homogène  de  degré  p 
de  n  constantes  d'intégration  A:,,  ....  A:„,  et  une  fonction  périodique  de /t  argu- 
ments f/p  ...,  u„  (de  période  21c  par  rapport  à  chacun  d'eux);  et  l'on  a 

"«=[\-^P«^+P«^+---]^^-^«        (a  =  i,a,  ...,/i), 

où  p^\  pII^\  ...  sont  des  fonctions  homogènes  de  degrés  a,  4)  •••  des  constantes 
Ap  ....  A„,  tandis  que  /p  ...,  l^  sont  d'autres  constantes  d'intégration.  En 
particulier 

x'^^=k^cosu^         («  =  I,  2,  ...,  «)• 

La  première  partie  du  Mémoire,  qui  en  forme  la  partie  essentielle,  est  con- 
sacrée à  Tétudc  approfondie  d*un  cas  particulier,  considéré  par  Liouville  et 
parStâckcl,  et  qui  se  ramène  aux  quadratures.  C'est  celui  où  l'on  a 


n  n 


a  -  i  a  -  i 

Bull,  des  Sciences  matkém,,  a*  série,  t.  XXVIIL  (Août  1904.)         R.ii 


;i46  SIÎCONDI!  PAItTlB. 

*  étant  le  détenninanL  de  n'  séries  :  ?,j(ar,)  cl  *,   ies  iniaeun  déBni»  («r 

*  =  _2  T«*>î  *'■•  <lep'"Si  +.  Ml  une  série  entière  dont  ren*embl«  dei  Urmt* 

de  degré  moindre  Mt  —  !>^x,.  La  théorie  de»  ronetions  umi-périadiqu*t 
(bedingt  peiiodiache  Punciioacn)  de  SIsude  cL  Slickel  fouroit  l'expreHioa 
de 'a:,,  .. .,  x,  bous  forme  de  adriea  convergenlts,  qui  'soaC  de  ta  forme  oblcnnc 
dans  le  cai  général  par  ua  r^alcul  purement  formel,  mais  avecnoeumplilicatiott 
eiieatielle,  qui  eoniiatc  dans  l'absence  de  ditiieurs  ipGnimenl  petiu  dans  )•• 
coe(6cient>  de  en  léries.  Un  choix  particulier  des  constantes  d'inl^s''*'>"n 
fournit  des  mouvements  périodiques  se  produisant  dans  le  voisinage  de  la  poii- 
ti«n  d'éqailibre  stable.  L'autrur  traite  commB  exemple  le  mouTcment  d'aa  point 
pétant  inr  le  panbololdc  elliptique  à  axe  Tertical  dirigé  vers  le  haut,  dans  le 
Toisinage  dn  wnimet. 

Fâcher  (Victor),  à  Stuttgart.  —  ReprëMntatioa  vectorielle  des 
équations  da  mouvement  des  corps  élastiques.  (aSS-aSg). 

L'introdnctioD  des  noutian*  da  la  théorie  de*  qnatonioni  permet  de  oMttn 
lea  équations  dn  moaTement  dei  corpi  élutiqaes  loas  une  fomo  «trtmemeat 
simple  et  expressive.  Soit  s  le  vecteur  Mcéléntion,  p  le  TCCieiir  qHÏ  repréacatc 
la  force  eitérieore  ponr  l'anité  da  matMi  oa  a  l'équatloi  unique 


1 


|ii  =  t*f-> 


^^-fe- 


On  ■  aussi  des  formnie»  simplet  ponr  la  composante  aormale  et  teageatidle 
de  la  pression  relative  I  an  élément  de  lurfaee  qaelcoaqvb  Les  foraBlca 
peuvent  se  condenser  davantage  encore  par  l'emploi  des  djradw*  introduits 
par  Gibbs.  On  posera 

*  =  p,i-*-|ij,y  +  p.A-, 


[lB  =  p.p  +  Ç.*. 

La  pression  dans  la  direction  n  sera  donnée  par  la  formule 

Voronoï  {Georges),  à  Varsovie.  —  Sur  un  problème  du  calcul 
des  fondions  asymptotiques.  (ajt-aSa). 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  démontrer  an  théorème  nouveau  concernant  la 


fonction  W(x)=  V  E-i  où  K«  désigne,  suivant   l'usage,  le   nombre  eutiv 
satisfaisant  aux  conditions  ;e  —  ■  <E:rlx.  Ce  théorème  est  le  suivant  : 
La  fonction  a:(log«+ aC  — i)i  oùC  ett  la  eontlaaU  d'EuUr,  i 
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F(j7)  avec  une  erreur  dont  V ordre  ne  surpasse  pas  celui  de  la  fonction 
Yx\o%x, 

La  démoDStration  est  fondée  sur  remploi  d'une  transformation  de  la  somme 
^\^)i  <iui   peut  s'appliquer  plus  généralement  à  toute  somme    /  /(m,  n) 

Rendue  aux  valeurs  entières  de  m  et  /i,  positives  et  telles  que  mn  £  j?,  où  j?  ^  1 , 
;t  qui  permettrait  d'en  rechercher  la  valeur  asymptotique.  Le  principe  géomé- 
;rique  de  cette  transformation  est  le  suivant  :  Soit  (S)  l'ensemble  de  ces 
systèmes  de  valeurs  (m,  /i).  La  transformation  consiste  à  le  décomposer  par  le 
moyen  de  l'hyperbole  cquilatère  mn  =  x.  On  choisit  à  cet  effet  des  points  sur 
:ette  hyperbole,  limitée  à  la  branche  située  dans  l'angle  yOx;  on  mène  en  ces 
points  les  tangentes  à  la  courbe  et  on  les  limite  à  leurs  intersections  succes- 
sives. La  région  située  entre  yOx  et  la  branche  d'hyperbole  se  trouve  décom- 
posée en  plusieurs  :  la  région  comprise  entre  yOx  et  les  tangentes  (parmi  les- 
quelles on  fait  figurer  les  asymptotes  elles-mêmes),  et  les  triangles  curvilignes 
limités  par  les  portions  de  tangentes  et  la  courbe.  La  somme  (S)  se  décompose, 
par  suite,  en  autant  de  parties;  les  points  (m,  /i),  pour  chacune  de  ces  parties, 
faisant  partie  de  l'une  des  régions  partielles  obtenues.  Quant  au  choix  des 
points  sur  l'hyperbole,  il  est  lié  à  la  construction  de  certaines  suites  de  frac- 
tions {suites  de  Farey), 

Cette  transformation  est,  du  reste,  une  modification  d'une  transformation 
employée  par  Dirichlet  dans  un  but  analogue,  et  qui  est  susceptible  d'une 
représentation  géométrique  toute  semblable. 

La  fonction  V{x)  étant  ainsi  décomposée,  l'auleur  réussit  à  en  exprimer  les 
diverses  parties  par  l'emploi  de  la  méthode  de  Dirichlet,  combiné  avec  celui  de 
la  formule  sommatoire  d'Euler  généralisée  par  Sonine,  de  manière  à  arriver, 
en  définitive,  à  la  formule  suivante,  d'où  résulte  le  théorème  annoncé  : 

^)/x\o%x-\-  —  V ^  4-  -  j 
(|0|<i). 


^ichomandritsky  (M,)^  à  Kharkow.  —  Sur  le  passage  des  inté- 
grales abéliennes  aux  fonctions  thêta.  (283-325). 

Le  but  de  l'auteur  est  d*arrivcr  aux  fouctions  thêta  et  de  découvrir  toutes 
leurs  propriétés  par  une  voie  entièrement  analytique.  Le  principe  de  son  ana- 
lyse consiste,    suivant   une   idée   de  Weierstrass,   à  partir  des   intégrales   de 

X  .r 

deuxième  espèce.  Soient  T    et  TT    les  intégrales  de  première  et  de  deuxième 

•1*0  "^0 

espèce   (A  =  r,  2,  . . . />);  on    considérera    les   fonctions  3("i,)ki   ^^s  variables 
Uj^(/i  =  I,  3,  ...,  j9  );  définies  par  les  équations 


2L=«     1:1 

i  =  \   a,  1  —  1     r 
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Une  de  leurs  propriétés,  due  à  Weierstrass  et  Nôther,  est  qae  Tcxpression^ 

est  une  diflérentiellc  totale  exacte,  les  points  z^  étant  les  pôles  des  11^.         ^^û 
l'intégrant  suivant  une  courbe  de  l'espace  à  p  dimensions,  on  obtient  donc   «la.  «e 
fonction  <l>  qui  dépend  des  coordonnées  u^  et  u^^^  des  extrémités  de  cette  coi^    arlie 
et  des  constantes  C^,  La  nature  logarithmique  de  ses  infinis  conduit  à  io^t:-  ^r'O- 
duire  la  fonction 

qui  est  uniforme  et  partout  finie.  L'auteur  établit  la  propriété  fonctionnelle::"^  àc 
celle  fonction  B,  relativement  aux  périodes,  et  montre  comment  on  peut  Vex  ^^z^ri- 
mer  au  moyen  d'une  fonction  8  fondamentale,  obtenue  en  particularisant  les 

constantes  u^^  el  C,,. 

La  démonstration  de  la  propriété  fonctionnelle  de  6  est  liée  k  la  soluK_    .Kon 
du  problème  auxiliaire  suivant  : 

Déterminer,  pour  Vune  quelconque  des  fonctions  J,  des  constantes  u^^e-^tf^     ^» 
telles  que  l'on  ait  l'identité' 

La  solution  de  ce  problème  est  donnée  au  moyen  d'une  formule  d'Ermakr::^::^  "^^  •* 
elle  dépend  de  la  considcralion  de  la  courbe  adjointe  de  contact  de  deuxi^^"  MTic 
espèce,  définie  <iu  moyen  de  la  tangente  à  la  courbe  fondamentale  au  point 
est  le  pôle  de  l'intégrale  de  deuxième  espèce  servant  à  définir  J.  Il  y  a,  en 
néral,  deux  cas  à  distinguer.  La  nature  des  sommes  d'intégrales  de  deuxitr"  w  *ic 
espèce  qui  servent  à  exprimer  C  conduit  à  introduire  la  fonction  Z  de  \Vc^ -^  *^'' 
(Sur  1(1  f/ie'orir  de  /'inversion  des  intégrales  abéliennes,  même  Jour  M'"»  ^'» 
t.  70),  dont  l'auteur  <lonne,  à  cette  occasion,  les  propriétés  fondamentales. 

Les  formules  obtenues  pour  la   solution  du  problème  auxiliaire  fournis:^  ^^  *^ 
en  réalité  2>  fonctions  B  fondamentales,  dérivant  les   unes   des  autres 
addition  de  demi-périodes;   l'auteur  prouve  que  chacune  d'elles  est  paires 
impaire    et    introduit    les   caractéristiques  qui    les   définissent.   Pour  la   ^'**  ^^ 
simple    d'entre  elles   sa   propriété   de  périodicité  permet  de  la  développer"        *•* 
série  de  Fouricr,  et  l'on  obtient  ainsi  la  série  &  de  Jacobi,  c'est-à-dire  l'cxjv  3 
sien  analytique  des  fonctions  0  les  plus  générales. 

E.  V. 


ui 
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Forsyth  {A.-R.).  —  Noie  sur  la  transformation  birationnelle  de 
Halphen.  (1-7). 

Il  s'agit  de  la  traosformatioo  indiquée  par  Halphen  {Journal  de  LiouvUle, 
3*  série,  t.  II,  1876,  p.  87)  qui  permet  de  décomposer  les  singularités  d'une 
courbe  en  singularités  plus  simples;  elle  revient  à  faire  correspondre  an 
point  Xf  y,  z  de  la  courbe  ^(ar,  y,  z)  =  o  le  point 

M.  Forsyth  montre,  successivement  pour  le  cas  d'une  conique  et  le  cas  d'une 
courbe  de  degré  n,  comment  Xf  y,  z  peuvent  être  exprimés  rationnellement 
au  moyen  de  (,  v^,  Ç. 

Prasad  (É?.).   —    Sur   le   potentiel  d'un  ellipsoïde  de  densité 
variable.  (8-1 3). 

La  densité  au  point  Xy  y,  z  de  l'ellipsoïde  est  supposée  développable  en  série 
entière  en  x^  y^  z\  l'auteur  calcule  alors  les  termes  de  la  série  qui  en  résulte 
pour  le  potentiel. 

Michel  (J.'H.).  —  Détermination  de  la  tension  dans  une  sphère 
élastique  isotrope,  au  moyen  d'équations  intrinsèques.  (i6-'25). 

La  méthode  développée  par  l'auteur  s'applique  aux  problèmes  qui  concernent 
Téquilibre  ou  l'oscillation  d'une  sphère  élastique  isotrope. 

Glaisher  {J.-W.-L,),  —  Sur  le  résidu  suivant  le  module  p  de 

I  I  I 


•      31/1    '   51/1    '  •         (/)  —  •>.)«••» 
(26-34). 

L'expression  précédente,  où  Ton  suppose  que y>  est  un  nombre  premier  impair, 
est  congrue  à  o  (mod/>),  à  moins  que  3/1  ne  soit  un  multiple  de  />  —  i,  auquel 

cas  elle  est  congrue  à  —  -  • 

(')  Voii"  Bulletin,  l.  WV,,  1901,  p.  5. 
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Bromwich  (T.-J.).  —  Conditions  pour  qu'une  forme  quadra- 
tique ait  un  signe  donné.  (3i-4o). 

11  s'agit  du  cas  déjà  examiné  par  M.  NansoD  {Messenger,  t.  XXV  et  XXVII) 
où  les  variables  sont  liées  par  des  relations  linéaires.  La  solution  donnée  par 
M.  Bromwich  résulte  des  identités  signalées  par  M.  Darboux  {Journal  de 
Liouville,  a*  série,  t.  XIX,  1874). 

Bromwich  (T.-J.).  —  Correction  d^une  erreur  dans  un  précédent 
Mémoire.  (34). 

Renvoi  à  la  page  z84  du  Tome  XIX  du  Messenger. 

Michcll  (J.'A.).  —  La  stabilité  uniplanaire  d'un  corps  solide. 
(35-4o). 

Il  s'agit  d'une  plaque  mince  assujettie  à  rester  dans  un  plan;  Pauteur  eia- 
mine  successivement  le  cas  où  il  y  a  un  ou  deux  degrés  de  liberté. 

Broniivich  (T,-J.)*  —  Le  déplacement  d'une  droite  donnée  dans 
un  mouvement  hélicoïdaL  (42-5i). 

Les  six  coordonnées  pluckériennes  de  la  droite  mobile  sont  exprimées  en 
fonction  de  Tangle  de  rotation,  Taxe  de  l'hélice  étant  lui-même  donné  au 
moyen  de  ses  six  coordonnées.  Ces  formules  sont  rattachées  à  un  passage  de 
la  Géométrie  der  Beruhrungstransformationen  de  S.  Lie  (Chap.  VI,  n'3) 
sur  le  déplacement  infinitésimal  d'un  corps  solide. 

Radford  [E ,-M,),  —  Quelques  méthodes  élémentaires  de  Géo- 
métrie analytique.  (52-6o). 

Errata  pour  le  Mémoire  du  colonel  Cunningham  sur  les  Period- 
lengllis  of  circulâtes.  (60). 

Henvoi  au  Tome  XXIX,  p.  145-179. 

Nanson  (./.).  —  Théorème  relatif  à  une  expression  quadratique- 

(()i-65). 

Gcnéralisaiion  d'une  identité  donnée  par  M.  Bromwich  dans  le  Tome  XXIX 
du  Messenger f  p.  184. 

Biddlc  {D.).   —   Nouvelle  méthode    pour   la  factorisation  d  «m 
nombre  composé  dont  on  sait  qu'il  est  de  la  forme 

{i^p  -\-\){i^q  -\-  i) 

quand  A  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  3.  (66-^0). 
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rlaisher  (J.-fV.'L,),  —  Résidus  du  produit  de  p  nombres  en 
progression  arithmétique  suivant  les  modulçs/?^  et  /?'.  (71-92). 

Voici  deux  des  résultats  donnés  par  l'auteur  :  Tun  est  tiré  de  la  première 
Partie  de  son  Mémoire,  Tautre  de  la  deuxième,  p  désigne  un  nombre  premier 
impair,  /  et  r  deux  nombres  premiers  à  /?,  k  et  t  le  quotient  et  le  reste  de  la 
division  de  /  par  p, 

en  désignant  par  h  la  plus  petite  racine  positive  de  la  congruence 

px  =  t        (modr); 
Ls(|i^_,-t-A:-t-i)x(i?  — i)!x(n-n,/;)        (mod/?'), 

en  supposant 

11,=  -^+^+...+  !^!^ 


. . 


t  —  i 

Quant  aux  nombres  ji^  (Xj,  ...,  ^    ,  ce  sont  des  entiers  tels  que  les  nombres 

l^i/'H-'j    V-iP-^h     ...»    V-p^tP-^P  —  ^ 
coïncident  dans  leur  ensemble  avec  les  nombres 

r,    ar,     ...,    (^  — i)r. 

•Vhitaker  (E.-T.).  —  Sur  la  réduction  de  l'ordre  des  équations 
difTérentielles  d'un  problème  dj^namique  au  mojen  de  l'inté- 
grale des  forces  vives.  (gS-gS). 

Les  équations  du  problème  dépendant  de  n  variables  Çi,  q^,  ...,  q^  sont 
supposées  mises  sous  la  forme  de  Lagrange  ou  sous  celle  de  Hamilton;  le 
temps  n'y  entre  pas  explicitement;  alors,  en  éliminant  le  temps  et  en  se  ser- 
vant de  l'intégrale  des  forces  vives,  on  peut  abaisser  de  deux  unités  l'ordre  du 
système;  l'auteur  montre  comment  cet  abaissement  peut  être  réalisé  en  conser- 
vant au  système  réduit  la  forme  de  Lagrange  ou  de  Hamilton. 

liddle  {D,).  —  Extension  de  la  méthode  de  factorisation  des 
nombres  composés.  (98-100). 

3urnside  (  W,).  —  Sur  la  iriseclion  c)^clotomique.  (101-102). 

L'auteur  montre  comment  on  peut  simplîGer  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré  qui  donne  les  valeurs  des  périodes  de  — „ —  termes  (en  sup- 
posant le  nombre  premier  p  congru  à  i  modS)  d'une  racine  z?'*"*  primitive  de 
l'unité,  lorsque  p  est  grand. 
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Lodge  {A.),  —  Une  valeur  approchée  de  i +  - -J- ^ +..+-• 
(io3-io^). 

En  désignant  par  C  la  constante  d'Euler  la  somme  précédente  est  égale  à 


n:^  «o 


-h  -  logr(r-M)  -h  y  — ' ; '  ,-^  ■ 


n  =  l 


et  la  série  qui  fîgure  dans  cette  expression  peut  être  représentée  approxima- 
tivement par 


6  /•  (  /•  -h  I  )  -h  2 


Nanson  (E.-J.).  —  Un  théorème  sur  les  polygones  circonscrits  à 
une  conique.  (108-110). 

Si    deux    polygones    de    n    côtés    sont   circonscrits   à   une  conique,  leon 

n{n  —  i)  sommets  sont  sur  une  courbe  de  degré  n  —  i;  si  trois  polygooesde 

n  côtés  sont  circonscrits  à  une  conique,  les  trois  courbes  de  degré  n—i  ainsi 

u.                »                         {n  —  i){n  —  2)      .  , 
obtenues  ont  en  commun  ^^ — points. 

Hicks  {W.-M,).  —  Développement  de  P«(cos20)  suivant  les 
quantités  P„(cosO).  (i  11-112). 

En  posant 

A(//i)  =  » 

1 . 2 ...  m 

on  a 

Brill  (y.).  —  Note  sur  la  généralisation  d^ine  solution  particu- 
lière d'un  système  d'équations  pfaffiennes.  (iiJ-iaj). 

Extension  d'une  méthode  donnée  par  Clebsch  pour  le  cas  d'une  seule  cqu'- 
lion. 
Il  s'agit,  étant  donné  un  système  d'équations  aux  différentielles  totales 

(1=1,  2 ,  . . . ,  /i  ) , 

et  supposant  connues  les  fonctions  ap  aj,  ...,  a,,  qui  constituent  un  s)**-^ 
intégral  particulier  de  ces  équations,  d'en  déduire  un  autre  système  intég^^    ;^^ 
'f2>  •  •  •»  ?••  ^^«  Brill  commence  d'ailleurs  par  traiter  le  cas  d'une  seule  éq^^ 
et  termine  par  des  observations  générales  sur  la  façon  dont  on  doit  cod^^'^ 
une  équation  aux  différentielles  totales,  soit  en  elle-même,  soit  comme  <^ 
partie  d'un  syslème. 
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Bromwich  {T.-J,).  —  Notes  de  Dynamique.  (127-135). 

Théorème  de  Thomson.  Théorème  de  Bertrand.  Théorème  de  Gauss  sur  la 
moindre  contrainte.  Extension  du  théorème  de  Coriolis  sur  la  force  vive  rela- 
tive. Sur  la  théorie  d'une  tige  vibrante. 

Radford  (E.-JU.).  —  Quelques  méthodes  élémentaires  de  Géo- 
métrie analytique.  (i35-i47). 

Burnside  (^f^).  —  Note  sur  le  groupe  symétrique.  (i/{8-i53). 

L'auteur  montre,  par  la  considération  des  invariants  projectifs  d'un  système 
de  n  points  en  ligne  droite,  que  la  représentation  du  groupe  symétrique  comme 
un  groupe  de  substitutions  birationnelles  est  toujours  possible  avec  /i  —  3  sym- 
boles. Il  signale  un  Mémoire  de  M.  E.-H.  Moore  sur  le  même  sujet  dans 
V American  Journal  (t.  XXII,  1900),  Mémoire  qu'il  n'a  connu  que  par  un 
compte  rendu  sommaire. 

Glaisher  (J.-IV.).  —  Note  sur  les  résidus  des  rapports  de  cer- 
taines sommes  des  inverses  des  puissances  de  nombres  en  pro- 
gression arithmétique.  (i54-i(>3). 

Les  sommes  considérées  sont  de  la  forme 


-+-...-t- 


p  est  un  nombre  premier  >3;  21  est  un  nombre  pair  positif  non  divisible 
par  p  —  ï\  p  — 5'  est  le  terme  de  la  suite  5,  r  -h  5,  ar  -t-  *,  ...  qui  est  immé- 
diatement inférieur  à  p\  quant  à  5,  c'est  un  des  nombres  i,  3,  ...,  r. 

Les  propositions  établies  par  M.  Glaisher  concernent  les  résidus  (mod/?)  du 
rapport  de  deux  pareilles  sommes  relatives  à  des  valeurs  différentes  de  5,  qui 
doivent  être  d'ailleurs  choisies  suivant  la  forme  de  p.  Par  exemple  en  suppo- 
sant p  •=  ^k  -\-\y  on  a 

fû  +  ^i -*-■■■+  (1,1  2)''  ^~^       (>nod/>), 


II  I  «  ,1        » 

TT -*- ITT -*-•   --^  ■; TT  =  S  (mod/;); 

/|''        H"  (/»  —  »  ) 

S  étant  le  même  nombre  dans  les  quatre  congruences,  en  sorte  que,   si   l'on 
désigne  par  i/p  t/,,  K3,  u^  les  premiers  membres,  on  peut  écrire 

M,  :  «ijlMarii^^i,  — I,  — ii  I         (mod/?). 

Ces  résultats  sont  rapprochés  de  ceux  que  l'auteur  a  établis  dans  un  Mémoire 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXVIH.  (Septembre  190).)    R.ia 
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du  Quarterly  Journal  (t.  XXXII)  et  se  relient  d'ailleurs  aux  propriétés  des 
nombres  de  Bernoulli. 

JolUffc  (A.-E,),  —  Une  certaine  identité  relative  à  Téquation 
délerminante  de  Lagrange  et  son  application  à  la  réalité  des 
racines  de  cette  équation.  (lôS-i^i). 

Extensions  de  propriétés  connues  du  discriminant  de  la  forme  quadratique 
^9+/  an  cas  où  la  forme  9  à  /i  variables,  tout  en  restant  positive  ou  oalle 
quelles  que  soient  les  variables,  peut  être  d'un  rang  inférieur  à  n. 

Burnside  (  W.).  —   Sur  la  transformation  projeclive  générale. 

(171-173). 

Expression  explicite  de  la  transformation  projeclive  qui,  dans  Tespace  i 
n  — I  diuicn^iions,  change  /i -+- i  points,  non  situés  dans  un  espace  à  «  — 2  di- 
mensions, en  n  +1   points  donnés,  soumis  à  la  même  condition. 

Kolossojf  {G.}.  —  Sur  un  cas  de  mouvement  d'un  corps  solide. 
(«74-I77)- 

Cas  où  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  et  des  réactions  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  sur  un  des  plans 
cycliques  de  l'ellipsoïde  d'inertie  serait  constamment  nulle. 

Burnside  (  \\\).  —  Deux  Notes  sur  les  invariauts  projoclifs  d'un 
syslèrne  de  points.  (177-18.5). 

l  ne  transf(»rni(itiou  projective  étant  déterminée  dans  Tcspace  à  /z  —  i  dimen- 
sions (|iiaiKl  on  se  donne  n  -h  i  points  et  leurs  correspondants,  un  syslènie  de 
n -\- A  poinl>  doit  avoir  // — i  invariants  indépendants.  La  détermination  de 
ces  invariants  cnnduil  par  une  voie  naturelle  à  la  détermination  des  invariaoU 
dillércnlicls  projectifs  d'un  système  de  fonctions  d'une  variable. 

Hardy  (G. -//.).  —  Sur  quelques  points  do  Calcul  inlégral.  (i85- 

I()0). 


On  a 


I     o{x)dx  j     f{x)dx-^   I    f{x)dx    I     'ç{x)dx 

<i  '■Il  ^   a  «-  a 

=    I     f{x)  dx   I     '^{x)  dx. 


Il  «  ft 


en   supposant  que    les  fonctions /(x),  9(J7)  soient  finies  et  intégrables  dans 
rinlcrvalle  («,  A  ). 
Deux  autres  tliéorèmes  se  rapportent  à  l'existence  d'intégrales  dont  une  limite 
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est   infinie  et   se    tirent  des   propositions    bien    connues    sur    la    convergence 
d'une  série  de  la  forme   /^  rt„^„  qui  se  déduisent  d'un  Icmme  d'Abel. 

Diddle  {D.),  —  Un  moyen  de  déterminer  si  la  demi-différence  {h) 
de  deux  facteurs  de  N  est  un  multiple  (i)  do  4  A*-*,  ou  (2)  de  A^, 
(|uand  N  =  i\ni  -h  i  =:  ( ?.  A/?  4-  \)[i\q  -f- 1).  (igo-iQ^i), 

J.  T. 


SITZUNGSBËRICIITE  der  matuem.vtiscii-puysikalischen  Classe  der  konig- 

LICII-DAYERISCIIEN   AkADEMIE  DER    WlSSENSCIIAFTEN   ZU    MiJNCUEN. 

Tome  XXIX. 

Communications  faites  à  l'Acadérnie  en  1899. 

Seeliger  (fl.)-  —  Sur  la  façon  dont  sont  réparties  les  erreurs 
après  un  calcul  de  compensation.  (3-2 1). 

Nouvel   exposé  de  recherches  ayant  le  même  objet,  publiées  autrefois  par 
M.  Seeliger  dans  les  Astronomische  Nachrichten,  n"  '228i  et  2323. 

Pringshei/n  (1.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  intégrales 
doubles.  A  propos  du  théorème  de  Green  et  du  théorème  de 
Cauchy.  (39-()2  et  2G8-271). 


I.  envisageons  une  intégrale  double 

.(X.Y) 


^  ^(X.Y) 


étendue  à  tous  les  éléments  ^/^  du  rectangle  ( x^^x  i.\\  yo  =  y~^)f  supposons 
<jue  dans  tout  ce  rectangle  la  valeur  absolue  de/(j:,  ^')  reste  plus  petite 
qu'un  nombre  fini  assignable;  M.  Pringsheim  démontre  que  Texistence  de 
l'intégrale  double  1  entraîne  celle  de  l'intégrale  simple 


j)our  u:i  ensemble  de  points  y  partout  dense  dans  l'intervalle  ^,;I^  1  Y  ainsi 
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que  celle  de  l'inlëgrale  simple 

.Y 


pour  un  ensemble  de  points  x  partout  dense  dans  Tintervalle  x^<x'l.\. 

Les  points  y  de  l'intervalle  >^o  =  y  =  ^  pour  lesquels  I^^  n'existe  pas,  et  \ê* 
points  J7  de  l'intervalle  x^^x  ^\  pour  lesquels  I^  n'existe  pas,  peuvent,     cu^ 
aussi,  consliluer  des  ensca)bles  partout  denses;  mais  ceux  des  points 
rintervalle  jKo^JK  ^  V  pour  lesquels  la  différence 

iX  ^X 


de 


f    /{^iy)dx—  I     /{x,y)dxy 


entre  l'intégrale  par  excès    /  et  l'intégrale  par  défaut    /  de  la  fonction /(^r         ^)')' 

prises  dans  l'intervalle  ^0^^=-^)  ^^^  P^^^  grande  qu'un  nombre  positif  (^^S"^^' 
conque  e  donné  à  l'avance  aussi  petit  que  Ton  veut,  ne  peuvent  former  q  u'un 

ensemble  sans  étendue;  et  de  même  ceux  des  points  x  de  l'intervalle  Xf%x===^l^ 
pour  lesquels  on  a 


(in 


ne  peuvent  former  qu'un  ensemble  sans  étendue.  M.  Pringsheim  fait  suivr         cla 

déinunslrijtion  de  c.o  théorème  de  plusieurs  exemples  destinés  à  mettre  en        -^'*'- 
dence  les  divers  cas  (jui,  d'après  ce  théorème,  peuvent  se  présenter  pour — 
choix  coiivetiable  de  la  fonction /(x,  r).  Le  lecteur  comparera  la  démons-    ^^'^■ 
lion  de  M.  Pringsheim  à  celle  que   M.  G.  Arzelà   avait  déjà   donnée  du  ni**^-^"'^ 
tlicorèine  dans  les  Mémoires  de  T Académie  de  Bologne  pouv  iSyi  (p.  :33-i_'^7>'- 
Siii)j)osons  maintenant  que  dans  un  rectangle  donné 

(ûr<.r<  \,  0<y^  lî  ) 

une  fonction  f{x,  y)  reste  positive  et  plus  petite  qu'un  nombre  fini  a^^^^'" 
gnable;  suppt»sons  en  outre  que  x^,  X,  y^,  Y  désignant  des  nombres  qu*?'" 
conques  vérifiant  les  inégalités  a  ^  Xg<  X  S  A;  ô  1.  ^'p<  V  ^  B,  on  soit  a^su»'*-* 

de   l'exislence   de   l'intégrale     /     /{x,  y)  dx  pour  chaque  y  de  l'interval'*^ 

*-  fi 

0     y  :  W  cl  de  celle  de  1  intégrale     /     f{Xy  y)  dy  pour  chaque  x  de  l'inlci' — 

Jb 
vallc  a'^  X"  A;  suf)posons  enfin  que,  en  chaque  point  X,  Y  envisagé,  on  ait 

/     dy    I    /{x,y)dx=    j     dx    1    /{x,y)dy 

(ce  i(ui   irnpiiqne  Texistence  de  chacun  des  deux  membres  de  cette  égalité  >; 
M.  l'ringslieini  démontre  que  ces  hypothèses  ne  sont  pas  suffisantes  pour  que 


KliVUE   DES   PUBLICATIONS.  i j; 

Ton  soit  en  droit  de  conclure  qu'il  existe  une  intégrale  double 

.(X,Y) 


ff. 


ôtenduc  au  rectangle  {x^^x'lX)  yo  =  y  =  ^)'  ^^  démonstration  de  M.  Prings- 
heira  repose  sur  la  construction  d'un  ensemble  de  points  d'une  nature  parti 
culière  fort  curieuse. 

II.  On  sait  qu'il  existe  des  fonctions  f{x)  continues  dans  un  inter- 
valle j7,i1j:<X,  admettant  dans  tout  cet  intervalle  une  dérivée /'(x)  uni- 
voque,  restant  dans  tout  l'intervalle  œ^^x'^\  inférieure  en  valeur  absolue 
à   un   nombre   fini  assignable,  et   qui  cependant  n'est  pas  intégrable,  en  sorte 

\\\ie  rintégrale    /      /'{x)  dx  n*exis(e  pas  pour  X,<X.  Pour  de  telles  fonc- 

lions  /( -r),  l'égalité 

f  r{x)dx=f{\)-fix,) 

-   .r, 

peut  t^trc  remplacée  par  Tinégalité 

r  /'{x)dx</{X)-/ix,)<   f  /'{x)dx. 

On  peut  utiliser  cette  inégalité  pour  démontrer  que  la  relation  fondamentale 

a  lieu  sons  les  conditions  que  voici  :  Q(J?,  >')  est  une  fonction  des  deux 
variables  x.  r,  univoque,  finie  et  continue  dans  le  rectangle 

(  x^<x<^\\y\<y^\)', 
— ^    .  est  définie  univoqucmciit  en  chacun  des  points  de  Tintérieur  de  ce 

(jJu 

rectangle  et  sa  valeur  absolue  reste  dans  tout  le  rectangle  inférieure  à  un 
nombre  fini  assignable;  l'intégrale  double  (]ui  figure  dans  le  premier  membre 
de  la  relation  fondamentale  existe. 

De  cette  relation  fondamentale  on  déduit  le  théorème  de  Green  que  l'on  peut 
«railleurs  énoncer  sous  une  forme  un  peu  plus  générale  qu'on  ne  l'a  fait  jus- 
^jn'ici  : 

Si  V{jr^  r),  ^{Xj  y)  désignent  deux  fonctions  univoques  et  continues  à 
^'intérieur  et  sur  le  contour  d'une  aire  connexe  (A)  limitée  par  un  contour  (C) 
^ornié  d'une  ou  de  plusieurs  courbes  monotones  par  section  par  rapport  à 
<hacun  des  deux  axes  coordonnes  (ce  qui  ne  les  empêche  pas  d'avoir  éven- 
tuellement un  nombre  infini  de  maximes  et  de  minimes  pour  d'autres  direc- 
tions que  celles  des  axes  coordonnés,  voire  même  un  nombre  infini  de  maximes 

et  de  minimes  formant  un  ensemble  dense);  si,  en  outre,  les  déri\'ées  -r—t  -r^ 

ôy    f)x 


(  d^niei  univoquemeiii 
urde{K).in/,(rU 


pourvu  que  chacune  dei  ileuj:  iiUrgratet  iIouMca  qui  figui-rnl  eiam  tt  pra-  J 
miermembre    fT^dk.   f  f''^_,l\  e 

Er  d'autres  termes  : 
Pourvu  que lei pointa  {.c , 


Le  théocèine  de  Cuucli^  peut  #tre  envisagé  cumint^  no  eus  (uriKulicr  iti  ccNr 
de  Green.  On  peut  IVn'tncirr  sous  la  forme  géniinile  que  ïoici  ; 

Si  T{x,y),  f^[x.y)  dési^uent  deux  fouftions  univoiia»  et  continur*  t 
l'intÉrieur  et  lur  le  contour  d'une  «ire  connexe  (A)  limitée  p»r  on  rrontour  <C) 
du  type  spécifié  ddos  l'iïnonci^  qud  l'on  vient  de  itunner  du  Ihiori-nir  de  Green; 

si,  en  outre,  le*  dc^riv^cg -— >  ^  sont  d^Caics   univuuuenienl  et  renient  ïtiH- 

liy    àx  ^     . 

Heures  en  Tileur  ubxolue.  dans  tout  l'ink'ricur  de  l'ttire  (A).  1  nu  nombre  fisc 
■ssigaable;   li   enlin   les   pointi   (x.  y)   de  l'aire   (A)    où  -     -   — ^    ' 


uuts  >  I,  ou  bien  oi 


ldQ_rtPl, 
I  àx        .,}■  I 


{  rorn 


X 


Si  d<.nc/(«)  =  ?(x,r) 
de  la  variable  compleic  s 
l'.in(A>;,l..,,ou.,.,4,i,ft 


ensrultile    (  It    à 
[Pdx--r(idy)  =  a. 

iff^x,  y)  est  une  tonctioi 


'  dx    liy    ifx    ày 


Aifia 


I  pour  Icsqueh 


;  font  de* 
1  positif  lise  ausci 
:    dimension!)  tan» 


n  -~t  -~  )  font 
dx    ôyj 


l?*.*SI>., 


ensemble  i  deux  di 


f  /{z)di  =  o. 
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Sous  les  hypothèses  que  l'on  vient  de  faire,  la  fonction  /(  s  )  admet  une  dérivée 
complète  f  {z)  (indépendante  de  la  direction  suivant  laquelle  on  prend  la  dé- 
rivée et  du  mode  de  passage  à  la  limite).  On  ne  sait  d'ailleurs  pas  si  cette  hypothèse 

concernant /'(s)  entraîne  à  elle  seule  l'égalité     /    f{z)dz  =  o  et,  par  suite, 

le  caractère  analytique  de  la  fonction  f{z)  ou  s'il  est  nécessaire,  pour  établir 
ce  caractère  analytique,  de  faire,  en  outre,  quelque  hypothèse  concernant  la 
continuité  de  /'  (  z  ). 

Une  analyse  détaillée  des  conditions  sous  lesquelles  le  théorème  de  Cauchy 
a  lieu,  amène  M.  Pringsheim  à  reconnaître  que  le  théorème  de  Green  n*est  pas 
la  base  la  plus  générale  sur  laquelle  il  conviendrait  de  faire  reposer  le  théo- 
rème de  Cauchy;  on  n'en  connaît  toutefois  pas  actuellement  de  meilleure  et 
cela  tient  à  ce  que  l'on   ne  connaît  que  des  conditions  suffisantes  pour  que 

pour  une  fonction  donnée  -r—  et  des  limites  d'intégration  constantes  données, 
on  ait 

/    ^y  I    T~  ^-^  =  /   ^^  I    -r  ^y^ 
-^.      •>'-.  ^y        ^-.     /vo  ^y 

alors  qu'il  faudrait  connaître  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
cette  égalité  ait  lieu. 

Fedorow  (von).  —  Sur  certaines  divisions  régulières  du  plan  ou 
de  l'espace.  (63). 

Cette  Communication  est  insérée  dans  les  Mémoires  de  TAcadémie. 

L,indemann  (F.),  —  Sur  quelques  poids  ayant  une  origine  pré- 
historique conservés  dans  certains  musées  allemands  et  italiens. 
Premier  article.  (71-136). 

On  a  trouvé  au  mont  F^offa  un  dodécaèdre  sur  les  faces  duquel  on  avait  tracé 
des  signes  qui  coïncident  en  partie  avec  les  signes  tracés  sur  du»  poi  Js  trouvés 
au  même  endroit.  En  comparant  ces  si^'nes,  on  est  parvenu  à  on  lixer  le  sens: 
ils  ne  diiïèrent  pas  des  signes  hiératiques  employés  en  Egypte  pour  désigner 
les  nombres;  ils  ont,  d'autre  part,  servi  de  types  originaux  aux  chifTres 
étrusques  d'où  dérivent  comme  on  sait,  au  moins  en  partie,  les  cliiflies  ro- 
mains. 

La  date  de  provenance  de  ce  dodécanlre  et  de  ces  poids  est  anU-ricure  ii  la 
civilisation  étrusque;  elle  se  rapporte  à  une  époque  où  des  relations  existaient 
encore  entre  l'Italie  septentrionale  et  l'Orient,  en  particulier  l'Egypte^  époque 
dont  l'Histoire  n'a  gardé  aucun  souvenir.  L'unité  de  poids  était  alors,  d'après 
les  poids  trouvés  au  mont  LolTa,  d'environ  100'. 

M.  Liodemann  donne  les  raisons  qui  le  portent  à  croire  à  la  haute  antiquité 
de  ce  dodécaèdre  et  de  ces  poids;  on  sait  que  M.  Pigorini  a,  tout  au  contraire, 
cru  devoir  émettre  des  doutes  sur  la  provenance  des  objets  envisagés  comme 
préhistoriques  par  M.  Lindemann.  Suivant  M.  Lindemann  des  relations  ont  dû 
avoir  lieu  entre  l'Italie  septentrionale  et  l'Egypte  dans  l'intervalle  de  temps 
qui  sépare  l'avènement  de  la  xii*  ou  xiii*  dynastie  en  Egypte  d'une  part  et  les 
guerres  puniques  d'autre  part.  La  date  à  laquelle  remontent  quelques-uns  des 
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poidi  ila^iii  par  M.  Limlcmaiin  lui  scmblR  iriijlleiir;  pouvoir  tire  fliée  i'm»* 
bçon  plus  précise  el  c'est  à  l'cxamcn  parlJculJcr  de  ce«  pold*  i]u'e*l  coBuerf 

Atatin-r  {L.).  -  Sur  les  s^sltmev  invanai.ls  de  M.  IMUert.  1 1,(:- 

M.  Ililbci-I  a  dJmoniri-  (  MalhemalUrhe  Annalfn.  I.  XWVI,  p,  \^■^)  .\a.-  \m 
inV'irinnu  d'un  sjsliïmc  contenant  un   nombre  quelcoai]Up  de  forinra  fmi 
menules,  i  autant  de  luilet  dt  oariables  que  l'on   vrul,  pi^uvent  ilrt   ivp(4-' 
it.alit.  par  des  fonction]  euilères  d'uu  nombre  Uni  d'tDire  «ui. 

ÛD  peut  earaeièriser  les  invarianis  pnr  la  propfiHA  dVlrs  tPaa«Forai£«  «a 
eux-mftmei  pat  un  groupe  G  de  aubsliii  ~  0*  tintaircs  ei  homogfnn.  On  peut 
aussi  dire  que  si  n,,  m^,  . . .,  x.  dii«it;iii-ni.  1rs  ctierni.-ieatA  <lft  r>ri»ca  foniti- 
nii-n1l.li-s  lunséi.'S  dans  un  ui-drF  iiiiïln.u^iie  cl  si 

■>L,      ,.-.  .        „, 


I 


=  y   y  c„.  % 

^       i^       f*  'tJ!^ 


sont  les  trao<>roi'ina lions  inflnil^simalM  qui  engendrent  le  groupe  G.  Iri  ton 
riauls  sont  d^Knii  par  les  r  fquutio»!  aux  dérivées  partielles 

(0  C.|/)  =  o,        r,(/)=o.         ...,        C,(/)  ==o; 

ils  forinenl  ce  que  l'on  peut  appeler  le  iyëtémt  invariant gf-nirml  dn  croiip'-  G 

M.  llilbert  s'élsil  d*j*  demandé  { lUathematitche  Annalm   i    \  M;    i    =  t  ■ 
trnilH  les  formes  qui  eorreipoudenl  A  cliaque  groupe  de  ft.iri  , 
el  homogftne  peuvent  s'esprimereu  (onctions  entière»  d'un    i      ■ 
elles,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  Coules  les  fonctions  enllrri?;   sallsfaisan 
aux   éi{ualions   aat   di'rivécs   partielles   (r)   peuvent  s'eiprimer  eo   (oncliou 
enlifres  d'un  nombre  lin!  d'enlrc  elles.  M.  Maurer  montre  i|u'il  en  est  ainti. 
Le  mode  île  démunsti-ation  qu'il  emploie  l'umène  d'ailleurs  à  gt^néraliser  c 
tliéurcme  en  envisageant  aussi  le  cas  où  les  quantités  x,,  x,.  . ..,  j;_.  au   Vit 
il'iïlrt'   Indi'-peud.intcs   1rs   unes  des  autres,   vérifient   un   système  d'équation 


es  équations 


'■), 


et  convenons  d'appeler  \v  sjstènic  dt  fondions  /  de  T,,  X.,  ....  j:.  qui,  ra 
tenant  compte  des  relations  (3),  Ti'rifie  tes  r  équations  aux  dérivées  par- 
titdies  (i),  le  tyitème  inittrianl  pariiculier  du  groupe  G.  On  peut  démonlrei 
que  toutes  les  fonctions  entières  fitisani  partie  d'uo  système  invariant  parti- 
culier peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  cDlièrcs  d'un  nombre  fini  d'entre 
elles. 
M.  Maurer  démontre  d'abord  que  le  théorème  a  lieu  quand  l'ordre  du  groupe  G 
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est  égal  à  I,  en  sorte  que  r  =  i  et  que  le  système  invariant  est,  par  suite, 
défini  par  une  seule  équation  différentielle.  Il  démontre  ensuite  le  théorème 
par  induction  dans  le  cas  général  où  r  est  quelconque,  en  le  supposant  vrai 
pour  tout  entier  <  r  ;  il  faut  alors  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  groupe  G 
est  simple  ou  composé. 

Mais  sous  quelle  condition  existe-t-U  des  fonctions  entières  vérifiant  ces  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  (i)?  M.  Maurcr  n'aborde  cette  recherrhe  qu'en  se 
limitant  au  cas  où  jc,,  jCj,  ...,  x^  sont  des  variables  indépendantes.  Supposons 
que  r —  r'  des  r  équations  dilVérentielles  (i)  soient  une  conséquence  des  r'  autrrs 
et  que  n  >  r';  supposons  aussi  que  le  groupe  G  engendré  par  les  r  transfor- 
mations infinitésimales  C,(/),  C^C/),  ...,  C^(/)  soit  régulier.  Il  y  a  alors 
/i  —  /•'  fonctions  rationnelles  qui  vérifient  les  équations  (i);  M.  Maiircr  nionîre 
que  si  le  groupe  G  ne  contient  aucune  autre  transformation  infinitésimale  de 
seconde  espèce  que  celles  qui  appartiennent  au  sous-groupe  principal  de  G,  il 
existe  n  —  r'  invariants  du  groupe  G  qui  sont  des  fonctions  entières  et  sont 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Sous  ces  mêmes  hypothèses,  on  peut  démon- 
trer que,  si  le  produit  de  plusieurs  fonctions  entières  est  un  invariant  du 
groupe  G,  chacun  des  facteurs  de  ce  produit  est  aussi  un  invariant  de  G. 
Mais,  si  le  };roupe  G  contient  des  transformations  régulières  de  seconde  espèce 
n'appartenant  [tas  au  sous-groupe  principal  de  G,  les  théorèmes  énoncés  n'ont 
plus  lieu  en  général. 

Pour  conserver  Panalogie  avec  la  théorie  des  invariants  projertifs,  il  convient 
d'introduire  la  notion  de  fonction  remarquable.  On  appellera  remarquable 
une  fonction  entière  de  ^  vérifiant  /•  équations  différentielles  de  la  forme 

f^f(?)  -f^\9        (P  =  »'  ^»  •••'  '•)» 

<iù  k\.  Âj,  ...,  A,,  désignent  des  entiers  quelconques.  On  est  certain,  dans  tous 
le-»  «-as.  de  l'existence  de  n  —  r'-t-i  fonctions  remarquables  et  l'on  peut  démon- 
trer que  toute  fonction  remarquable  peut  s'exprimer  en  fonction  entière  d'un 
nombre  fini  d'entre  elles  et  que,  si  un  produit  de  plusieurs  fonctions  entières 
est  une  fonction  remar.|uable,  il  en  est  de  même  de  chacun  des  facteurs  de  ce 
produit. 

Korn  (-/.)•  —  Foiidcmenl  d'une  théorie  mécanique  du  choc  élas- 
tique et  des  frolleinents  intérieurs  dans  des  milieux  continus. 

(223-29-9). 

L«»rsque  deux  éléments  matériels  de  masses  m,  et  m.,  se  mouvant  sur  une 
même  ligne  droite  avec  des  vitesses  v^  et  s,\  se  rencontrent,  on  déduit  du  prin- 
cipe de  d'Alembert  qu'après  le  choc  les  deux  éléments  matériels  se  mouvront 
avec  une  vitesse  commune 

i?..  =  C,  =   i— ! i— i  . 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  est  donc  en  défaut,  puisque 

m^v\  -h  m^v\ 
n'est  pas  égal  à 
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la  raison  en  est,  dit  d'AIembert  lui-même,  daas  la  discontiouilé  qui  se  mani- 
feste an  moment  du  choc. 

Ne  serait-il  rependant  pas  possible  d^expliquer  le  changement  de  TJlessf 
des  deux  éléments  matériels  de  façon  que  le  principe  de  la  conservalion  de 
l'énergie  ait  lieu?  M.  Koru  y  parvient  de  la  manière  suivante  : 

Imaginons  un  milieu  continu  incompressible  M  remplissant  tout  Pespace; 
soient  m,,  ni^  deux  masses  distribuées  dans  de  petits  volumes  t^  i,  situés 
dans  M  et  susceptibles  d'une  petite  compression  ou  dilatation  sous  de  fortes 
pressions.  Les  composantes  w,  v^,  w  de  lu  vitesse  d'un  point  quelcouque  <lcM 
sont  des  fonctions  continues  admettant  des  dérivées;  si  p  désigne  la  pression 
de  M  en  un  point  x,  y^  z  a  Tinstant  /  et  e  la  densité  en  ce  point,  on  a  en 
chaque  point  x,  y  y  z,  aussi  bien  dans  que  hors  t^  ou  t..^  et  à  chaque  instant  /, 
les  relations 


du  __       dp  dv  _       àp  dw  __       dp  ^ 

ITt  ~"~  ùx'         ^Tt  ~'' dy'         ^d7~~'dz'* 


on  a,  de  pins,  en  chaque  point  hors  de  t^  et  de  t,,  la  relation 


du        âv        à  ' 
Ox        r)y        oz 


car  le  nnlicu  M  est  supposé  incompressible;  en  chaque  point  de  t,  ou  de  tj, 

on  a 

/Ou       âv        (hv\  _  di 

"^[âx  '^ôy'^'ôz)  ~  di' 


enlin  c  el  />  sont  lies  par  la  relation  complémentaire 

V{t,  p)  =  o. 

Ceci   posi*,  on    peut  se  demander  sous  quelles  conditions  les  coniposanles  m. 
i".  \y  (le  la  vitesse  >exprinient  dans  tout  l'espace  par  des  relations  do  la  forme 

Il  —  £/„  -h  .1^    sin  — -» 

'2  t:  t 
V   =r   r„  -h  ;)rc  sin  —rr- ' 

^-  3T,t 

iv  —  ti„-i-  JVj>    Sin  —7^  y 

où  l.i  durée  T  de-i  o-icillalions  est  supposée  très  petite  par  rapport  à  l'unilc  de 

temps,  tandis  (|ue  les  rapports  de  i/^,  v'^,  u\,,  4^,  Jlc,   i)b   à    l'unité  de  vitesse 

j     du.    dv,  d^v^ 
ne   sont   pas   supposes   grands,   non   plus  que  les  rapports  de  —y    >  ~r/7*1f 

dy       di^ïi     (/^Z  ,.- 

— 7-->  —,  -  1  — -. —  à  I  unité  d'accélération,  en  sorte  que  ces  rapports  sout  peiii* 
at        dt         dl  '  T  1 1 

relativement  au  rapport  de  l'unité  de  temps  à  T.  iM.  Korn  démontre  qu'il  f»"' 
poui-  cela  que.  dans  tout  l'espace,  on  ait,  à  de  petites  quantités  près, 

^      OX  Oy  t)z 
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où  9  désigne  une  fonclioo  de  x,  y,  z  qui,  dans  t,  et  dans  t,,  vériHc  l'équation 
aux  dérivées  partielles 

d'^        â'v        r>-» 

k  étant  une  constante  dont  la  valeur  drpciid  de  la  compressibilité  des  Jeux 
petites  masses  /iit,  m,  (compressibilité  que  ISl.  Korn  suppose  ici  égale  pour  les 
deux  masses),  tandis  que,  hors  Tj  et  t,,  9  vénlie  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

d^'s        d'^        <^'?  _ 

les  dérivées  de  9  doivent  de  plus  être  partout  continues  même  quand  on  tra- 
verse les  surfaces  limites  des  masses  /ii|  ou  m^  et,  à  Tinfini,  elles  doivent  se 
comporter  comme  les  dérivées  du  polenliel.  Si  donc  on  suppose  que  le  milieu  M 
est  limité  par  une  sphère  de  rayon  très  grand  sur  la  surface  de  laquelle  s'exerce 
une  pression  périodique,  le'problème  à  résoudre  est  un  problème  bien  déter- 
miné de  la  théorie  du  polenliel;  I^I.  Korn  donne  l'expression  de  9  en  série 
convergente  dans  le  cas  où  la  constante  k  est  suffisamment  petite. 

Au  premier  terme  de  celte  série  ne  correspond  aucune  force  atlraclive  ou 
répulsive  de  wii  et  de  rn^;  au  second  terme  correspond  une  (or ce  attractive 
de  m^  et  de  m,  dont  l'intensité  est  proportionnelle  à  A:  et  inversement  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  distance  de  m^  et  de  m,;  au  troisième  terme  cor- 
respond une  force  répulsive  de  /w,  et  de  m,  dont  l'intensité  est  proportion- 
nelle à  k^  et  inversement  proportionnelle  à  la  cinquième  puissance  de  la 
distance  de  m,  et  de  ni^x  au  >'*"•  terme  correspond  une  force  dont  l'intensité 
est  proportionnelle  à  A"^'. 

Si  donc  k  est  assez  petit  pour  que  l'on  soit  en  droit  de  négliger  A-,  on  est 
dans  le  cas  de  la  gravitation  universelle;  si  A'  est  assez  petit  pour  que  l'on  soit 
en  droit  de  négliger  k^  mais  non  A'^  el  si  les  petites  masses  //i,  et  m^  s'a|»pro- 
chent  Tune  de  Tautre,  en  restant  toutefois  à  une  distance  encore  grande  par 
rapport  aux  dimensions  de  x,  et  de  "z^y  l'intensité  de  la  force  répulsive  peut 
arriver  à  dépasser  celle  de  la  forc<'  atlraclive  :  les  masses  s'éloignent  donc  avant 
de  se  choquer,  comme  si  une  force  élasti(]ue  avait  agi  sur  chacune  tl'elles. 
Dans  cette  explication  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  n'est  pas  en 
défaut. 

Il  convient  d'observer  que  l'on  ne  suppose  rien  de  pariiculier  sur  la  nature 
de  la  compressibilité  de  m,  et  de  m^  si  ce  n'est  que  les  densités  de  ces  masses 
ne  peuvent  subir  que  de  petites  variations  sous  de  grandes  pr<'ssions.  Sous  la 
même  hypothèse,  on  parvient  aussi  à  fonder  une  théorie  des  frottements  inté- 
rieurs dans  les  milieux  continus.  Le  point  de  vue  auquel  se  place  M.  Korn 
jette  donc  quehpie  jour  nouveau  sur  la  position  respective  des  deux  grandes 
théories  cinétiques  du  frottement  ducs  à  Maxwell  et  à  O.  E.  Me\er. 

Weber  (t)on  £,).  —  Sur  les  formes   bilinéaires  el  Jes  systèmes 
différenliels.  (231-2G0). 

Les  faits  algébriques  qui  servent  de  fondement  aux  théories  générales  con- 
cernant l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  découlent  presque 
•  tous  de  la  même  source  et  cette  source  commune  est  la  théorie  des  faisceaux 
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de  formes  bilinéaires.  Il  a  semblé  intéressant  à  M.  von  Weber  de  cherchera 
mettre  en  pleine  lumière  le  lien  qui  unit  ces  deux  ordres  de  recherches,  en  se 
bornant  d'ailleurs  au  cas  où  les  équations  différentielles  ne  dépendent  que  de 
deux  variables  indépendantes. 

I.  Rappel  des  définitions  et  théorèmes  connus  de  la  théorie  des  systèmes 
différentiels.  Tout  système  différentiel  peut  être  ramené  à  une  forme  d'un  lypc 
particulier,  dit  canonique.  Défmilion  des  systèmes  canoniques />ajt,vi/s.  Ordn 
de  ces  sysiêmes;  M.  von  Weber  n'envisage  que  des  systèmes  passifs  du  premier 
ordre. 

H.  Contribution  à  la  théorie  des  faisceaux  de  formes  bilinéaires.  M.  vod 
Weber  démontre  par  induction  que  si  x^^  j?,,  ...,  x^\  ^,,  }\^  ...,  }\  dési- 
gnent deux  systèmes  de  variables,  m,  v  deux  paramètres  quelconques,  et  \V  le 
faisceau  de  formes  bilinéaires 

i=.rn  fi^zn  i=:m  k=zn 

i=l    n  =  l  i  =  l    A-.1 

où  P,.  j  ei  Q,  t  sont  des  constantes,  et  si  un  s}stème  a,,  a,,  .. .,  a^  de  fondions 
rationnelles  entières,  homogènes  de  degré  h  en  i/,  i',  satisfait  à  l'identité 


a,  — f-  a., 1- . . .  H-  a„  -j —  =  o, 

*  ôx,         •  ôx^  "  ôx^. 


ce  s}stèino  a,,  a^,  ...,  «,^  est  nécessairement  une  combinaison  linéaire  de 
h  -\-  \  syslèrnos  flétrrniinvs  «le  formes  vérifiant  les  mêmes  identités,  combinaison 
linciiirc  diins  laquelle  les  (oefficienls  sont  d'iulleiirs  des  fonctions  rationnelles 
entières  de  u  et  de  k\  M.  von  Weber  «aractérise  d'une  façon  précise  ces /i  4-j  sys- 
tèmes déterminés  de  forines  qui  sont  de  dej^rés  o,  i,  '.?,...,  /i  en  ;/,  v.  en  >iap- 
puyjint  sur  la  loi  de  formation  dn  système  complet  d^invariants  du  faisoeau 
de  foi  nies  bilinéaires  W  (  pour  des  transformations  linéaires  quelc<»n(jiies  des 
<len\  syslènies  de  variables  J7  et^)  que  Kroneeker  a  appris  à  former  (  l'ojr  I'" 
compte  rendu  des  Sitzi/ni^sherichte  de  f  Académie  de  Berlin  pour  1890). 

II I.  l>étinilion  <le  la  matrice  caractéristique  d'un  système  dilFéreiiiifl  'l" 
[neniicr  ordre.  r>»''(inition  de  ceux  des  systèmes  différentiels  du  premier  01  dre 
(|ue  M.  von  \\  el)er  appelle  systèmes  d'involntion  du  premier  ordre.  Ri-iluciion 
de  CCS  systèmes  d'involution  du  premier  ordre  à  une  forme  normale  p;irlicu- 
lièrcnienl  simple. 

IV.  Diviseurs  èlémentaiies  de  la  matrice  caractéristique  d'un  système tl'inv»'- 
tioii  du  premier  ordre.  Helalion  qu'il  y  a,  dans  le  cas  général,  entre  \e^  carac- 
téristiques d'un  système  d'inv<dution  du  piemier  ordre  et  les  diviseurs  elc- 
inentaire>  «le  la  matrice  de  ce  sy>tèmc  d'involution. 

l^ringslirtni    (A.).    —    A    propos    d  un    crilèi'e    de    conveijjcnce 
concoinaiil  les  (Vaclions  continues  à  ternies  posilifs.  (26i-268). 

Soient  r/.^,  b ^.  7^,  r.^  (v  =1,  i»,  . . .)  des  suites  illimitées  de   nombres  positifs 
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On  sait  que  la  divergence  de  la  série    \    q^  est  une  condition  nécessaire  et 

v  =  i 
suffisante  pour  la  convergence  de  la  fraction  continue  illimitée 
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V  =  00 


et  que  la  divergence  de  la  série  V]  r^,  où 


v  =  i 


est  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  convergence  de  la  fraction 
continue  illimitée 


a, 

b    \ 

^7 

-        ,               «V 

V  -  » 


Il  en  résulte  immédiatement  que  la  divergence  de  la  série  2.  ^v^w-i  ^^t  une 

v  =  i 
condition  suffisante  (mais  non  nécessaire)  pour  la  convergence  de  la  fraction 

continue  illimitée  (i)  et  que  la  divergence  de  la  série   \      ^  *"*"'  est  une  con- 

v  =  l 
dition   suffisante  (mai>   non    nécessaire)   pour    la   convergence   de   la  fraction 
continue  illimitée  (3).  M.  Pringshcim  montre  que  la  divergence  de   la  série 

y.  vV>'7v^l  *'^^  ^^y^  ""^  condition  suffisante  pour  la  convergence  de  la  frac- 
v  =  i 

lion  continue  illimitée  (i);  mais  cette  condition  suffisante  n'est  pas,  en  général, 
nécessaire  pour  que  la  fraction  continue  illimitée  (i)  converge  comme  avait 
cru  p'iuvoir  l'affirmer  M.  SaalscliUtz  dans  le  Tome  120  du  Journal  de  Crellc 
(p.  i38  en  note).  Elle  est  nécessaire,  quand  on  peut  assigner  un  nombre  n 
tel  que  la  suite  indéfinie 

soit  une  suite  monotone. 

V  -  « 


De  même,  la  divergence  de  la  série  ^^  i/   "  "^^  est  une  condition  suffisante 


V    -1 


pour  la  convergence  de  la  fraction  continue  illimitée  (3),  mais  ce   n'est  pas, 
en  général,  une  condition  nécessaire.  Elle  est  toutefois  à  la  fois  nécessaire  et 
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suffisante  lorsque  Ton  peut  assigner  un  entier  n  tel  que  la  suite  indéfinie 

(les  quantités  r  définies  par  les  relations  (a),  soit  une  suite  monotone. 

Le  cas  où   tous  les  nombres  de  la  suite  b^  (v  =  i,  a,  ...)  sont  égaui  à  i  se 

présente  souvent   dans  les  applications.   Dans  ce  cas,  on  voit  qu'il  suffit  de 

v  =  « 


s'assurer 


de  ta  divergence  de  la  série    y  -—  pour  être  certain  de  la  conver- 

v  =  1 


^enec  de  la  fraction  continue 


«I 


I  -h  - 
1 


('♦) 


On  reconnaît  ainsi,  sans  aucun  calcul,  que  la  fraction  continue  illiiniléc 


i-f- 


1  -f-.  v/* 


I  -4- 


con verge  pour  />  =  o  et  pour  tout  nombre  positif  />!  ^:  si  l'on  lient  co;:»;»lc 


V  =  ao 


des  conditions  sous  lesquelles  la  série  2.  '**  ^^^  divergente,  on  p-^ut  seulement 

7  =  1 

m  ronclurc  la  convergence  de  la  fraction  couiinue  illimitée  ('j)  pom  o^/>   i. 
Plus  gciu'iiilcmeiil,  si  l'on  peut  assigner  deux  nombres  finis //i  cl  «  Icis  q'ic 

ù  a 

les  rapports  — -  soient  tous  plus  grands  que  ni  elque  les  rapports  ^soient tous 

plus  pollls  (jiie //.  la  divergence  de  la  série  2_,  S '^v  suffit  pour  assurer  lii  convor- 

VI 

gcnce  dt;  la  fraction  continue  illimitée  (3). 

Srclis*er  (  If).    —   Sur  la    distribution    des   étoiles  fixes  sur  la 
sphère  célcsle.  (  .i()/)-/|  i3). 

Liudemann  (l'\).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  aulo- 
ïno rphcs .  (  4^.^-4 «^4  ) • 

La  «Iccorriposiliun  en  éléments  simples  d'une  fonction  doublement  périodique 
qiiciconciue  est  analogue  à  la  décomposition  en  éléments  simples  d'une  fonc- 
tion rationnelle  (juclconque,  en  ce  sens  que  Vêlement  simple  n'y  devient  infini 
(ju'cn  un  seul  f)oint  du  parallclogr.imme  des  périodes  et  n'y  est  inlini  que  du 
premier  oidrc.  La  fonction  qui  joue  le  rùle  d'élément  simple  est  au  fond  une 
intégrale  cliipticiuc  de  seconde  espèce;  en  intégrant  cette  fonction,  on  parvient 
aiscmenl  aux  fonctions  thêta  elles-mêmes. 
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M.  Poincaré  a  suivi  une  voie  analogue  à  celte  qui  permet  ainsi  d'édifier  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques,  pour  constitner  sa  théorie  des 
fonctions  automorphcs;  au  lieu  d'introduire  des  fonctions  analogues  aux  inté- 
grales elliptiques  de  seconde  espèce,  il  a  préféré  introduire  les  fonctions  théta- 
fuchsienncs  :  si  Ton  désii;nc  par 

/(-)  =  ^'^'!'J         (i  =  r,  2,  ...,  00),         /^{z)  =  z 

la  substitution  d'un  groupe  donné  (a^£^, —  6^0^=1),  et  par  H(z)  une  fonction 
rationnelle  de  Zy  il  suffit  de  former  la  fonction 

k 
qui  est  absolument  convergente  pour  m  >  i,  sauf  aux  pôles  de  H(>s)  et  à  ceux 
dc/;(s)  =  (c  ,^.^/  uî  on  a  d'ailleurs 

en  sorte  que  le  quotient  de  deux  fonctions  6  formées  avec  le  même  nombre 
m  >  I  est  une  fonction  que  les  transformations  du  groupe  envisagé  n'afTeclcnt 
pas. 

Mais  qu*arrivc-t-il  quand  m  =  1?  C'est  ce  cas  qu'il  faudrait  envisager  pour 
parvenir  directement,  dans  le  cas  des  fonctions  aulomorphes,  à  des  fonctions 
analogues  aux  intégrales  elliptiques  de  seconde  espèce;  mais,  dans  ce  cas,  on 
n'apercevait  pas  le  moyen  de  démontrer  la  convergence  des  séries  qui  condui- 
raient à  ces  fonctions.  M.  Lindemann  fournit  la  démonstration  de  cette  con- 
vergence et  comble  ainsi  une  lacune  importante  dans  la  théorie  des  fonctions 
automorphes.  Quoique  présentant  quelque  analogie  avec  des  recherches  déjà 
eirectiiées  par  M.  Scliottky,  les  recherches  de  M.  Lindemann  en  diffèrent 
cependant  aussi  bien  par  le  point  de  départ  que  par  le  mode  de  démonstration. 
Les  développements  de  M.  Lindemann  ne  sont  effectués  que  dans  le  cas  où  l'on 
se  donne  un  polygone  fondamental  à  cercle  principal  correspondant  au  groupe 
envisagé,  mais  ils  peuvent  être  immédiatement  étendus  à  tous  les  autres  cas, 
tout  comme  les  développements  de  M.  Poincaré. 

M.  Lindemann  envisage  d'abord  la  série 

i—O  i—\ 

et  démontre  sa  convergence  absolue  pour  toutes  les  valeurs  de  z  pour  les- 
quelles aucun  /i{z)  n'est  infini  ;  celte  série  peut  être  intégrée  terme  par  terme: 
f^i  2  =  o  est  à  l'intérieur  du  domaine  fondamental  envisagé,  la  série 

i  ^  te  I  =  flo 

1  =  0  /  -  0 

converge   absolument   pour   chacun  des  points  z  différant   des   points   —  —  ; 


DD  a,  d'ailtenrs 
H.  LiodemiiiD  «aTiHg«  «nsaiw  V 

fia) 


qui  dipend  de  11  pcuitioD  det  dc> 
A  l'iaUrieur  du  cercle  toodanieiiUI 
cette  exprcuion  Il(<,  Z)  eU  absoU 


en  sorte  qae  Û  se  eamporte  camine  l'intégrale  d*a*e  f  tnctioa  algébriqu;  elle 
e«t  analogue  A  l'intégra^  abélieone  de  aecoode  eipèce  et  il  rfinlie  des  racbcrdiet 
de  M.  Poincaré  qu'elle  peut  toujonrs  £tre  identiSée  à  une  telle  Inligrale;  e'«« 
pourquoi  M.  Lindemana  donne  i  celte  exprewon  a(s,  (}  le  Dom  d'ùUéfraU 


de  teoohde  espèce;  a 


:.;]. 


riijpolhise  faite  pour  t,  chacun  de 


no  module  de  périodicité  de  Û(s,  ();  km* 
module*  de  périodicité  de  &<*,  C)  e*t 


La  foactioo  —  .  '       n'eit  pas  automorphe;  elle  ett  analofye  aat  fOB«- 
tioos  e  de  H.  Poiocaré,  car  on  a 


dz 


V,u  intégrant  par  rapport  i  ï  la  reULioo  (i)  entre  lus  limites  'n  et  ^  rtpn'- 
scntées  pjr  des  points  situés  i  l'intérieur  du  cercle  fond ii mental,  on  obticni 
une  nouvelle  expression  conTCrgente  dan^  le  domaine  eorisagé 


iTl  i  ï  la  reULioo  (i)  entre  les 
litués  i  l'intérieur  du  cercle  fooi 
conTCrgente  dan^  le  domaine  eoi 


saur  aux  pnints  z  =  \,  z  —  ti  et  ce  domaine  od  elle  est  infinie  logarithmique- 
niunt.  M.  Lindemann  donne  ï  cette  eapressino  S^,  le  nom  ^'intégrait  de  troi- 
si^nte  espèce.  On  voit  aisément  que  l'on  a 


Sl,[/.(s)l  =  S,„<  =  )t 


^■(^> 


it  les  module)  de  pèriodici 
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L*intégrale  de  troisième  espèce  jouit  de  la  propriété  que  Ton  appelle,  dans 
la  théorie  des  fonctioDS  abélienncs,  transposition  du  paramètre  et  de  rargu- 
ment  des  intégrales  normales  de  troisième  espèce;  on  a,  en  eiïet,  la  relation 


£ 


Les  modules  de  périodicité  de  Tinlégrale  de  troisième  espèce  envisagés  comme 
des  fonctions  de  ^,  r^  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


^"'^     t^o     -/-Air.)    -'r. 

le  dernier  membre  ne  devenant  inHni  pour  aucun  point  \  (situé  à  l'intérieur 
du  cercle  principal);  on  peut  le  designer  sous  le  nom  d'intégrale  de  première 
espèce.  Si  le  polygone  fondamental  a  an  côtés,  il  y  a  /»  modules  de  périodicité; 
si  p  est  le  nombre  des  cycles  dans  lesquels  se  décomposent  les  sommets  du 
polygone  fondamental,  le  nombre  des  modules  de  périodicité  qui  sont  linéaire- 
ment indépendants  est  égal  à  -(/i  +  i— p). 
Ceci  posé,  envisageons  une  équation  différent  ici  le  linéaire  d*ordre  {i. 

d'^v         v»        ,  ,  d'v 

1  =  0 

dont  les  coefficients  ?«-(x,  ^)  soient  des  fonctions  rationnelles  de  deux  va- 
riables J7  et^  liées  par  une  équation  algébrique  donnée 

f{x,y)  =  0. 

On  sait  que  les  fonctions  rationnelles  9;(^,  y)  peuvent  être  représentées  par 
des  fonctions  univoqucs  automorphcs  d'une  variable  z  que  l'on  peut  poser  égale 

4  — !,  où  iv.,  IV,  sont  des  intégrales  particulières  d'une  équation  ditTércnticlle 

«V, 

du  second  ordre  de  la  forme 


dans  laquelle  ^{x,  y)  désigne  une  fonction  rationnelle  de  jr,  ^  telle  que  x  et  >^ 
soient  des  fonctions  univoques  automorplies  de  w.  Les  intégrales  de  l'équation 
différentielle  linéaire  d'ordre  {i  envisagée  peuvent  alors  aussi  être  envisagées 
comme  des  fonctions  de  z  et,  sous  certaines  hypollièses  concernant  les  points 
singuliers  de  cette  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  {x,  ces  fonctions  de  z 
peuvent  être  développées  en  séries  entières  en  z  convergentes  dans  le  cercle- 
unité,  si  Ton  s^est  arrangé  de  façon  que  le  cercle-unité  suit  le  cercle  principal 

pour  les  fonctions  automorphes  introduites  par  1  équation  -7— j-  =  «v  v(x,  >^). 
Si  c^  r=  Zj^(5)  désigne  une  intégrale  de  l'équation  différentielle  linéaire  d'ordre  (i, 
Bull,  des  Sciences  matluni.^  a*  série,  t.  XXVIU.  (Octobre  1904.)        R.i3 


(I) 


z.(/.(j)i  = 


SliCUNDK  l'AIlTIK, 


i'Z.O)- 


pour  i  =  I,  3,  . . .,  n  ;  oi>  peut  d'ailleurs  écrire  ces  reUiîons  pour  k  =  i,i. 
les  toaction»  Z  ioalde»  toactians  diéla/uchutnna  { Airla  maiAtmatita.l-V). 
M.  Lindeniaon  se  place  dans  le  cas  ofi,  M  ddiignant  la  plus  granile  des  **kara 
abiolaei  des  cociricicnls  aii  du  groupe  de  substïlulions  (i),  on  . 


SI  alors  Ai;'  Jéiigni 


Hlj.<.. 
L  les  cocfficienls  ubtenua 


v=.  =  2 


/li.' 


,;i/.(=h-^2;a 


en  forte  iiiic  les  Uririvrirs  des  fnitcLiuns  t,,  jouissenl  ilc  la  propriété  ruenliclle 
d<:s  (.mcUuns  £,  ilo  U,  Puincaré.  Pour  un  elioU  convenable  de  la  fuDclioo  S  ck 
de  H.  Poincin!,  eei  (onctions  T|,  peuvent  donc  servir,  austi  bien  ijuc  1»  fonc- 
tions L,  a  former  Hm  fimctioos  dteta(ucli«ienne« 


Les  fonctions  t.j  jouissent  d'ailleurs  de  pi-oprictés  analogues  t  celles  doal 
jouiHcnt  les  înté^ralet  abélienoeii  de  deuxième  espèce.  En  les  intégrant  par  rap- 
|jort  uu  puramélre  1^,  un  obtiendrait  des  fonctions  analogues  aux  ïnt#(:rales 
■iLiclienncs  de  Iruisièine  espace  et  les  modules  de  périodicité  des  fonclioos  ainsi 
obtenue)  toirespondraicnt  aux  intégrales  abélieones  de  première  espèce. 


Tome  XXX. 
iDS  faites  i  l'Académie  en  igoa. 


Pn'nfisheim  (-'-)-  —  '^'"'  '^  façon  doot  se  comporleat  les  séries 
entières  en  x  stir  la  circonférence  de  leur  cercle  de  convergence. 

(S7-100). 

1.  Si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  du  cercle  de  convergence  d'une  série 
entière  y  a,x'  et  si  l'un  désigne  par  \  =  e'*  un  poiat  détermiaé de  tacircon- 
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fércDce  de  ce  corde  et  par  p  un  nombre  réel  pouvant  varier  de  o  à  i,  un 
peut  être  assuré  de  la  convergence  de  Texpression 

V  =  «  V  =  aD 

V=I  v=l 

lorsque  la  limite 

v  =  « 

lim   V  ûr^p^X* 

est  Hnie  et  déterminée  et  que  l'on  peut  assigner  un  entier  n  tel  que,  pour  tout 
indice  v2/i,  les  termes  (a^  cosvO  —  ^^  sinvB)  soient  tous  de  même  signe  et  que 
les  termes  (s^sinvO  +  PyCosv6)  soient  aussi  tous  de  même  signe. 

La  condition  nece^^airee/sti^a/t/e  pour  lu  convergence  de  la  série    >   a.^\'* 

v  =  i 
est  que,  la  limite 

V=aD 


lim   V  a^p^X' 


P       v  =  , 
étant  finie  et  déterminée,  on  ait,  en  outre, 

lim  -  [la,  X -H  aajX'-i-..  .-h /la^X"]  —  o. 

n  =  •  '* 

V  =  aD 

Si  donc   lim  {na^)  =  o,  la  série  \    a^x^  converge  en  chacun  des  points  X 

v  =  i 
de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence  pour  lesquels  la  limite 


lim   y  a,p^X^ 

0  =  1  ^^_ 


P       v  =  i 


a  une  valeur  finie  et  déterminée. 


V=«o 


IL  La  série  entière  N    a^x'*^  convergente  dans  le  cercle  de  centre  o  et  de 

v  =  i 
rayon  i,  défmit,  pour  |«rl<i,  une  fonction  univoquc  et  continue  de  x  que 
nous  désignerons  par/(j:)  et  dont  nous  dirons  qu'elle  appartient  &  la  série 
entière.  Aux  points  X  de  la  circonférence  du  cercle  de  convergence  de  la  série 
tntière  pour  lesquels  la  limite 

lim    7    «vP^X*        (p  réel  positif  plus  petit  que  1) 

0  =  1  *^ 
^       v  =  i 

v  =  « 
est  finie  et  déterminée,  la  fonction  /(j?)  qui  appartient  &  la  série  \]  a^x'*  sera 

v  =  i 


«73 

SECONUL  rAIlTII-:.                                           H 

dédnie  p«r  ré«iliU  , -, 

1 

/(X 

'  "  w'?x)  -ii«  2!  "•'''''**              fl 

■us  pobu  :(  de  U  circo 

preiHOD  V  o,p*X'De  tend  pns  urs  miP  limite  finir  et  dclcrmiuiTc|uan>lf  lonil 

ver*  1  par  valeurs  positit 
Ceci  poi<,  M.  Prineshc 

■  m  ddmotilru  que  ai  la  tonoli<m/(*)  i|ui  app«rb<Til  1 

U  sJrle,]^a,«' admet) 

iinp  <lériv*c/(i)  conWnue  aux  oniiroB»  des  poinU  r 

■itoéi  dani  le  cercle  de  c 
pour  de»  pointa  X  de  ce 
oii/(X)  pourrait  être, 

nrniTgnico  !■(  sur  ',1  circonfcrcinr.  E>Hiir  l-.u(   an    |ili>. 

râleur  fîoie  aux  eoTiroas  de  ce*  poîaU,  et  al  en  outra  [/"(x)]' 
eat  inté|rablc  dau  le  cercle  de  convergence  et  aar  m  cïrconHreace,  la  térie 

V  a,x'  e«t  abtolument  convergeau  *ar  la  circoDtérence  do  cercle  de  coaver- 

gence.  Cci  eonditiom  auraMiite»  ne  toat  d'aillenn  pas  nicewalre». 

m.  U  cziite  des  strie*  V  (i,«*  convetscDie*  en  cAociin  de*  poinis  X  de  )■ 

circonr^renee  de  leur  cercle  de  cnDTergeace  (de  centre  O  et  de  nf«m  ■),  bm* 
qui  a'y  sont  pas  abiotumertt  conreif  entes,  et  ob  it  =  a  est  le  jitu*  petit  expo- 
sant pour  knuel  N  |tj,|'  converge,  donc.pour  lequel  V  a^\'  converge  abso- 
lument. 

IV.  Si  la  série  entière  V  «,*'  con\orgc  on  tous  les  point*  d'an  arc  <C) 
déterminé  de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence,  on  peut  représenirr, 
9ur  l'arc  (C),  la  partie  réelle  de  la  série  ^  a,x'  et  sa  partie  purement  ima- 
ginaire, par  deux  séries  de  Fouricr  qui  dépendent  l'une  de  l'autre,  le*  condt- 
lions  de  eonvcrscnce  de  l'une  déterminant  celles  de  t'aulrv.  Ce  mode  dr 
représentation  est  estent  iellement  distinct  de  la  rc  présenta  lion  d'une  fonction 
réelle  par  une  série  de  fourier,  car,  tandis  que  la  ionclion  représentée  par  li 
somme  d'une  séine  de  Fouricr  peut  avoir  des  diiconlinuiiéi  Jiniea,  la  fonction 

qui  appartient  t  la  série  ^  °.^*  '<  loDg  ''e  (C)  et  qui  est  représentée  par  la 

somme  d'une  série  de  Foarier  augmentée  de  i  fois  la  somme  d'un  seconde  sérir 
de  Fouricr  ne  peut  en  avoir;  elle  peut  (ontefoi*  avoir  d'attlic*  discoatianités. 
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Il  résulte  de  ce  théorème  qu'il  serait  vain  de  chercher  à  déduire,  de  la  conver- 

v  =  « 

gence  seulement  de  la  série    7    ^y^^  sur  (C),  la  continuité  sur  (C)  de  la 

v  =  l 
fonction /(  j; )  qui  appartient  à  cette  série.  Il  n*est,  par  contre,  pas  impossible 
que  Ton  puisse  déduire,  de  la  continuité  de  f{x)  sur  (C),  la  convergence 


sur  (C)  de  la  série  à  laquelle  appartient  f{x)  1  dans  le  cas  où  cette  série 


X)  I  dans  le 


v  =  « 


] 


V  a^e'^  est  identique  au  développement  de  Fouricr  de  la  fonction  /(C*) 

V=:l 

cette  question  demanderait  à  être  approfondie. 

De  la  formule  fondamentale  qui  exprime  la  dépendance  de  la  partie  réelle  et 
du  coefficient  de  1  dans  Texpression  de  /{e*^),  M.  Pringsheim  déduit  enfin, 
comme  cas  particulier,  la  relation 

>    ( — i)"*-*- cos(v9)  =  log  cos  -  H- 7—    /         acot^rfat, 
«■rf  V  241:  ^__  ^  'à 


qui,  pour  0  =  0,  fournit  la  relation 

log2=  \    (—:)>-»-.  — -^    /        acot-rfa; 
V  -1  ^ 

en  retranchant  ces  deux  égalités,  membre  à  membre,  on  retrouve  une  relation 
due  à  Lcgendre  qui  y  est  parvenu  par  une  autre  voie. 


7^  (—0""'  -COS(v9  )  =  log(  2  COS  -  J< 
V  =  l 


f^insterwalder  (S,).  —  Sur  la  construction  de  cartes  au  moyen 
d'observations  faites  en  ballon,  (i 49-1 64). 

jcettlcr  (/.).  —  Représentation  conforme  du  demi-plan  sur  une 
aire  limitée  par  une  courbe  circulaire  du  troisième  ordre  ou 
par  une  courbe  bicirculairc  du  quatrième  ordre.  (i()j-i85). 

Dans  les  Sitzungsberichte  der  physikaliach-ôkonomischen  GescUschaft  in 
Kônigsberff  pour  189},  M.  Lindemann  a  caractérisé  un  certain  nombre  de  cas 
OÙ  le  problème  de  la  rcprésentaiion  conforme  du  demi-plan,  sur  une  aire  limitée 
par  une  rourbe  donnée,  peut  être  résolu.  l*arini  ces  cas  se  trouvent  compris 
ceux  où  la  courbe  donnée  est  une  conique  et  aussi  ceux' où  elle  est  une  courbe 
circulaire  du  troisième  ordre  ou  encore  une  courbe  bicirculairc  du  quatrième 
ordre.  M.  (îoeltler  effectue  la  représentation  conforme  du  demi-plan  sur  une 
aire  limitée  par  Tune  ou  l'autre  de  ces  dernières  courbes. 
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Pringslieim  (Vl.)*  —  ^^^  '^  théorème  dil  second  théorème  de  la 
moyenne  pour  des  sommes  Unies  ou  pour  des  intégrales. 
(209-233). 

Ce  théorème  se  présente  sous  deux  formes  dont  Tune,  due  à  0.  Boooet, 
consiste  à  montrer  que  l'on  a 

(I)  l/{a;)^(x)dx=zf{a)   ro{x)dx 
pour  une  certaine  valeur  de  \  comprise  dans  rintcrvallc 

lorsque /(J7)  est,  dans  tout  Tintervallc  (a,  ...,  b)  une  fonction  positive  n'aug- 
mentant jamais  quand  x  croit,  et  dont  l'autre,  due  à  P.  du  Bois-Reymond, 
consiste  à  montrer  que  Ton  a 

(II)  f  f{x)o{x)dx=f{a)   r\{x)dx-h/{b)  f    ^{x)dx, 

pour  une  certaine  valeur  de  \  comprise  dans  Tintervalte 

a<,l<b, 

lorsque /(a:)  est  dans  tout  Tintervalle  (a,  ...,6)  une  fonction  monotone  de  x. 
La  forme  (  II  )  i\o  W  du  Bois-Heymond  est,  en  réalité,  malgré  son  apparcnco  plus 
îîénérale,  un  simple  corollaire  de  la  forme  (I)  de  O.  Bonnet;  c'est  le  ihéorènu' 
(lî*  O.  Bonnet  (jiii  est  le  théorème  général.  Cependant,  en  utilisant  une 
remarque  duc  à  P.  du  Bois-Beyinond,  on  peut  aussi  écrire,  au  lieu  de  la  rela- 
tion (  11  ),  la  relation 

(III)  /     /(x)'c{x)  dx  =  \   I     o(x)dx~\-n   I     o{x)dx 

où    V  cl  B  vérincnt  soit  les  inégalités 

(I)  A!:/(a-i-o)</(6-o)-B, 

soit  les  inégalités 

(0  A-/(a-4-o)>/(ô-o)>B, 

et  où  ;  a,  pour  chaque  choix  de  A  et  de  B  concordant,  soit  avec  les  inéga- 
lités (i),  soit  avec  les  inégalités  (  2  ),  une  valeur  située  dans  l'intervalle  a^;^^- 
Cette  relation  (III)  comprend  aussi  bien  la  relation  (II)  que  la  rclation(I) 
comme  cas  particulier. 

Il  est  curieux  d'observer  que  le  fait  de  pouvoir  ainsi  choisir  pourAetBoo'' 
infmité  de  valeurs  sans  que  Ç  quitte  l'intervalle  a^\S.bj  repose  sur  des  coom- 
déralions  arithmétiques  de  caractère  élémentaire.  M.    Pringsheim  le  met  c" 
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évidence  en  établissant  pour  des  sommes  formées  d'un  nombre  fini  de  termes 
ane  relation  qui,  pour  ces  sommes,  joue  le  rôle  de  la  relation  (III);  il  montre 
d'aillenrs  que  Ton  peut  déduire  aisément  de  cette  relation  la  relation  (III) 
elle-même. 

Voici  quelle  est  la  relation  qui  joue  le  rôle  de  la  relation  (III)  pour  des 
sommes  finies  : 

Soient  w„  w,,  w,,  ...,  11^,  u„^^  une  suite  monotone  de  nombres,  dont  les 
deux  termes  extrêmes  ii«,  <i„^,  sont  supposés  indéterminés,  les  autres  réels  et 
donnés.  Soient  i^,,  Vjr  ...,  i>„^  des  nombres  quelconques  donnés;  pour  chaque 
indice  v  =  1,  a,  . . .,  /i,  posons 

ei  formons  la  somme 

V  =  /I 

v  =  i 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

V  =  rt-t 

(3)  ^-=2]    ("v-«v>.)V,-Mi,V„, 

v=i 

et  aussi  sous  la  forme 

(»)  S,=  2]("v-"v+i)Vv+w„^,V„. 

v=o 

L'expression  de  S^  fournie  par  la  relation  (4)  peut  se  transformer  en 
(III)  S.=  u.  ]yi  (VJ  +  «,^.    \\-  ]\J  (\\)     , 

VrrO  L  V  — 0  J 


V  —n 


OÙ  \ï  (V^)  désigne  une  valeur  moyenne  de  V^,  V,,  V...  ...,  V„,  en  sorte  que 


V=0 


Ton  ait  ou  bien  pour  un  indice  m  déterminé  <  /?, 


V  — ;i 


M  (^'' >  =  "*'- 


v=o 


ou  bien  pour  un  indice  m  déterminé,  ou  pour  plusieurs  indices  m  déterminés 
vérifiant  les  inégalités  o  ::I  m  <  n, 


Vr:/i 


V„<  |\|(VJ<V_,. 


V  -^  0 


Si  les  éléments  de  la  suite  monotone  u^,  Up  </,,  ...,  n„.  i^,,^,  sont  tous  dt* 
même   signe,   on   peut   prendre  w„j.,=  o  quand    |  w^|  Il  |Mv4.i '♦   u^^o  quand 
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|mJ  ^  |ii^n',  cl  Pcx  pression  de  S^  peut  s'écrire 


=  "„..    V„-^(VJ 


quand         |Wvl^l«*v^il 


quand         |mJ^|i«v+,|. 


L'expression  de  S^  fournie  par  la  relation  (3)  peut  de  même  se  transformer 
en  deux  relations  analogues  à  (III)  et  à  (IV).  La  relation  analogue  à  (III) 
est  la  relation 

V  —  n  —  1  r  V  —  n-I  ~| 

(II)  ^,--u,    jyi    (VJ-4-«lv,-    ]\j[     (VJ     , 

V— I  L  V— 1  J 

qui  joue  le  r<')le  de  celle  de  P.  du  Bois-Reymond;  la  relation  analogue  à  (IV) 
est  la  relation 

V=./I 

(I)  s,.=w,]yj(\\), 

qui  joue  le  r«Mc  de  celle  de  O.  Bonnet. 

Ceci  pose,  M.  Pringslieim  établit  le  théorème  de  la  moyenne  pour  des  inté- 
grales, sous  la  forme  générale  (III),  en  précisant  les  conditions  que  doivent 
vérifier  les  fonctions  envisagées /(j:),  <f{x)  pour  que  ce  théorème  ait  lieu.  La 
fonction  f{x)  est  supposée  monotone  et  finie  dans  rinlervallc  envisagé 

(a,  ...,  b)\ 

elle  est  donc  intéjïrabic  dans  cet  intervalle,  même  si  elle  y  a  un  nombre  infini 
(le  points  de  discontinnilé  finis  pourvu  que  ces  discontinuités  ne  rompent  pas 
la  monolonic  dc/(.r).  Si  alors  ^[x)  est,  dans  tout  l'intervalle  (a.  ...,  6),  finie 
<'t  intéj;ral)ic,  ou  si  ©(x)  n'admet  que  dos  infinis  tels  que  non  seulement  o{x) 
mais  aus'ii  \z{x)\  soit  inlègrable,  la  fonction  z>{x)  f{x)  î^era  nécessairement 
inlégrahic,  Sous  ces  conditions  le  théorème  (III)  a  lieu. 

La  foticlion  o{x)/{x)  est  encore  nécessairement  intégrablc  lorsque  la  fonc- 
tion 9(J7),  étant  supposée  intégrablc,  devient  infinie  pour  un  nombre  fini  de 
points  aux  environs  desquels  \p{x)  ne  soit  pas  intégrablc.  Ce  nVst  que  quand 
ces  derniers  points  apparaissent  en  nombre  injîiii  (ju'il  faut  joindre  expres- 
sément aux  cotidilions  précédentes  sous  lesquelles  le  théorème  (  III  )  a  lieu, 
rjiypolhèse  ({uc  le  produit  z{x  )/{x)  est  intégrablc. 

•M.  Pringsheim  termine  son  Mémoire  en  comparant  entre  elles  les  diverses 
(li-monslralions  du  second  théorème  de  la  mo>enneque  l'on  a  données  avant  la 
sienne. 

Kôj'h  (./.).  —  Sur  le  cas  (lési<^né  sotis  le  ni)m  de  semi-défini  clans 
la  ihéoiie  des  maximes  et  des  minimes.  ( 9.^^-1  \(S) , 

Envisageons  une  fonction /(j;,,  ar^,  ...,  x„)de«  variables  indépendantes  x,. 
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Xjf  ...,  x^.  Soit  (a,,  a,,  ...,  a^)  un  point  analytique  dont  les  coordonnées  a,, 
a^f  ...y  a^  vérifient  les  équations 

1^=0        (i  =1,  a,  ,..,  /i), 

en  sorte  que  la  variation  8/  soit  nulle  en  ce  point;  supposons  aussi  que 
/(Xp  j?],  ...,  x^)  soit  déveioppabie  en  série  de  Tayior  aux  environs  de  ce 
point.  Formons  alors  la  seconde  variation 


/  rr  M   A  =n 


i  =  n  k  =  n 


^=/=î2:  iG-|fe)..=„.^-.^--;2:  i/.'^.^'- 


i=i  i=i 


1=1   A  =  l 


Si  Tcquation 


*•»="» 


y  II      P       y  13        ••  •        f\n 
/ai        y  32      P     •••        j-xh 


•  •  •    •  • 


que  Ton  peut  mettre  sous  lu  forme 


J  itH         r 


=  O, 


(I) 


,ii-l 


p»+ a,?—' -+.... -f- a„_,p -+-«„=  O, 


n*a  aucune  de  ses  racines  égale  a  zéro,  la  discussion  qui  permet  de  reconnaître 
si  au  point  analytique  (a,,  a,,  ...,  a^)  la  fonction  /  a  un  maxime  ou  un 
minime  rentre  dans  le  cas  général;  mais,  si  cette  équation  admet  une  ou  plu- 
sieurs racines  nulles,  on  se  trouve  dans  le  cas  se/ni- déjini. 

Dans  le  cas  où  ô^/  est  identiquement  nulle  en  cjr,,  Sj?,,  ...,  Sj:^,  il  faul, 
pour  que  le  point  (a,,  a,,  ...,  a„)  soit  maxime  ou  minime,  que  l^f  soit  aussi 
identiquement  nulle  en  Sx,,  ox^,  ...,  6x„;  supposons  cette  condition  vérifiée; 
si  alors  6*/ est  loujciurs  de  même  sipne  pour  tous  les  ox,,  6x^,  ...,  6x„,  on  a 
un  m'nimé  si  ce  signe  est  positif,  un  maxime  si  ce  signe  est  négatif;  si  o*/  est 
tantôt  positif,  lantùt  négatif,  il  ne  peut  y  avoir  ni  maxime,  ni  minime;  si 
8*/,  sans  changer  de  signe,  devient  nulle  pour  certaines  valeurs  de  ox,,  Sx,,  . . ., 
ôx,  (qni  ne  soient  pas  toutes  nulles),  on  a  une  singularité  du  second  ordre 
dont  Tétude  n'est  pas  abordée  par  M.  Korn. 

Dans  le  cas  où  Vf  est  de  lu  forme 

2y=5>;]p.SxL 

A  =  i 

où  r  est  un  entier  égal  à  l'un  des  nombres  i,  2,  ...,  n  —  i,etoù  Op  p.^,  ...,  p^ 

sont  de  même  signe,  il   faut,  pour  le  point  analytique  («,,  a^,  ...,  a„)  soit 

niuximé  ou  minime,  que  6^/ soit  nulle  identi(|uemcnt  en  ox^^,,  ...,  ox„  après 

que  Ton  y  a  fait 

6x,  =  0X3  — ...  —  ox^  =  o. 

Si  cette  condition  est  vérifiée,  il  faut  examiner  l'expression 

h  =  \ 


'^-'^m-U- 


SECONDE  PAHTrB".. 


>i  cette  eipresiion  conwrvc  le  iigtK  cornu  ud  i  p„  p, 
larialiuas  S^.,,.  --..  Sx,,  après  que  l'un  y  a  Tait 


un  a  UD  RtaKiniiï  quanJ  le  ^ignc  cuininun  de  p,,  p,,  . . .,  p,  est  le  «SOe  —  et  ua 
niinïmiï  quand  ce  signe  est  ie  signe  +;  si  eeite  expression  prend  pour  on  seul 
«Vïlèmc  de  valeurs  données  aux  varîiilicin\  Gx^,.  ....  Sx,,  après  qu'on  a  lait 


le  sigoe  contraire  de  criui  de  p,,  p,.  ....  p,.  on  n'a  ni  maiimé,  ni  minime;  ai 
cette  expression,  sans  prendre  jumais  le  signe  contraire  i  celui  de  p,.  p„  ••••  f^a  • 
s'annule  pour  quelque  système  de  valeurs  do  lées  aux  variations  S^^-i'  >•■•  ^^mt 
après  qu'on  a  [ail 

on  retombe  sur  une  ilngolariti  du  second  ordre. 

Uoe  tranifor nation  bien  connue  de  Jacolil  jMrraet  d'ailleun  de  raaeMrdaM 
tous  les  cas  l'expression  de  5*/ 


J=t   4=1 

dan»  )«  cas  seini-dMni,  i  !■  tornie 


i  =  r 


>nt  de  mime  signe,  donc  t  l'un  des  deux  cat  particnliers 
ininer.  On  parvient  ainsi   au  tliéoréme  fondameiital   que 

mbre  de  racines  nullei  de  l'équation  (i),  en  torte  qu* 


Suppoions  qut  cette  équation  (i)  admette  r  racirttt  poiitiiiet,  en  torte  que 


prêtente  r  changernsnt-i  de  tigne,  ou  r  rc 
mime  luile  i,  a,,  a„  ...,  a,  ne pre'tente  ai 
que  te  point  analytique  (a„  a,,  ...,  (i_) 
■ninimé,  il  faut  que  l'on  ait 


ei  négativei,  en  torle  que  ta 
1  changement  de  ngne.  Pour 

;   M-  ^„  EL  = 

éx,      "'   *■■'  àx,      "'  *" 
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pour  toutes  les  variations  oXp  Sx,,  ...,  6x„  qui  vérifient  les  n  relations 

k-n 

(2)  ^/.fc  5x4  =  0       (1=1,  2,  ...,  n), 

dont  r  seulement  sont  indépendantes. 
Si  cette  condition  est  vériOéc,  on  examinera  l'expression 

/--ri  k-\ 

dans  laquelle,  si  r  =  o,  on  prendra  tous  les  €,1  nuls,  et,  si  r  n'est  pas  nul,  on 
prendra,  pour  1,  A'  =  i,  2,  . . .,  /i, 

et 

[>our  i  ^  A*. 

Si  cette  expression  (3)  a  toujours  le  signe  de  — a(  (ou  toujours  le  même 
signe  quand  r  =  o),  on  aura,  en  (aj,  a,,  ...,  a^),  un  maxime  quand  aL^  est 
positif,  un  minime  quand  a,  est  négatif.  Si,  pour  un  seul  des  systèmes  de 
variations  Sj:,,  ôj:,,  ,.»,  ojr„  envisagés  [tel  que  les  équations  (a)  soient  véri- 
fiées], l'expression  (3)  a  quand  r  >  o  le  signe  de  a„  il  n'y  aura  ni  maxime, 
ni  minime  en  (a,,  a,,  ...,  a„);  si,  pour  les  diiïérents  systèmes  de  variations  6j?,, 
cj:,,  ...,  6j7,,  [tel  que  les  équations  (2)  soient  vérifiées],  l'expression  (3)  n'a 
pas  pour  r  =  o  toujours  le  même  signe,  il  n'y  a  ni  maxime,  ni  minime  en 

(a,,  a, a„).  Enfin  si  l'expression  (3),  tout  en  n'ayant  le  signe  de  a,  pour 

aucun  système  de  variations  Bx^,  8x„  ...,  6j:„  tel  que  les  équations  (2)  soient 
vérifiées,  peut  cependant  s'annuler  pour  l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes  de 
variations,  on  retombe  sur  le  cas  des  singularités  du  second  ordre  qui  n'a  pas 
encore  été  étudié. 

Schick  (./.).  —  Relations  entre  la  centriqiie  îsogonale  et  la  théorie 
des  invariants.  (249-272). 

La  centrique  Isogonale  comprend  Tétudc  des  figures  planes  polygonales  dont 
les  sommets  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  d'un  plan 
sur  les  côtés  d'un  polygone  situé  dans  ce  plan.  Soient  A,  B,  C  et  P  quatre 
points  du  plan  des  variables  complexes  et  X,  Y,  Z  les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  sur  les  droites  qui  joignent  BC,  CA,  AB.  Désignons  par 
x„  r,  les  coordonnées  du  point  A,  par  j;,,  y^  celles  du  point  B,  par  x^,  y^  celles 
du  point  C,  par  x^^  y^  celles  du  point  P,  et  posons 

5fc~  Xfc-h  i>fc        pour        A  =:  I,  2,  3,  \. 

La  valeur  absolue  du  rapport  anbarmonique 

•  __  ~       ••  ^^  » 

**!  "1     .    ^1  **« 
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jXYI 
des  quatre  points  A,  B,  C,  P  est  égale  au  rapport  r^^.  des  longueurs  des 

côtés  XV,  ZY  du  triangle  XYZ,  tandis  que  Targument  de  ce  même  rapport 
anharmonique  est  égal  à  la  mesure  de  Tangle  XYZ  que  font  entre  eux  les  deux 
coiés  XY  et  ZY  du  triangle  XYZ.  Si  Ton  eiïeclue  une  transformation  linéaire 

W  =  *> 

Y^  4-  0 

les  quatre  points  A,  B,  C,  P  viennent  en  A\  B',  C,  P';  soient  alors  X',  Y',  Z' 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  P'  sur  les  droites  qui  joignent 
\VC\  C'A',  A'B';  comme  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A\  B', 
C'y  P'  est  égal   au   rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,   B,   C,  P,  le 

rapport  [^'Zll  est  égal  au  rapport  [Hi et  l'angle  X' Y' Z'  est  égal  à  TangleXYZ, 

I ^    1    I  I  Al  I 

L'invariance  de  la  forme  du  triangle  XYZ  entraîne  une  suite  de  conséquences 
inléressanlcs  dont  on  peut  tirer  profit  dans  la  théorie  des  invariants.  Plusieurs 
de  ces  conséquences  sont  développées  dans  le  Mémoire  de  M.  Schick. 

ÏVeber  {E,  von),  —  Sur  les  conditions  sous  lesquelles  un  syslème 
(réqualions  de  Pfafl*  peut  ôlre  réduit  à  une  forme  ne  contenant 
qu'un  nombre  donné  dMIéments  différentiels.  (273-3oo). 

Ce  Mémoire  contient  un  exposé  général  des  recherches  de  M.  von  Wcber  et 
Tétude  systématique  des  cas  particuliers  les  plus  simples  qui  peuvent  se  pré- 
senter. 

Envisageons  un  système  de  {n  —  m)  équations  de  Pfaff 

^"^/il-Hl  — '  Il  l**^!*  **'3?    •  •  •«  •*',|J   (tjT^ 


\ 


Oosignons  par  t  un  cnlier  qui  n'est  ni  plus  grand  que  (n  — 2),  ni  plus  petit 
<|ue  {n  —  m)  et  proposons-nous  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
>;iiil('s  sous  lesquelles  on  peut  ramener  ce  système  (i)  à  la  forme 


\ 


l'il  ^Vl  +  1*'21  cl/.-^,.,-r-  1%,  ci/.  =  0, 


l'.,,.-„,  <^ffx-^  ^'l,n-,n  (Ul-^'  "-^  ï\,,.-„.  df.^z=z  0, 


*^"  /i-/: f-.  (It'-^igncnt  des  fonclirjns  de  j*,,  x.,  ...,  x^  indépendantes  les 

unes  (les  aiiUes. 

L!>rs(|ue  le  problème  esl  possible,  les  relations 
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représentent,  quelles  que  soient  les  valeurs  données  aux  constantes  c,,  c^y  ...i 
c^,  une  intégrale  M,_^  du  système  d^équalions  (i);  elle  est  de  dimension  (/i  —  t  ); 
si  on  la  représente  par 

•••• • » 

où  iip  Mj,  ...,  ii,_,  représentent  (/i  —  t)  paramètres  indépendants, OTp  j:,,  ..., 
x^  vérifieront  les  équations 


=  2]''- 


dx^.^       \r\  ÔX: 


(-1)  /  «=i 


<^jr_  v^  dXi 

— 2      =   >   a.        — - 


\     (/•  =  !,   2,    ...,   /l—T), 

ainsi  que  les  équations 

^    I— m  k:=r.in 

1  =  1    A  =  l 
iz^.in  k  =  tn 

w^     vi  ÔX.  dx^  __ 


i—tn  k  =  m 
wp      yry  Ox-  dXi^  _ 

2-  2-  ^s*."— 5^^  5i^  ""  ^ 

/=!     *  =  l 


obtenues  en  dérivant  les  précédentes  par  rapport  à  m,,  m,.  ...,  m„_„,  et  égalant 
entre  eux  ceux  des  seconds  membres  des  relations  ainsi  obtenues  pour  lesquels 
les  premiers  membres  sont  identiques. 

Pour  que  Von  puisse  ramener  le  système  adéquations  de  Pfaff  (i)  à  la 
forme  (2),  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  d* équations  (S^_,)  formé  par 
les  équations  (3),  (4)  et  celles  que  l'on  en  déduit  en  prenant  les  dérivées 
un  nombre  quelconque  de  fois  par  rapport  à  i/„  Wj,  ...,  i/„_^  n'entraîne,  ni 


siii;oM)n  l'Ainiii. 


quelque  relaliOH  enl 
ubtie.nl  en  égalant  à 


Un  nombre  fini  rie  (tiOïrcnUttious  «t  d'AMminatium  permet  d'allkur*  é» 
Tirller,  sur  cliaquc  sy»trmc  d'équations  'i)  dnnaéei.  ai  ces  condition*  winl 
viiriliics  ou  non. 

M.  von  Weber  aborde  cnsuile  la  retlicrchi:  des  conditions  n^c»»irr4  ït 
sarOsanles  que  doivent  vérifier  les  coefficients  a^,  du  système  d'équulioni  dif- 
Hrentielles  (t)  àe  Pfsrr  ponr  que  :  parcliaque  variiïlcM,  i  une  rlimensioB.  inl<^- 
grale  de  ce  système  d'iiquiitions  (i).  piisie  en  général  ku  moins  une  vnriéicM, 
t  deui  dimensions.  inléf[rate  du  même  syslime  (i)!  P^r  cbaque  variété  M,  a 
deux  dimension*,  intégrale  du  ajrstiime  (t),  pniM  au  muiiit  a»e  variélé  M,  i 
trois  diriientions.  inlégralr  du  mCmc  ijMétnc.  (i);  ...;  «nltn  par  chaque 
variété  M,_,_,  de  dimension  (n  — «  —  !},  Intégrale  du  système  (>}.  pa<ii«  au 
moins  une  vaiiétè  M^,  de  dimensions  (R— t)  intégrale  du  même  syMème(i). 
A^ant  d'aboiiler  ce  problème,  il  donne  d«s  eonditinns  snftliantcs  ponr  qu'il  en 
soit  ainiii.  eaticernanl  les  systèmes  (S.^},  (S.„^,),  ...  cl  d«duilr«  ila  lb^l- 
rème  général  précèdent  que  l'on  vient  d'énonecr. 

Lot  cas  oii  ni  =  T  ou  1  sont  élémentaires.  U.  von  W«ber  donne  la  «olutiun 
complète  du  problème  pour  m  ~  3  et  pour  m  =  !\.  L'étude  des  eus  où  m  >  j 
nécessite  l'emplni  de  f»ïsccau\  di^  fortiies  bilinéoires  alterni!e«  il  pins  de  qualru- 
variablcs. 

Voit  (von).  —  Notice  biographique  stir  Soplius  Lie.  (SSg-Sj.V). 

Voit  (von).  —  Notice  biographique  sur  Eugène  BeUrami.  (345- 

348). 

Weber  {E.  von).  —  Sur  les  complexes  linéaires  dans  l'espace  » 
quatre  dimensions  et  sur  les  systèmes  d'équations  de  Pfalî. 

(393-434). 

Ce  Mémoire  fait  suite  *  celui  qui  a  ilé  analysé  plus  haut;  il  est  consacré  i 
t'élude  du  cas  ofi  m  =  S,  en  sorte  que  les  systèmes  d'équations  de  PUff  que 
l'on  y  envisage  sont  formés  par  (n  —  h)  équations  entre  n  variables.  Ce  ca* 
est  étudié  en  utilisant  une  suite  de  propriétés  des  complexes  lioéairei  dans 
l'espace  i  quatre  dimensions,  propriétés  que  M.  von  Weber  commence  par 
établir  avec  soin.  It   parvient   ainsi   It  établir  tes  conditions  qui  sont  néce»- 
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saires  et  suffisantes  pour  qu'un  système  d'équations  de  Pfafif  données 

/=« 

(tJC^  =    ^  ^  €1,1  \  3?p  HC^<t    •  •  •  1  ^,g  }  €M7,-, 
1  =  1 
i=« 

1  =  1 


/=« 


1=1 


puisse  être  transformé,  soit  pour  p  ;=  i,  soit  pour  p  =  a,  soit  pour  p  =:  3,  en 
un  système  de  la  forme 

• » 

où  les  fonctions  /(,  /,, . . .,  /..s^.  sont  supposées  indépendantes.  Ces  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  fournissent  d'ailleurs  la  solution  pour  m  =  5  du  pro- 
blème posé  dans  le  Mémoire  précédent  pour  un  nombre  quelconque  m  <  n  et 
déjà  résolu  pour  m  =  a,  3  et  4- 

Parmi  les  résultats  auxquels  parvient  M.  von  Weber,  il  convient  de  men- 
tionner tout  particulièrement  le  fait  que,  sauf  dans  deux  cas  qu'il  caractérise 
d'une  façon  précise  et  qu'il  étudie  à  part,  la  réduction  d'un  système  de  Pfaff 
dans  lequel  le  nombre  des  variables  dépasse  de  cinq  unités  le  nombre  des 
équations,  se  ramène  à  la  réduction  de  systèmes  de  PfaflTdans  lesquels  le  nombre 
des  variables  dépasse  de  moins  de  cinq  unités  le  nombre  des  équations. 

Pringsheim  {A.),  —  Sur  la  convergence  des  fractions  continues 
périodiques.  (463-4S^)> 

I.  Envisageons  une  fraction  continue  périodique 
(•) 


«1 

h    t.. 

«7 

I                  '''' 

b    1       "' 

*<•  '   6.+.. 

dans  laquelle  a,,  6,,  a,,  6,,  ...,  a  ,  6  désignent  des  nombres  quelconques  réels 
ou  complexes  (les  valeurs  absolues  des  nombres  a  étant  toutefois  supposées 
différentes  de  zéro),  et  formons  la  suite 

Ao=o,        A,  =  ap 
B,  =  1,        B,  =  6p 
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et,  poar.v>3j  .        . 

A,  =s  b^  A^i  +  a,  A, .,, 

posons  enfin 

I>  =  (A^,-B,)«-I-4A^B^,. 

Pour  qae  la  fracUoD  continae  périodique  (i)  soit  convergente,  il  foui 

Ton  dit 

|B^,|>o. 

Cette  condition  nécessaire  est  d*aiUears  safiaaate  lorsque  D  est  nol;  la 
tion  continue  périodique  (i)  conrerge  alors  rers 

Mais  fi  I  D I  est  positif,  il  faut  encore,  pour  que  la  fraction  coati uae  pé- 
dique  (i)  soit  conTcr^nte,  que  la  partie  réelle  de 

A^.,-*-B^ 

ne  soit  pas  nulle.  Lorsque  cette  condition  est  vérifiée,  ou  distinguera  deas: 
suivant  que  1 A  |  est  positif  ou  nul. 

Si  Ton  désigne  par  t^D  le  produit  de  la  détermination  principale  4- 
racine  carrée  de  D  par  l'unité  positive  ou  négative  c  choisie  telle  que  1* 

I  A,_,-^  B^- •  VBl  <  I  A^,4- B^-h  tv/Dl 

et,  si  Ton  pose 

""'  ~      'n-      •     ^' 7b;:; 

la  fraction  continue  périodique  (i)  convergera,  dans  le  premier  cas  (cclua 
I  \  I  est  positif),  vers  X|  quand  /'^a,  tandis  que,  toujours  dans  le  pre« 
cas,  quand  p^'^t  il  faut  encore,  pour  la  convergence  de  la  fraction  cooLI 
périodique  (i),  que  Ton  ait 

|A^— B^J7,|>o        pour        V  =  1,  2,  ...,/>  — 2; 

fette  condition  jointe  aux  précédentes  est  alors  suffisante. 

Dans  le  second  cas  (celui  où  A    est  nul),  la  condition  que  la  partie  réel 

V  ■->-». 

ne  soit  pas  nulle,  peut  être  remplacée  par  la  condition 


et  la  fraction  continue  périodique  (i)  converge  alors  vers  X|=  o. 
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Lorsque  a,,  6p  a,,  6,,  ...,  a  ,  6  sont  réWf,  et  plus  généralement  lorsque 
i  ,-f-B  et  D  sont  réels  (Toir  même  nuls),  il  faut,  pour  que  la  fraction 
;ontinue  périodique  (i)  converge,  que  Ton  ait 

|B^il>o.        |A^,-f-B^|>o,        D^o. 

>s  conditions  nécessaires  sont  aussi  suffisantes  quand  D  est  nul,  ou  quand, 
3  étant  positif,  p  est  ^i:  la  fraction  continue  périodique  (i)  converge  alors 

»ers 


4:;[*'-"'-^^H 


)uand  p^^i  il  faut  encore,  pour  que  la  fraction  continue  périodique  (i)  con- 
verge, que  Ton  ait 

IA^--B,j7j|>o, 

pour  V  =  I,  2,  ..../?  —  2,  en  représentant  par  x,  le  nombre 


rB-[v.-^-îfe9fe>'4 


IL  Convenons  d'appeler  fraction  continue  conjuguée  de  la  fraction  con- 
tinue périodique  (i),  dans  tous  les  cas  où  />>i,  la  fraction  continue  pério- 
dique 

(a)  b.- 


«1 

h'    ; 

"i 

u^    1 

a,-, 

•     1                                                   > 

6,-+-.. 

où  b',=  b^,  a\  —  a^,  b\  =  b^_^,  a\  =  a^^^,  b\=b^_^y  ...,  a^^i—a^,  6^i-6,, 
à•^—a^\  et,  dans  le  cas  où  /?  =  i,  la  somme  de  6,  et  de  la  fraction  pério- 
dique (i)  elle-même. 

Si  |D|  >  o  et  si  la  fraction  continue  périodique  (i)  converge  vers  J7,,  la  frac- 
lion  continue  conjuguée  de  (i),  changée  de  signe,  converge  vers  a;,,  à  condition 
toutefois  que,  si  />  :.  3,  on  ait 

[Vv-f-  BvX,  I  >  o, 

pour  V  r:^  o,  I,  2,  ...,7>  — 3,  cn  désignant  par  A',,  Bv  les  nombres  formés  au 
moyen  des  formules  de  récurrence 

a; -6;,      a;  ^6',  a; -4- a;, 

cl,  pour  V  :  2, 

La  fraction  continue  conjuguée  (?.  )  de  la  fraction  continue  périodique  (i)  n'est 
DuU,  des  Sciences  malhéni.,  2*  série,  t.  \XVIIL  (Octobre  iQo'j.)     R.i4 
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divergente  que  quand  A  =o  et  que   |A    t|<|B  |,  auquel  cas  la  fract.S<^t^ 
continue  périodique  (i)  tend  vers  zéro.  Lorsque  A  =o  et  que  |  A^_,  |  >  \  ^t=i-V 
c'est  la  fraction  continue  périodique  (i)  qui  est  divergçnte  tandis  que  sa  co^c:~i\u- 
guce  (  a  )  converge  vers  zéro. 

Si  D  =  o  et  si  I B    ,  |  >  o,  la  valeur  commune  de  la  fraction  continue  pé  ::^Hno- 
dique  (i)  et  de  sa  conjuguée  (a)  changée  de  signe  est 

V»— ^/' 

Lindemann  (F.),  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  at^c:__iio- 
morphes.  (493-5 lo). 

M.  Lindemann  reprend,  en  la  complétant,  la  Communication  qu*il  a  faite  —  n  <iir 
le  même  sujet  en  1899  {voir  le  compte  rendu  du  Tome  XXIX  des  SiUw^  a/i^<- 
berichte  de  Munich).  De  la  convergence  absolue  de  la  série 

1-0 


il  avait  conclu,  par  intégration,  à  celle  de  la  série 


irr.9» 


^[M')-f^=,)^< 


1  =  0 


puis,  un  peu  hâliveniont.  à  celle  de  la  série 

/  — -  ao 

V/:(c). 

/— 0 

en  laissant  de  côté  le  terme /'(^o)'  ^  '^  suite  d'une  faute  de  calcul.  Ko  c*  -^rrrorri- 
geanl  son  erreur,  il  cherche  à  montrer  pourquoi  le  résultat  obtenu  est  ce  "  Lm^cn- 
(lent  exact  et  il  donne  les  raisons  de  la  contradiction  apparente  de  ce  rcs  .^^ssultaL 
et  chi  résultat  concernant  la  divergence  de  la  série 


V-^'-)' 


1-0 


obtenu  par  M.  Hitler  dans  le  Tome  XLI  des  Mathematische  Annalen  :  \c 
pcnient  des  termes  de  la  série  est  autre  dans  les  deux  recherches. 


'rou- 


Prinasheini  (A À.  —■  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  ihc ^onc 

des  fondions  périodiques.  (j4i-JJii). 


Désignons  par /(m)  une  fonction  périodique  d'une  variable  complexe  1^=:=^  l"'* 
dans  loul  domaine  fini,  n'admet  qu'un  nombre  y?/i«  de  périodes.  On  sai  •</'"' 
Jacobi  a  démontré  que  /(w)  ne  peut  être  que  simplement  ou  double""  -Jnent 
périodiciiie.  M.  I*ringshcim  reprend  lu  démonstration  de  ce  théorème  ti^^    ^"'' 
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vanl  une  marche  distincte  de  celle  de  Jacobi.  11  démontre  d^abord  que  toutes 
les  périodes  ù  de  /{u),  dont  le  rapport  est  réel,  sont  des  multiples  d'une 
période  Ui  de /(<£);  il  en  déduit  les  théorèmes  suivants  : 


m 


i«  Si  w'etb>'  sont  deux  périodes  quelconques  de/(i/),  le  rapport  -7  ne  peut 

(1) 

être  un  nombre  réel  irrationnel; 

2»  Si  les  rapports  de  toutes  les  périodes  Û  de  /(a)  sont  réels,  /(w)  est  une 
fonction  simplement  périodique  et  la  période  primitive  de  /(a)  est  alors,  à 
volonté.  Tune  ou  Tautre  des  deux  périodes  ±:  (o^  pour  laquelle  |to,  |  est  mi- 
nimum; 


a> 


3*  Si  le  rapport  —  de  deux  périodes  o)  =  ^h-  it„  0)'=  \'-{-  ir,  n'est  pas  réel, 


(1) 


/{u)  ne  peut  pas  être  simplement  périodique. 

Il  reste  à  démontrer  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  fonction  périodique  /(</) 
est  pr^îsément  doublement  périodique.  A  cet  efTel,  M.  Pringsheim  établit  le 
lonime  que  voici  : 

Si  le  rapport  —  de  deux  périodes  w.  co'  de  f{u)  n*est  pas  réel  et  si  aucune 

Ut 

autre  période  Q  de  f{u)  nest  de  la  forme 

où  e,  t'  désignent  des  nombres  réels  assujettis  à  l'unique  condition  de  véri- 
Jier  les  inégalités 

e  ^  o,        e'^  o,        8  -i-  e'i-i, 

toute  période  Q  de  /{u)  peut  être  mise  sous  la  forme 

Q  =  mtù  -h  m'w', 

où  m,  m'  sont  des  entiers  déterminés,  positifs,  négatifs  ou  nuls,  en  sorte  que 
b>  et  ti)'  sont  alors  des  périodes  primitives  de  f{u). 

Se  plaçant  ensuite  dans  riiypolhèse  où.  parmi  les  périodes  Q  de  f{u),  il 
sVn  trouve  doiii  le  rapport  ne  soit  pas  réel,  il  déuiontre,  en  s'appuyant  sur  le 
lemnie  précétlenl,  que  si  w,  clésijjiie  une  période  de  f{u)  telle  que  la  valeur 
absolue  d'aucune  période  de  f{u)  ne  soit  plus  petite  que  celle  de  o>,,  et  si  ut., 
ilésigne  une  période  de/(f/)  dont  le  rapport  à  d),  ne  soit  pas  réel,  et  qui  soit, 
en  outre,  telle  que  la  valeur  absolue  d'aucune  des  périodes  de  f{u)  autre  que 
celles  de  la  forme  vu^  (où  v  est  un  entier  quelconque  positif  ou  négatif),  ne 
soit  plus  petite  que  la  valeur  absolue  de  u,,  les  périodes  a>,,  to,  sont  des  pé- 
riodes primitives  de  f{u).  I^c  lliéon^me  de  Jacobi  est  ainsi  complètement 
démontré. 

On  peut  encore  se  demander  combien  Ton  peut  former  de  périodes  de/(i/), 
telles  que  deux  quelconques  d'entre  elles  forment  une  paire  de  périodes  primi- 
tives comme  celle  qui  est  caractérisée  par  les  périodes  w,,  w,  du  théorème  pré- 
cédent. M.  Pringsheim  démontre  qu'on  ne  saurait  en  former  plus  de  3  (aux 
signes  près);  ou  s*assure  d'ailleurs  aisément  que,  dans  certains  cas,  on  peut  en 
former  effectivement  3;  pour  ces  trois  périodes 
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défiflÎP»  au»  signe»  prùs,  on  a  alors 

landU  rjHp.  pour  aurune  période  Q  de  /(  u)  dislinclc  de  =3  «„  ±Uy  ^M,.  M 

pl  ((i(|,  u,),  {cii„  Uj).  (ni,,  u,)  foniiuiil  iroii  paires  dislinplc»  de  përiodr*  prt 
mitives  de  la  fonclion  /(  u  ). 

Communications  rail»  A  l'Vriiditmie  en  ir)»i. 

Voss  (A.).  —  Siir  une  loi  énergétique  fun  dam  eu  talc  de  U  Méra- 
nique.  (53-Ga). 

EnTisBgcons  un  ensemble  c)uek'uiic|ue  de  poinis  matiït'ieli  s<iumi*  *  dn  liai- 
aoai  quelconques:  sur  cet  ensemble  sont  distribuées  des  forées  donnée*  udmri- 
Unt  un  poLenliel;  l'cn^emlile  cil  supposé  en  repos  1  l'iniiant  acluel  I  è  pariir 
duquel  noua  voulons  lîlildicr  son  iiiouvenient  pendant  un  [«nips  inliiiitiient 
petit  T. 

Parmi  tous  les  mouvements  virtuels  de  l'ensemble  qui  sont  compatible*  a ree 
le  principe  des  forces  vives,  il  en  est  un  pour  lequel  la  force  vive  est  U  pin* 
grande  passible  i  l'ioslanl  t-HT.  Ce  sera  ce  mouvement  virtuel  qui  •i-m  le 
mouvement  éicmentaii'e  que  prendra  l'ensemble  pendant  le  temps  t  sous  l'actioa 
des  forces  données. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  Cari  Neumann -,  M.  Voss  l'étcnd  au  cas  oà, 
à  l'instant  actuel  l  =  i>,  l'ensemble  envisagé  est  en  mouvement,  mais  en  se  bor- 
nant au  ca-i  où  les  liaisons  de  l'ensemble  sont  Tues.  Il  démontre  qu'alors,  i  un 
instant  l  suflrsiimnient  petit,  l'eicés  du  double  de  l'énergie  cinétique  de  l'en- 
semble sur  l'énergie  cinétique  relative  obtenue  en  rapportant  le  mouvement  de 
l'ensemble  i  l'instant  (  à  un  repère  invariable  tangent  i  l'ensemble  à  (  :=  o,  est 
plus  grand  que  l'cïcés  correspondant  obtenu  en  remplaçant  le  mouvement  réel 
par  un  quelconque  des  mouvements  virtuels  possibles  i  I  =  o. 

Voss  (A.).  —  Remarques  sur  les   principes  de  la  Mécanique. 

(.67-18.). 


1=   /    '(«T  +  3U)dl, 


dans  laquelle  a  et  ?  désignent  deui  constantes,  en  général  entièrement  arbi- 
traires, T  la  force  vive  de  l'ensemble  matériel  que  l'on  envisage,  V  la  fonction 
des  forces  données   distribuées   sur   eet   ensemble   et   (/,...(,)   un   iatervaltc 
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quelconque  de  temps  pendant  lequel  on  envisage  le  mouvement  de  l'ensemble, 
€5t  nulle  en  vertu  des  équations  différentielles  de  la  Mécanique.  Inversement 
de  la  condition  imposée  à  61  de  s*annuler  pour  tout  déplacement  virtuel  com- 
patible avec  les  liaisons  de  l'ensemble,  on  peut  déduire  les  équations  différen- 
tielles de  la  Mécanique. 

La  condition  que  les  déplacements  virtuels  de  Tenscmble  doivent  être  nuls 
à  /^  et  à  /p  n'intervient  pas  dans  la  démonstration  de  M.  Voss  qui  donne  à  la 
notion  de  déplacement  virtuel  un  sens  précis  qu^il  rattache  directement  au 
calcul  des  variations,  mais  qui  ne  coïncide  pas  avec  la  notion  généralement 
adoptée  du  déplacement  virtuel  dans  laquelle  on  /ixe  t  pour  ne  faire  varier 
que  les  coordonnées  des  différents  points  de  l'ensemble  à  l'instant  y7xe. 

Suivant  le  choix  que  Ton  fait  pour  les  constantes  a  et  ^,  le  principe  que  l'on 
vient  d'énoncer  et  par  lequel  on  peut  remplacer  les  équations  différentielles  de 
la  Mécanique,  se  présente  sous  une  forme  plus  ou  moins  avantageuse.  Pour 
a  =  ^,  on  retrouve  le  principe  d'Hamilton.  Pour  ^  =  u,  on  tombe  sur  une 
extension  du  principe  de  la  moindre  action.  Pour  s  =  o  ou  pour  a  =—  ^,  on 
obtient  d'autres  formes  encore  qui  sont  toutefois  d'un  usage  moins  commode 
dans  les  applications. 

M.  Voss  insiste  sur  la  forme  conventionnelle  du  principe  général  par  lequel 
on  remplace  les  é<|ualions  différentielles  de  la  Mécanique;  ce  principe  n'a,  au 
fond,  rien  à  voir  avec  les  fondements  sur  lesquels  repose  la  Mécanique,  il 
permet  seulement  de  condenser  les  équations  de  la  Mécanique  sous  une  forme 
particulièrement  simple. 

M.  Voss  examine  enfin  le  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss  et  met 
en  évidence  que  la  contrainte  est  représentée  par  une  fonction  covariante  de  la 
force  vive  de  l'ensemble. 

Lindemann  {F,).  —  Sur  le  ihéorème  de  Fermât  concernant  Tim- 
possibiltté  de  résotidre  en  nombres  entiers  Féquation 

pour  /i>2.  (i85-202  et  495). 

On  sait  que  Kummer  a  vérifié  le  théorème  de  Fermât  pour  certaines  classes 
de  nombres  entiers  positifs  n  parmi  lesquels  figurent  tous  les  nombres  entiers 
positifs  inférieurs  à  100.  M.  Lindemann  cherche  à  prou%'er  que  si  l'on  admet 
que,  pour  un  entier  positif  quelconque  n,  l'équation 

est  vérifiée  par  des  nombres  entiers  x^  y,  «,  on  tombe  sur  des  contradictions. 
I>eux  fautes  de  calcul,  passées  d'abor.l  inaperçues,  lui  ont  donné  l'illusion 
d*étre  ainsi  parvenu  à  la  démonstration  complète  du  théorème  de  Fermât.  Son 
Mémoire  renferme  toutefois  des  résultats  intéressants;  on  y  trouve,  en  parti- 
culier, la  démonstration  du  fait  mentionné  par  Abel  d'après  lequel,  si  les 
entiers  x,  y^  z  vérifient  l'équation 

x"  =  ^"»-f-  s* 
et  si   aucun   de   ces  enticri  n'est  divisible  par  /i,  tous  trois  s'expriment  au 
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rooyea  de  trois  entiers  /?,  q,  r  par  des  relations  de  la  forme 

2  X  =  />"  -4-  ^"  -f-  r", 
2^  =/?*-4-  7" —  r", 

tandis  que  si  z,  par  exemple,  contient  n  en  facteur,  les  trois  entiers  x,     ^^  « 
s'expriment  au  moyen  de  trois  entiers  /?,  </,  r  par  des  relations  de  la  forar~^e 


» 


2x  =/?"H-  <7*-H  n"-'/** 
a  j'  =  /?"  4-  ^"  —  /i»-*  r", 
2  5  =  /?"  —  <7*  -f-  /i"~*  r". 


Dyck  {W.  von).  —  Discours  prononcé  par  C.-G.  J.  Jacob] 
retrouvé  dans  les  papiers  de  Franz  Neumann.  (2o3-2o8). 


el 


Il  s*agit  du  discours  prononcé  par  Jacobi  le  7  juillet  i833  à  l'occasion  dc^?'  ^^ 
intronisation  à  la  Faculté  de  Philosophie  de  TUniversité  de  Kœnigsberg  do^  ^^  ^^ 
avait  été  nommé  professeur  ordinaire  en  1829.  Ce  discours  est  écrit  de  la  i^sr^ain 
même  de  Jacobi. 

Weber  {E.  von).  —  Sur  la  théorie  de  la  correspondance  cir^^^»^*" 
laire  dans  le  plan.  (36^-4o8). 


Les  théorcmes  fondamentaux  de  celte  théorie,  dus  à  Bfœbios,  peuvent  ^B^^^ 
complétés  et  généralisés.  Ainsi  Ion  peut  envisager  des  correspondances  cM.  ^  ^* 
lesquelles  les  deux  variables  qui  se  correspondent  ont  des  valeurs  comple^^^^^^^' 
au  lieu  de  se  borner,  comme  on  le  fait  d'ordinaire,  au  cas  où  ces  valeurs  ^<-'^nt 
réelles.  On  peut  aussi,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  la  ^ir  *  •r- 
respondance  circulaire,  chercher  à  transformer  la  théorie  des  projecliw  •  •-^'^ 
binaires  que  C.  Segre  et  11.  Wiener  ont  développée  dans   les  Mémoires:  ^'^ 

Turin  pour  1888,  le  Tome  lUO  du  Journal  de  Crelle  et  les  lierichte  de  Lei  ^"^  ^'^ 
pour  1891.  Après  avoir  rappelé,  en  les  complétant,  les  principaux  théorir  »  ■  "■*^'* 
fondamentaux  de  Mœbius  concernant  la  théorie  de  la  correspondance  cix"*^  **" 
laire,  M.  von  Weber  aborde  l'élutlc,  d'une  pari  de  la  généralisation,  d'à  ■-*  **'^' 
part  de  Tadaplalion  que  Ton  vient  toutes  deux  de  signaler. 


Korn  (-*!.).  —  Distribution  électrique  naturelle  sur  une  surÉ"^*  ^^ 
condnclrice,  ù  courbure  quelconque,  donnée.  (425-434). 

M.  Korn  démontre  (|ue  sur  loule  surface  fermée,  à  courbure  quelconqta  <i"  —  '•' 
distribution  électrique  naturelle  est,  en  chaque  point,  plus  grande  (^  ^^^  "" 
nombre  positif  déterminé  dont  la  valeur  ne  dépend  que  de  Informe  de  la  -ss^ur- 
face  fernice. 

Korn  {A,),   —    Solution   générale  du    problème  de  l'indue  t.  î <5" 

lunjinélique.  (435-44o)» 

KuNisjgCMns  un  milieu  magnétisé  M,  limité  par  une  surface  S  dont  la    <rour- 
bure  varie  d'une  façon  continue  (cette  surface  peut  être  formée  de  plu9»i^cr« 
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nappes  distinctes);  désignons  par  V  le  potentiel  dû  à  des  causes  magnétiques 
supposées  fixes  et  situées  Iiors  du  milieu  M.  Le  potentiel  induit  total  de  ces 
causes  magnétiques  et  du  milieu  M  est  donné  en  un  point  quelconque  x^  y,  z 
de  l'espace  par  la  formule 


^-/■^', 


V)    rfT 


on  r 

d9  désignant  un  élément  de  la  surface  S;  n  la  demi-normale  intérieure  à  M 
en  d9;  r  la  distance  de  r/a  au  point  x,  y  y  z\  k  une  constante  qui  varie  d'un 
milieu  M  à  un  autre;  et  l'intégrale  étant  étendue  à  tous  les  éléments  e/a  de  la 
surface  S. 

Le  problème  que  M.  Korn  cherche  à  résoudre  revient  à  déterminer  une 
fonction  Q  =  Q-  des  coordonnées  des  points  situés  dans  le  milieu  M,  et  une 
fonction  Q  =  Q^  des  coordonnées  des  points  situés  hors  du  milieu  M,  de  façon 
que,  en  chaque  point  de  la  surface  S,  on  ait 

et 

(  1  +  4 A~ )  -^ —  +  \kT.  —  =  o. 

On         On  On 

Ce  problème  rentre  d'ailleurs  comme  cas  particulier  dans  celui  de  la  déter- 
mination d*une  fonction  potentielle  U,  des  coordonnées  des  points  situés  dans 
le  milieu  M  et  d'une  fonction  potentielle  U^  des  coordonnées  des  points 
situés  hors  du  milieu  M,  de  façon  que,  en  chacun  des  points  de  la  surface  S, 
on  ait 

et 

On 


i         un  -^l  On  ^  On  J       ^'^' 


où,  X  est  une  constante  réelle  donnée  et  /  une  fonction  univoque  continue 
donnée  en  chacun  des  points  de  la  surface  S. 

M.  Korn  montre  que  les  fonctions  Q-  et  Q^  peuvent  être  représentées  par  des 
expressions  de  la  forme 

Q  =  _  «I»  4-  Co<l>o-^  C,<l>,  H-  C,<l>j4-.  . . , 

où,  pour  Q-,  <l>  est  celle  des  solutions  du  problème  de  Lcjeune-Dirichict  pour 
l'espace  intérieur  à  M  pour  laquelle  les  valeurs  données  sur  S  le  sont  par  la 
formule 

3  A"  7t        -, 

1  4-  i  A  ir     ' 

tandis  que,  pour  Q^,  «l>  est  celle  des  solutions  du  problème  de  Lcjeunc-Dirichlet 

pour  l'espace  extérieur  à  M  pour  laquelle  les  valeurs  données  sur  S  le  sont 

ikr. 
par  la  même  formule -, —  V;  C«,  C,,  C„  ...  désignent  des  constantes  détcr- 

minées;  <^0,  «1>,,  (|>2,  ...  des  fonctions  fondamentales  déterminées  de  Poincaré. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  S  est  une  sphère,  la  solution  de  M.  Korn 
se  réduit  à  un  développement  connu   procédant  suivant  des  fonctions  sphé- 
riques. 
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Lindemann  {F,),  —  Sur  la  théorie  des  raies  d'un  âpectre  lumi- 
neux. (44'-494)« 

Les  longueurs  d*ondc  des  raies  d'un  spectre  lumineux  peuvent  être  cofi- 
sagées  comme  les  racines  d'équalions   transcendantes  dont  rexprcssion  dépend 
des  oscillations  transversales  et  longitudinales  que  l'on  suppose  avoir  lieu  ï 
Tintcrieur  des  atomes  correspondants.  En  général  ces  racines  ne  peuvent  être 
évaluées,  mais  on  peut  déduire  des  équations  transcendantes  elles-mêmes,  t^ 
faisaiii  quelques  hypothèses  très  simples,  des  relations  entre  les  spectres   de 
divers  éléments.  Après  avoir  établi  ces  relations,  M.  Lindemann  vériGe  qu'e%\es 
ont  eiïectivement  lieu,  au  moins  d'une  façon  approchée,  dans  un  grand  noirml)^^ 
de  cas. 

Pringsheim  {A .).  —  Sur  la  divergence  de  certaines  séries  entièc — csi 
en  un  point  déterminé  de  la  circonférence  de  leur  cercle  ^^ 
convergence.  (5o5-524). 

Soit 

a, a?  H-  ajO^'-f-. .  .-4-  a^a:*-4-. . . 

une  série  entière  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  i.  Pour  que  cette  s-^^^^r*^ 

converge  au  point  a?  =  i  de  la  circonférence  de  son  cercle  de  convergence -c,  il 

faut  d'une  part  que  l'on  ait 

(i)  lim  -  [ia|+ 2aj-*-...4- wa„]  =  o, 

/#  =  •'* 

cl  il  faut  aussi,  d'autre  part,  que,   s  désignant  un   nombre  fini  et  détenir      ■niné 
(  valeur  de  la  série  au  point  j?  =  i  ),  on  ait 

(3)  lim   -  [*, -f-s..-!-..  .-h5„]  =  .ç, 

5,,  S.,  . . .,  *,,  étant  des  notations  abrégées  pour  désigner  les  sommes 

V  —  « 

v  =  i 

l'onsemblc  des  deux  conditions  nécessaires  (i)  et  (2)  constitue  d'ailleurs  "ne 

condilion  suffisante  pour  la  convergence  de  la  série 

rt ,  -i-  a^  -r- . . .  -h  a^  -h . . . . 

II  est  donc  naturel  de  se  demander  s'il  existe  dos  séries  divergentes 

a,  -h  r/.^H- . .  .-f-  a.^-- . . . 

salisfiiisiinl,  soit  à  la  condition  (i)  seulement,  soit  à  la  condition  (  2  )  srr"^  ^"'C- 
inent.  En  ce  qui  concerne  la  condilion  (i)  la  réponse  est  aisée;  on  sait  ^  ^" 
eiïet,  qu'il  existe  des  séries  divergentes 

rt ,  -f-  a , -r- . . . -r  <3^ -f- . . . 
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pour  lesquelles 

lim  ^a^=  o 

et  Ton  voit  immédiatement  que  chacune  de  ces  séries  divergentes  satisfait  à  la 
condition  (i);  étant  divergentes  et  satisfaisant  à  la  condition  (i),  elles  ne  sau- 
raient d^ailleurs  satisfaire  à  la  condition  (3).  La  réponse  est  moins  aisée  en  ce 
qui  concerne  la  condition  (3);  M.  Pringsheim  est  cependant  parvenu  à  montrer 
non  seulement  qu'il  existe  des  séries  divergentes  satisfaisant  à  la  condition  (s), 
mais  encore  à  former  de  telles  séries. 

On  peut  en  conclure,  en  généralisant  un  théorème  démontré  par  M.  Fro- 
benius  en  1880  {Journal  de  Crelle,  t.  SI),  p.  26a;  que  les  conditions 

V  =  «o 


limay=o,        lim   /  a^a?*  =  A, 


v  = 

v  =  i 


où  A  est  un  nombre  Gni  et  déterminé,  qui  sont  nécessaires  pour  que  la  série 

a,  -♦-  a^  -f- ...-+-  ûty  -+-.. . 

toit  convergente,  ne  sont  pas  suffisantes. 

La  généralisation  du  théorème  de  M.   Frobenius  auquel  on   vient  de  faire 
allusion  consiste  en  ce  que,  si  Ton  a 


JL"1.  [h  I '-J  =  ^' 


où  A  est  fini  et  déterminé;  on  a  aussi 


lim  I  (  I  —  X  )  y  j^a?*  I  =  A, 

'=' L       v=.    J 


d'où 

V  — 


lim  N    a^x^z=  A, 

x=i  ^^ 


V— I 

X  étant  supposé  tendre  vers  i  depuis  Vintérieur  du  cercle  de  convergence  de 
centre  O  et  de  rayon  i,  en  suivant  une  courbe  quelconque  qui  ne  soit  pas  tan- 
gente à  la  circonférence  de  ce  cercle. 

La  démonstration  de  ce  théorème  donnée  par  M.  Pringsheim  repose  sur  le 
lemme  suivant  : 

Envisageons  le  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  1  ;  menons  par  le  point  x  =  1 
deux  cordes  de  ce  cercle  qui  soient  symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x\ 

décrivons  enfin  du  point  x=  -  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  -t  un 

cercle  et  désignons  par  {\)  le  domaine  d'un  seul  tenant  limité  par  la  cir- 
conférence de  ce  cercle  et  par  les  deux  cordes  envisagées  ;  en  chacun  des 
points  X  situés,  soit  à  l'intérieur,  soit  sur  le  contour  du  domaine  (X  ),  sauf 
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au  point  x  =i,  on  a 

ji-^l  ^  4 

I  —  |j?|       a 

a  désignant  la  longueur  oommune  des  deux  cordes  envisagées. 

A  la  fin  de  son  Mémoire,  M.  Pringsheim  démonire  encore  les  deux  tbco- 
rèmcs  généraux  que  voici  : 

I.  Si,  p  désignant  un  nombre  positif  quelconque,  on  a 


„'r.[^^^^;J=-!L"i[^'-]  =  '' 


où  A  désigne  un  nombre  fini  et  déterminé,  la  série  entière 

a^x  -i-  a, ar' -+-... -4- a^j:*+... 

est  con^'ergente  pour  \x\<.i  et  Ton  a 


lim 


'  I  (»-:^)''^«v^M  =Ar(/>4-i). 


II.  Si  l'on  a 


lim  (  -— 1— ,  )  =  A, 
où  A  désigne  un  nombre  fini  et  déterminé,  on  a  aussi 


l'^^IO^s  7:^)"'^V  «^ 


—  \. 


Du  prcniicr  d«'  ces  deux  ihéorèines,  on  déduit  relui  de  M.  Appell  {Compte^ 
rrndus  des  séances  de  r  Académie  des  Sctcnres,  l.  LXXWII,  p.  690)  : 

Si,  p  di'si tenant  un  nombre  positif,  on  a 


on  a  aussi 


lim  I  (i—  x)?  V  a.^x^  1 


-A,r(/>). 


Tome  XWII. 
Communicalions  faites  à  TAcadémie  en  1902. 

lAPKvy  {A.).  —  Sur  les  équalions  difrércnlielles  qui  apparllenncii 
à  la  inenie  espèce  que  leurs  adjoiules.  (3-i4). 


l 
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M.  Lœwy  montre  que,  par  adjonction  d'une  racine  carrée  seulement,  le 
groupe  de  rationalité  de  la  m^*"*  associée  d'une  équation  dllFérentielIe  linéaire 
•t  homogène  d'ordre  3  m,  appartenant  à  la  même  espèce  que  son  adjointe, 
transforme  en  lui-même  un  faisceau  de  formes  bilinéaires,  d'une  façon  cogré« 
diente.  Il  en  résulte  que  la  /n'**"*  associée  d'une  équation  diiïérentielle  linéaire 
et  homogène  d'ordre  3 m,  appartenant  à  la  même  espèce  que  son  adjointe, 
peut  être  rendue  réductible  par  adjonction  d'une  certaine  racine  carrée  au 
domaine  de  rationalité  dont  font  partie  ses  coefficients.  Lorsqu'on  se  donne 
arbitrairement  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du  second  ordre 
appartenant  à  la  même  espèce  que  son  adjointe,  on  peut  donc  toujours  la  rendre 
réductible  par  simple  adjonction  au  domaine  de  i*ationalité  dont  font  partie  ses 
coefficients,  d'une  racine  carrée,  convenablement  choisie. 

M.  Lcewy  démontre  ensuite  que,  lorsque  les  éléments  d'un  système  fonda- 
mental  d'intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  d'ordre 
impair  supposée  irréductible  et  dont  les  coefficients  faisant  partie  d'un  domaine 
de  rationalité  R  ne  sont  liés  par  aucune  relation  quadratique  homogène  à 
coefficients  entiers,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  équa- 
tion différeiitielle  appartienne  à   la   même  espèce  que  son  adjointe  est  que 

l'équation  difTérenticlle  d'ordre  -/t(/t+i)  qui  admet  comme  intégrales   les 

produits  deux  à  deux  des  éléments  du  système  fondamental  envisage,  admette 
une  intégrale  faisant  partie  du  domaine  de  rationalité  R. 

Finsterwalder  (S.).  —  Sur  la  re|ii*éseiitation  mécaDÎqtie  de  sur- 
faces minimées.  (i5). 

Cette  Communication  ne  sera  publiée  qu'ultérieurement. 

Gùnther  (S.).  —  Sur  ceilaines  notions  fondamenlales  de  topo- 
graphie hvdrologique.  (i;j-38). 

Ap^ès  avoir  rappelé  les  travaux  de  Breton  de  Cliamp,  de  Boussinesq,  de 
C.  Jordan,  M.  S.  GUnther  clicrche  à  fixer  à  nouveau  la  notion  de  Thalweg  par 
des  considérations  théoriques  qui  seules  peuvent  lui  donner  un  sens  précis; 
c'est  dans  cette  même  voie  théorique  qu'il  convient  de  s'engager  si  l'on  veut 
parvenir  à  remplacer  par  un  critère  unique  et  s'iniposant  à  tous,  les  critères 
plus  ou  moins  arbitraires  et  souvent  contradictoires  au  moyen  desquels  on 
distingue  habituellement  un  cours  d'eau  de  ses  affluents. 

Si  l'on  trace  sur  une  surface  donnée  deux  systèmes  de  courbes  orthogonaleïs 
l'un  formé  par  les  lignes  de  faite,  l'autre  par  les  lignes  de  plus  grande  pente, 
on  doit  tout  d'abord  se  demander  si,  parmi  ces  lignes  de  plus  grande  pente 
<en  général  à  double  courbure),  il  en  existe  une  qui  soit  située  tout  entière 
dans  un  même  plan  vertical;  si  elle  existe,  c'est  à  elle  qu'il  convient  de  donner 
le  nom  de  Thalweg,  quoique  théoriquement  elle  ne  puisse  èlré  le  lieu  de  ras- 
semblement des  eaux,  puisque  les  lignes  théoriques  de  plus  grande  pente  ne  se 
rencontrent  pas;  chacune  de  ces  lignes  converge  toutefois  asymptotiquement 
Ycrs  le  Thalweg  ainsi  défini. 

M.  S.  GUnther  estime  qu'il  conviendrait  d'éclairer  les  recherches  générales 
qui  ont  eu  pour  objet  de  résoudre  ce  problème,  en  envisageant  tout  d'abord 
des  cas  particuliers  très  simples  et  en  poussant  aussi  loin  que  possible  l'étude 


19» 
on  a  la  relation 


)SIU:ONDK  PÂltTllt. 


j    h{x)dx  . 

sgn/?*'  "*  ^^ >  sgn/?    /    A(a;)m(x)rfx 


r  dx 


) 


> 


(  j: )  dx   I     m{x)  dx, 
a 


qui,  comme  on  s'en  aperçoit  aisément,  a  ane  portée  bien  moindre  que  Tioéga- 
liié  (t),  mais  qui  a  toutefois  l'avantage  d'enserrer  l'intégrale 

I     h{x)  m{x)  dx 

entre  deux  limites  dans  lesquelles  ne  figurent  que  les  intégrales 

/     h(x)dx,  f    m{x)dx,  f     —^' 

3.  M.  Brunn  donne  ensuite  des  formules  qui  généralisent  encore  l'inégali 
Il  donne  aussi  une  interprétation  géométrique  de  cette  inégalité. 

Lindemann  (F,).  —  Sur  ThexagOQe  de  Pascal.  (i53-i6i). 


^{^)• 


Tandis  que  la  plupart  des  relations  de  position  entre  les  points  et  les  dr 
de  l'hexagone  de  Pascal  qui  ont  clé  étudiées  jusqu'ici  concernent  les  poiol 
Stcincr  et  de  Kirkinann  où  les   lignes  de  Pascal  se  rencontrent  trois  à   L 
M.  Lindemann  envisage  une  relation  de  position  concernant  des  points  t 
croisent  deux   lignes  de   Pascal   seulenicnl,   et   des    lignes  qui  joignent 
points  de  Pascal  sans  être  elles-mOmes  des  lignes  de  Pascal. 

PringsJieini  {A,).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  transcenda 
entières,  (i 63- !():>.). 

[1  s'agit  de  nouvelles  démonstrations  du   Ihéorènie  de  M.  Poincaré  publ 
iSS3  dans  le  DuUetin  de  la  Société  mathématique  de  France  (t.  \l.  p. 
et  des  propositions  plus  générales  établies  en  1893  par  M.  Hadaniard  {Joi- 
dc    Mat/iémati(/ucs,   4*    série,    t.    IX,    p.    171)    auquel    on    doit    aussi    d' 
montre  que  ces  propositions  peuvent  être  formulées  de  façon  que  leurs 
proques  aient  encore  lieu.  Les  démonstrations  de  M.  Pringslieim  ont  un 
lère  élémentaire;  elles  reposent  sur  le  Icmnic  que  voici  : 


lies 

-ïoi>i 
-ù  M' 


ié  en 

irnat 

avoir 

réci- 

:arac- 


Si 


r„  +  c,  /•  +  Cj  /'=-+-..  .-+-r,  r^-h. 
C,-hC,r-h  a/-=-H...-+-C,r^-f-. 


(Icsi fanent  deux  séries  partout  convergentes  de  la  variable  réelle  r.  à 
Jicients  réels  non-négatifs  et  si  l'on  a,  en  désignant  par  A  d'odes  no 
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ifs  déterminés. 


V—  • 


V— 0 


>'    — 


toute  valeur  de  r  plus  grande  qu'un  nombre  positif  déterminé  U,  et 

V  C,r^^AcV 

V  -0 

une  infinité  de  valeurs  de  r  parmi  lesquelles  figurent  des  valeurs 
ies  aussi  grandes  que  l'on  veut,  on  a  aussi 


hin  supy'vîc^^  T"        Iim  supy  v!C^^  •j'. 

V..-  «0  V=  «0 

eut  d'ailleurs  montrer  par  des  considérations  élt^mcntaires  (sans  faire 
»  de  la  formule  de  S  tir  lin  g)  que  l'on  a  aussi 

lim  sup(vv/cjik  ye,        lim  siip(vy''Cj^  ye, 

lemme  fondamental   peut   être   généralisé.  Si,   a   désignant   un   nombre 
f  déterminé,  on  a 

V  —  ao 


V=:0 


toute  valeur  de  /*  plus  ;;i*ande  qu*un  nombre  positif  déterminé  A'  et 


V.~«o 


^^C^r^iAeT--' 


v~o 


une  infinité  de  valeurs  de  r  parmi  lesquelles  figurent  fies  valeurs  choisies 
grandes  que  Ton  veut,  on  a 


lim  sup 


V .-. 


V     *  - 

V   (vî)*r,^(«v)«, 


V — ^      - 

imsupV   (vî)«C,J(»rr\ 


>si 


I 

V 


lim's 

V--- 


lim  sup 

V  —  • 


(v^v'ô:)j(arO'. 


•200 
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La  réciproque  du  Icmme  fondamenlal   n'a  pas  toujours  lieu.  Mais  on  peut 
défiMotrer  un  théorème  analogue  dont  la  réciproque  a  lieu  : 

Si  quelque  petit  que  Von  fixe  un  nombre  positif  e,  les  deux  inégalités 


(•) 


sont  vérifiées,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes  qu'un 
nombre  positif  R,  (  qui  dépend  en  général  de  s  ),  la  seconde  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  r  parmi  lesquelles  figurent  des  valeurs  choisies  ausù 
grandes  que  l'on  veut,  on  a 


(2) 


et  aussi 


(■•>) 


lim  sup 


V   (vî)*c/^ 


(  «r  )*. 


f  limsupV  (vî)*C,5(av)*, 


im  sup 


lim  sup 


Jim 

Vrr  00 


{  -      \  - 

I      2  V/—7"  I  ^  a 


/fH'ersenient,  les  inégalités  (2),  ou  aussi  les  inégalités  (3),  cntraînei^^   ^  '''* 
inégalités  (i)  sous  les  restrictions  énoncées, 

M.  Priiijislieim  démonlrc  aussi  les  thcorcincs  suivants  qui  admettent  cl-~»3cun 
leur  réciproque  : 


î.  .SV,  que/ que  jwtit  que  l'on  fixe  e  et  quelque  grand  que  l'on  fixe 
deux  inégalités 


/  V  =:  ao 


(1) 


V=0 


y  c- 


e 


wr 


V^O 


la 


sont  vérifiées,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes 
nombre  positif  W^  {qui  dépend  en  général  de  c),  la  seconde  pour  une^ 
niic  (le  valeurs  de  r  {parmi  lesquelles  en  figurent  évidemment  qui  som 


infi- 
aussi 
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grandes  que  l'on  veul)^  on  a 


V/(v!)*c,  =     lim      (v*v'cJ=o. 


lim 

(5)  {  ^         ^_ 

limsupV    (v!)*C,=  limsupiv*J/^C^j  =  x. 

Inversement,  des  égalités  (  3  )  on  déduit  les  inégalités  ( }  )  sous  les  mêmes 
restrictions  que  dans  l'énoncé  du  théorème  direct. 

11.  5i,  quelque  petit  que  l'on  fixe  un  nombre  positifs,  les  deux  inégalités 


\"1  OL+S 


V  — 0 

(6) 


I    V  -    ao 
V--0 


sont  vérifiées,  la  première  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes  quun 
nombre  positif  H^  la  seconde  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  parmi  les- 
quelles figurent  des  valeurs  choisies  aussi  grandes  que  l'on  veut,  on  a. pour 
chaque  6  >  o,  les  relations 


(7) 


lim 

\/(v 

1 

lim 

Vrr  « 

lim  su 

pV  (V 

1 

lim  su 

V  =  ao 

p(v«-3 

inversement,  des  relations  (7)  on  déduit  les  inégalités  (6)  sous  les  restric- 
tions énoncées. 

Des  proposilions  que  l'on  vient  d'énoncer,  on  déduit  sans  peine  les  théorèmes 
Sur  les  séries  entiéies  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Theoiième  a.  —  Si  pour  louies  les  valeurs  de  la  variable  complexe  x  dont 
/a  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  positif  déterminé  K,  la  valeur  absolue 
<ie  la  somme  d'une  série  partout  convergente 

b^-^  b^x  -^  b^X'-\- .    .-i-  b^x^-t- . . . 
ci  coefficients  en  général  complexes  b^,  satisfait  à  l'inégalité 


V    -0 


lAcT'-*, 


»M  A,  Y,  a  désignent  des  nombres  positifs  déterminés,  on  peut  en  conclure 
Suit,  des  Sciences  mathém.^  •>*  série,  t.  XXVIll.  (Novembre  1904.)     K.i5 
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qu,  1  „»  „ 

ILmîUp(^j'ï/ÏÙJ  =  1'" 

.supV  (vl)'|6,U(»T)" 

m 

THEOCéHE 

Jlgur,nt  d\ 

B.  -  .Si  pour  une  inHi 
aussi  grandes  ifue  l'on 

nilë  de  l'aleuri  de  x,  par 
veut  en  t'aleur  abiolue.  o 

mi  laqutlU,  .„ 

1' 

i.a-  '£Ati'', 

•„,„.,„ 

conclurt  que  l'on  a 

i.j._^.;n(;fym.ii; 

isup  V    (vl)"!*,    =(«ïi' 

Si  pour  tout  I  pasilif,  fixe  auti 
dotti  la  valeur  abiolue  r  dèpatse 

H  petit  que  l'oit  oeal,  et 
un  nombre  delermint  R. 

pour  tout  fti  t 
{fui  dépend  a 

(8) 

ï'. 

o.i-rela>o 

ni  des  nombres  positif  s 

détermines,  on  peut  m  toaclurr  que  1  on  a 

19) 

lim»up\/{v!)'|6,l 

=  ii«_<_"p(;)"HKIs(«r 

)'. 

Si.  pour  tout  I  >  o  fixé  ausii  petit  que  l'on  veut,  et  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  x  parmi  lesquelles  en  figurent  dont  la  valeur  absolue  r  soit  autti 
grande  que  l'on  ueiil,  on  a 


!'■■'' 


Dans  le  cas  où  tes  àtux  hypothèses  que  l'on  vient  d'énoncer  et  qu'expri- 
ment les  inégalités   (8)  et  (lo)  sont  vérifiées  simultanément,  on  a  donc 


lim_,up\/(v!)»|A.|=  lim^sup(^)'ï/|6.i  =  Or)". 
l'hypothèse  gui  est   exprimée  par  l'inégalité  (t|)   entrain 
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l'inégeUité  {%)',  celle  qui  est  exprimée  par  l'inégalité  (ii)  entraine  r iné- 
galité (lo);  celle  qui  est  exprimée  par  Inégalité  (la)  entraine  les  deux  iné- 
galités (8)  et  (lo). 

Si  pour  tout  e  positif  fixé  aussi  petit  que  l'on  veut,  et  pour  tous  les  x 
dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  positif  déterminé  R^  {qui 
dépend  en  général  de  t)^  on  a 


(.3) 


V  — 


1  ";-■ 


V  --  0 


e 


ir 


on  peut  en  conclure  que  l'on  a  aussi 


(■i) 


liiii  V/(v!)*|M=  liiii  Vv*v'|6,!J  = 


Vrr  • 


V=  oo 


Si  pour  tout  ti)  positif  fixe  aussi  grand  que  l'on  veut,  et  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  x,  on  a 


(i5) 


V  -  « 


2]  *v^' 


v-  0 


>€-•   , 


o/i  /;e«i/  e/i  conclure  que  l 'on  a 


(i6) 


limsupV    (vî)*|M  =  limsup\v*v'|*J 


=  oc. 


V=  «e 


V  --  «e 


lns;ersement  (  \!\)  entraîne  (i3)  et  (l'i)  entraine  (i5). 
Si.  quelque  petit  que  l'on  fixe  un  nombre  positif  6,  l'inégalité 


(•7) 


V  -  • 


v  =  o 


c^' 


-^ 


«  /lew  />OMr  tous  les  x  dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  positif 
détermine  W^  {qui  dépend  en  général  de  o),  on  peut  en  conclure  que  l'on 
a  pour  chaque  o  >  o 


(i«) 


lim  V/(v!)«-^^|6J=  liin  Vv«-'5v^|6J/=o. 


V  =  ao 


V—  • 


Si  y  quelque  petit  que  l'on  fixe  5  >  o,  l'inégalité 


(«9) 


V  — 


2]*v^^ 


c 


l-i 


V— 0 


est  vérifiée  pour  une  infinité  de  x  parmi  lesquels  en  figurent  d'aussi  grands 
que  l 'on  veut  en  valeur  absolue,  on  peut  en  conclure  que  l 'on  a  pour  chaque 


ao4 
6>o 

(ao) 
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lim  sap 


V/(vI)*-«|M=:  Iim»upVv«-«|^/=«. 


inversement  (18)  entraine  (17)  e/  (30)  entraine  (19). 

M.  Pringsheim  montre  enfln  que  le  procédé  qai  lai  a  permis  d'éublhrlc 
lemme  fondamental  permet  aussi  de  démontrer  que,  si  pour  tout  x  doit  h 
valeur  absolue  r  dépasse  un  nombre  déterminé  R,  on  a 


V=rt 


â^. 


on  peut  affirmer  que,  i  tout  nombre  positif  t  fixé  aussi  petit  que  Toa  Test, 
correspond  un  nombre  positif  R«  tel  que  Ton  ait,  pour  tout  x  dont  la  filear 
absolue  r  dépasse  R^, 


v  =  « 


y  |6^jr*|<^C'+»>'*. 


v=o 


De  même,  si,  à  tout  y^>6,  on  peut  faire  correspondre  un  nombre  positif  r^ 
tel  que,  pour  tout  x  dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  r^,  on  ait 


v=« 


2 


VrrO 


6.  a?» 


<eT(«+'»î'-*, 


on  peul  aussi  lui  faire  correspondre  un  nombre  K    tel  que  Ton  ait 


v  =  • 


y  {b^x^l  <eT(>+n)r* 


v=o 


pour  tout  X  dont  la  valeur  absolue  r  dépasse  H^.  Et  si  pour  tout  c  >o  et  pour 
une  infinité  de  x  parmi  lesquels  s^en  trouvent  dont  la  valeur  absolue  r  est  aussi 
grande  que  l'on  veut,  on  a 


V  —  • 


2]|^ar>|>eï(»-)r*, 


V— 0 


on  peut  eo  conclure  que  Ton  a  aussi  pour  tout  c  >  o  et  pour  une  infioitéde^ 
parmi  lesquels  s'en  trouvent  dont  la  valeur  absolue  r  est  aussi  grande  que  l'oo 
veut, 


V  — • 


X*-^' 


V-  0 


>cT(>-»>'-*. 


Enfin  on  établit  des  théorèmes  analogues  aux  deux  derniers,  mais  dans  lesquels 
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dans  les  seconds  membres  -les  exposants 

Y(l-r-T,)r«,  v(,  _£)/•« 

sont  remplacés  par  les  exposants 


.«     ^ 


Voit  (C),  d'aprrs  Prinfi>'sheim  (-1.).  —  Notice  nécrologique  sur 
Ch.  Hermite.  (262-268). 

Pringsheim  {A.),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  transcendantes 
entières.  ( 295-804 ). 

Quelques  remarques  de  M.  LUroth  ont  amené  M.  Pringsheim  à  simplifier 
encore  la  démonstration  élémentaire  qu'il  avait  donnée  des  théorèmes  de 
MM.  Poincaréet  lladamard  concernant  les  fonctions  transcendantes  entières.  Il 
démontre  actuellement  directement  le  théorème  que  Ton  a  appelé  plus  haut 
THÉORÈME  A  et,  pour  établir  le  tiieokèmk  B,  il  s'appuie  uniquement  sur  les 
deux  lemmes  que  voici  : 

1.  *Si,  r  désignant  une  variable  positive,  la  série 

a^-h  a, r -+- a, /•* -+- . .  .-+-a^r*-f-. . . 

à  coefficients  réels  a^^  a^^  a.^^  . . .,  a^,  . . .,  est  partout  convergente  et  si  pour 
une  infinité  de  x^aleurs  de  r,  parmi  lesquelles  figurent  des  valeurs  choisies 
aussi  grandes  que  ron  veut,  la  somme  de  cette  série  n'est  pas  négative,  la 
suite  des  coefficients  réels  a^^  ai,  a^t  --•*  ^yi  •••  comprend  une  infinité  de 
termes  non-négatifs, 

*2.  Si,  k  désignant  un  nombre  plus  grand  que  i,  et  6,,  b^^  b^^  , . .,  b,^,  ... 
une  suite  de  nombres  non-négatifs,  la  série 

(S)  6•-^6\^-  6^^-...-+-6^-l-... 

est  convergente,  la  somme  de  cette  série  est  plus  petite  que 


m 


si  k  est  positif  mais  plus  petit  que  i,  la  somme  de  la  série  (S)  est  plus 
petite  que 


Lv  -0  J 


quelque  petit  que  l'on  ait  fixé  le  nombre  /positif  6. 


J.  M. 
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MESSENGER  OF  MATHEMATICS. 
Tome  XXX!:  1901- 190 "î. 

Hardy  {G.-H,),  —  Noies  sur  quelques  points  du  (Calcul  intégral. 
(,-8). 

Sur  les  critères  logarillimiques.  Sur  Tiiilégralc    /      sin x  ^{x)  dx.  Signalons 
l'exemple  suivant  : 

/**         sinx 

L'intégrale    /       -. dx  (a>o)  est  infinie  si  W 

®         7       x^  —  aMïïX  ' 


on  a 


o  <  ;x  <  - . 
-  2 

Jourdain  (P/i.),  —   Sur  une  fonction  entière  reproduisant  tous 
les  nombres  entiers  sans  répétition.  (8-1  i). 

Telle  est  la  fonction  des  nooibres  entiers  m,  n 

:?  (  m,  «  )  =  m  -»    -  (  m  -f-  /i  —  i  )  (  m  -H  w  —  2  ); 

2 

l'auteur  donne  le  moyen  de  former  de  pareilles  fonctions. 

Aanson  (E,-J.).  —  Une  identit<^  al^^ébrique.  (ii-i3). 

Si  «,  ^,  c J,  }%  z,  ...  désignent  deux  systèmes  de  lettre-^  et  si  l'on  pose 

s^  =  X a'^ -{- y b" -i-  cr'^-f-. . ., 

l'identité  considérée  a  la  forme 

"f.-^-  PiSr.^-h-  •  --h  p,^s^-\-  p^s,=  x\^-^  yH^-i-  zC^ 


•   •  •  t 


r  est  un  entier  |)osiiif;  ( — ^VPr  ^^^  '**  somme  des  produits  dilTrrenl"^  '!«* 
n  lettres  a,  b,  c.  ...,/•  à  r;  \^  est  la  somme  des  produils  r  —  i  à  /•->  '^^^ 
//  — I   lettres  b,  c,  d,  ...;  ïi^,  G^  se  définissent  de  même. 

Dixon  [A.-L.).  —  (^)uadriques  honiolocales  et  surfaces  associt^es- 

(1  3-2 'i). 

Applications  d'une  méthode  indiquée  pnr  M.  Forsyth  {Messenger. U  XXVH)- 
l)'une  part,  en   partant  de  ré(|uation  en  // 

A  X  sn  u  -r-  >'  «  n  u  —  /  z  dn  u  ^-  a. 
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et  en  désignant  par  a,,  u,,  u^t  !««  quatre  solutions  de  celte  équation,  puis  en 
posant 

14,  =  —  I/H-i'4-fV,       M,=  I/  —  V-hW,       Mj^MH-V  —  tv,       II,  =  — (a4-v-4-i'). 

les   surfaces   u^  Vj  tv  =s  const.  forment  un  système    triple   orthogonal;  on    re- 
trouve ainsi  les  quadriqucs  homofocales;  cette  remarque  conduira  Tauteurdans 
l'article  qui  suit  à  d'intéressantes  transformations  de  l'équation  de  Laplacc. 
D'autre  part  les  deux  équations 

k'xsn{a.  -+-  P)-f-ycn(a-f-p)-+-t5dn(a-h?)  =«, 
k'x  sn(a  —  P)  ^- V  cn(a  —  p)  —  izdn(a  ^-  3)  =  a 

conduisent  en  supposant  p  constant  à  des  quadriques  homofocales,  et,  en  sup- 
posant a  constant,  à  des  surfaces  réglées  du  huitième  degré,  à  quatre  coniques 
doubles,  dont  l'auteur  donne  l'équation  explicite. 

Dixon   (^A.'L.).    —    Quelques  transformations  de  l'équation  de 
Laplace.  (23-3o). 

Hardy  [G, -H.),  — Nouvelle  démonstration  de  la  série  de  Kummer 
pour  logr(a).  (3i-33). 

La  formule 

logr(-2 -f- 1)  =  -  logar -h  X -f-(  X  4-     jlogj: 

n  =1  » 


/l=0 


se  déduit  simplement  de  la  considération  de  l'intégrale 

dx, 


r  lofji  j:  sin(i  —  in)T,x 


X  %\\\T.X 


le  long  d'un  contour  formé  comme  raulcur   l'a  expliqué  dans   le   Quarterly 
Journal  (t.  XXXIII,  p.  369). 

BiddleiD,),  —  Élude  <lu  nombre  N  =  i  (lo»^  —  1).  (34.47). 
Ce  nombre  est  premier. 

Nanson    (E.-J.).   —  Une    inr^alité    relative    aux    déterminants. 

(48-5o). 

La  valeur  d'un  déterminant  symétrique  positif  dont  les  mineurs  principaux 
do  ir»us  l<\s  ordres  sont  p«»sitifs  ne  peut  dépasser  le  produit  des  éléments  de  la 
diagonale  principale. 
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Glaisher  (J.-fV.).  —  Une  série  pour  — •  (5o-5i). 

V7 


Tt  IIIIIIIIII 

10       II       la 


—  1  H"    ~     ""•    o     -T-    T   _     ^    —I—    ^    —I—    —    -1—    -f-«  •  •! 


dans  les  dénominateart  ne  figurent  pas  les  molliples  de  7;  le  signe  est -«-oi- 
suivant  que  le  reste  du  dénominatenr  relatif  i  7  est  i,  9,  4  on  3,  3,6. 

Harrisson  (C-tJ.).  —  Sur  les  carrés  magiques.  (52-63). 

Extension  et  application  d'une  méthode  communiquée  par  Tauteur  à  M.  Rone 
Bail  pour  la  troisième  édition  de  ses  MaihemaiictU  itecreationt  and  Prth 
btems;  le  principe  en  a  déjà  été  donné  dans  le  Meuenger  (t.  XXIII,  p.  6iS). 

• 

Glaisher  (J.-fV.).  —  Table  de  l'excès  du  nombre  de  dîvîsfon 
d'un  nombre  qui  sont  de  la  forme  3A'+i  sur  le  oomiirede 
diviseurs  qui  sont  de  la  forme  SA*  -f-  2.  (64-72). 

La  fonction  H(it)  qui  désigne  cet  excès,  pour  le  nombre  n,  est  liée  emnae 
on  sait  à  la  représentation  d'un  nombre  n  par  la  forme  j^'+S^,  elle  fifUR 
dans  divers  développements  de  la  tliéi»rie  des  fonctions  elliptiques;  oa  a,  pir 
exemple, 

■iA'R       -jK  jz  wi  _,  ^  .     — 5- 
sn-^  =av^3  >    H(2A-M)^    «     ; 

ii-i 

la  Table  \a  de  i  à  1000. 

Hardy  (6r.-//.).  —  Moles  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 

(:3-7«)- 

Furinalion  d'intégrales  finies  où  la  quantité  sous  le  signe  somme  devienl 
infinie  un  nombre  transfini  <ie  fois. 

Burnside  (  PV,).  —  Sur  les  groupes  qui  contiennent  i-i-2/>o» 
1  -H  4p  sous-groupes  d'ordre  p".  (77-81). 

Si  /?*  est  la  plus  haute  puissance  d'un  nombre  premier  p  qui  divise  Tordre 
d'un  groupe,  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  p'*  que  le  groupe  contifol  ^ 
de  la  forme  i-\-kp.  Il  y  a  toujours  des  groupes  pour  lesquels  A*  est  égal  à  »•  ^" 
peut  se  demander  s'il  y  a  des  limitations  pour  l'un  des  nombres  /r,  p  quio^ 
l'autre  est  donné  :  si  A-  est  égal  à  j,  n-  ip  doit  étn»  premier  ou  égal  *  ""' 
puissance  de  3;  si  A'  est  égal  à  4»  *  -*-  4/^  <l«*t  *lrc  premier,  égal  à  9  ou  à  ""^ 
puissance  de  5. 

Glaisher  (/.-JK.).  —  Table  de  Texccs  du  nombre  des  dixiscur* 
d'un  nombre  n  qui  sont  de  la  forme  8/*  -h  i  ou  8/'  -h  3,  sur  i^ 
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nombre  de  diviseurs  qui  sont  de  la  forme  8A" -4- 5  ou  8A-I-7. 
(82-91). 

Table  analogue  à  celle  de  la  fonction  H(/i)  défînie  plus  haut. 

Ferrers  {j\,-M.).  —  Séries  pour  -  ->  -7=»  -r=r-  {iy2-i)/\), 

V7    V»'     V19 

La  série  de  M.  Glaisher  pour  — r«  signalée  plus  haut,  se  déduit  de  la  formule 

V^7 


i 


•^  I -t- 5  H- s"*— 5- — z^—z^         ir 


V^7 
les  autres  séries  soni  obtenues  par  un  procédé  analogue. 

Manson  (E,-J.).  —  Une  identité  relative  à  Téliminant  de  Bézout. 

(9''>-9:)- 

Soient 

/{x)  =  {x  —  a){x  —  b){x  ^  c)...  -  j?»  — /?, J?'*-' -+-/?, iF**"'...» 

©(jF)  =  (j?  —  a)(x— ?)(r  — y)   ..=  ^—  'K,x*'-'-f-'K3jr'-'..., 

et  soit  A^  la  somme  des  produits  des  quantités  6,  c,  d^  ...;  on  a 

Burnside  (W^.)*  —  ^""^  '^^  lignes  de  courbure  dans  les  surfaces 
inverses.  (97). 

Démonstratioji  géoniétri(|ue  et  <lirecle  du  fuit  que  les  lignes  de  courbure  se 
conservent  dans  une  inversion. 

Glaisher  (J.-IV.).  —  Séries  pour  -=.  (98-1  ij). 

/P 

Les  séries  signalées  plus  haut  pur  lui-même  et  par  M.  Ferrers  sont  contenues 
dans  la  formule  de  LejeuneDirichlet  {Zahientheorie,  3*  édit..  p.  ^62), 


Z(,r')û=-,T5p2](p)'- 


v/p 

OÙ  P  est  un  entier  de  la  forme  jA  -i   3  qui  n  est  pas  divisible  par  un  carré,  où 
n  doit  prendre  les  valeurs  naturelles  premières  à  I*,  a  les  valeurs  naturelles 

premières  et  inférieures  à  I*  et  où  (  —  J  est  le  symbole  de  la  théorie  des  restes 

quadratiques.    M.  Glaisher  donne  diverses  applications  et  transformations  de 
cette  formule,  qui  conduisent  à  de  curieuses  égalités  numériques. 


SECONUE  lA  IITIK. 
(ly.P.).  —  Note  sur  les  frainions  .l.-cimiiet  p^io- 
(tl5). 


(0.).—  Éluaedu  notni.re 
(ii6~ia3). 


(G.-I7.).  —  Mo(e«  sur  que     Lie»  poiiilii  île  ('.»l.-iil  >n(<«| 
iifani  riaUgrale  maltiple 


Mwri«*  i  Ht  Aaap  lîni  iJlidï  l'espace  t  n  dimmsivni;  dini  rp  champ,  !■  foM- 
!>•■  Il  ctt  «fuiafa  fxKiiivr  et  continue  ;  i[  conlicnt  d'iMleun  Votipar  et  le 
cfcMiy  (m  —  i')'*^.  pas-^nt  par  rnrigioe.  qui  est  l'inlersrclioii  de*  k  chaaips 

(■— i)^d6iiU  p*r  les  équations  /,=  o  (»=i.  5 A);  an  lappote  qwe 

cfciCMB  4e  CEI  «teraier?  champs  est  régulier,  nav  l'urigint  en  «it  qb  point  onli- 
Min.M  fM  le  cbitnp  (n  ~  ^)-»'*  (leur  iBlcnrt-lian )  «st  aussi  régalier;  enfia 
ck*qae  élémcat  de  ce  champ  est  cntiircmenl  entouré  par  le  domaine  d'intégra- 
lt«a.  Daas  ces  ronditiona.ritiiégrale  converge  pour  A- >  p,  et  diverge  pour  Jt-^fi. 

{tMrntidr  (If.).    —    Sur   les    racines   du    hessieii    d'une    forme 
ItiMaîre  du  qualrième  degré.  (ta8-i32). 

Les  pipT«s»iiin«  des  carrés  des  facteurs  linéaires  d'nne  telle  forme  au  movcD 
d«  )•  fiirnc  M  de  son  hessien  conduisent,  en  regardant  tes  facteurs   linéaires 

fiwicurs.  M.  VVcbcr  les  a  données  dans  son  Lehrbuch  of  Atgebra  comme  rëiul- 
laHi  itr  11  réduction  de  U  (orme  binaire  du  quairii^me  degré  à  «a  funnc  cano- 
««^•e.  M.  Burnside  les  établit  directement. 

//ttn/r  \ii.-H.).  —  Noies  sur  queti|ues  points  de  Calcul  int>^gral. 

(,.;.-,.i.p. 


uy^''^^'-f> 
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l.a  fonciion  /(ar,  a)  est  «upposéc  finie  dans  le  rectangle  (a,  A,  a,,  a^-t-H) 
et  inlégrable  pour  toutes  les  valeurs  de  a  que  l'on  considère. 
M.  Hardy  part  de  cette  proposition,  facile  à  établir  : 

Si  deiix  fonctions  d'une  variable  sont  définies  dans  un  intervalle  de 
longueur  l  et  si  leur  différence  y  est  moindre  que  6,  leurs  intégrales  par 
excès  {ou  par  défaut)  dans  cet  intervalle  ne  peuvent  avoir  une  différence 
supérieure  à  Ô/. 

Dès  lors,  en  supposant  seulement  que  le  rupport 

f{x,  OLo-^  h)  — /(x.  aj 


tende  uniformément,  pour  les  valeurs  de  x  appartenant  à  l'intervalle  (a,  A), 

I  •  àf(  J7,  a.  )  •   ,  1  • 

vers  une  limite  — — —  -   quand  h  tend  vers  o  par  valeurs  positives,   et  en  se 

reportant  aux  défînilions,  on  montre  aisément  que  la  fonction  (de  x)  ~~  est 

o(x» 

/•* 

intégrable  et  que  l'intégrale    /     /(a?,  a)  regardée  comme  une  fonction  de  a 

*-  a 

admet  une  dérivée  à  droite,  égale  à  -j^*  On   n'a  pas  besoin  de  postuler  ni  la 

continuité  par  rapport  à  j:  de  la  fonciion  f{Xj  a),  ni  l'existence  de  -/-  pour 
des  valeurs  de  a  autres  que  a„. 

Taylor  (fl.-M,),  —  Sur  la  condition  pour  que  cinq  droites  ren- 
contrent une  sixième  droite.  (i35-i,'^7). 

Si  /•,  m„  n.,  yj„  g.,  r.  (1=1,  2,  3,  4i  5)»  d'une  part,  et  /.m,  /»,  /?,  q,  r,  de 
l'autre,  sont  les  coordonnées  des  six  droites  et  si  L,  M,  N,  P.  Q,  R  sont  les 
mineurs  du  déterminant  du  sixième  ordre  formé  avec  les  36  coordonnées  rela- 
tives à  /,  m,  /i,  />,  q,  r  cette  condition  est 

LP  -+-  MQ  -h  NR  =  o. 

Nanson  (E.~J.).   —  Stir  un  procédé  symbolique  dMntégration. 
«13^-140). 

L'extension  de  la  formule  de  Leibniz  pour  la  dérivée  d'un  produit,  qu'ex- 
prime l'égalité  symbolique 

'^{D)uv  =  u  9(]))v-^Uu'i'{D)v-\'  ^  l^u^''(D)v-h.... 

et  qui  se  démontre  aisément  quand  9  est  une  fonction  rationnelle  onlière  de  D, 
n'est  pas  vraie  en  générul  qunnd  9  n'est  pas  une  fonction  entière. 

/Vanson  (E,~J,).  —  Note  sur  les  déterminants.  (i4o-i  \^), 

Les  relations  linéaires  entre  certains  mineurs  d'un  déterminant  symétrique 


«h'couverles  en  1883  par  Kronecker  {  Sitzungsberichte  d.  k.  Akad.  d,  Wiu., 
1882,  p.  831),  ainsi  qu'un  Ihéoréme  dû  à  M.  Muir  sur  révanouisscment  de  cer- 
tains agrégats  de  délerininants  tirés  d'un  déterminant  général,  sont  des  consé- 
«juences  immédiates  d'un  théorème  de  Sylvester. 

Nanson  {E,-J.),  —  Un  système  d'équations  relatives  aux  circu- 
lants. (i43-i44)' 

Si   X^,   A.^  désignent  respectivement  les  cofacieurs  de  x^,  a^  dans  les  circu- 
lants (  J7,,  J?2,  . . .,  j:„),  (rt,,  a,,  . . .,  a„  ),  les  équations 


entraînent 


a^        a^^  a. 


Whittaker  (E,-T.).  —  Note  sur  une  fonction  analogue  à  la  Jonc- 
tion sigma  de  Weierslrass.  (i45-i48). 

L'auteur  considère  un  groupe  infini  discontinu  de  substilutioos 

a  z  -h  b 

et  forme  le  produit  infini 


.(.,»)  =  (.-»)n[(-i::!;5;::;::r-^^— 


1 

,  -    1  (  s  -  a  1 1 3„  -  a„j 


/!=  1 


oii  a^^  est  la  même  fonction  de  a  que  -s,,  de  z,  et  où  le  produit  infini  est  étendu 
à  toutes  les  siibsliUilions  du  ;,'roupe  aulres  que  la  substitution  identique. 

Le  produit  infini  est  absolument  et  uniformément  convergent  pour  toutes  les 
valeurs  de  z,  à  l'exception  de  certaines  valeurs  spéciales,  cl  cela  quelle  que soil 
la  nature  du  groupe  infini  discontinu.  Celte  fonction  n'a  qu'un  zéro  dans  chacune 
des  régions  A,,.  A,,  ...  du  plan  (fui  se  déduisent  les  unes  dans  les  aulres  par 
les  transformations  du  groupe;  elle  se  réduit  à  la  fonction  de  Weierslrass, 
quand  ce  groupe  est  formé  par  les  transformations 

(z,  z  -h  imio  -^  2 m' (ù'  ). 

Miller  iO.-A.).  —  Sur  un  svstème  infini  de  g!'ou|)es  conformes. 
(  t4<S-i  ;k)  ). 

Deux  groupes  distincts  sont  dits  conformes  s'ils  ont  le  même  nombre  dope- 
rateurs  de  «haque  ordre.  La  Note  de  M.  Miller  concerne  un  système  infini  de 
groupes  non  abéiiens  qui    ne   peuvent  èlre  conformes  à  aucun  groupe  abélien- 

lludson  {R.'W  ,).  —  Liie  nouvelle  méthode  dans  la  géomcliie  "^ 
droite,  (i  5i-i5-) 
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Trois  des  six  coordonnées  d'une  droite  pcuvenl  être  regardées  comme  les 
coordonnées  d'un  point  mobile  sur  une  sphère  de  rayon  un,  les  trois  autres 
étant  regardées  comme  les  composantes  de  la  vitesse  de  ce  point.  L'auteur 
donne  quelques  applications  intéressantes  de  celle  idée. 

Dixon  (A.-C).  —  Sur  la  valeur  de  Tinlégrale 


I 


TZ 

t        m  —  \ 

cos  6   cos/iO  <f6. 


(i58). 

En  supposant  n  réel  et  m  >  o,  cette  intégrale  est  égale  à 

J^  V{n) 

Htidson  (H.-U  .),  —  Noie  sur  les  condilions  d'équilibre  d'une 
meniLrane  flexible  soumise  à  la  pression  hydrostatique.  (159- 
160). 

Nouvelle  démonstration  de  la  formule  qui  relie  la  tension  en  un  point  et  la 
différence  des  pressions  sur  les  deux  côlés  de  la  membrane. 

Hardy  (G.-fJ.).  —  Sur  les  zéros  de  la  fonction  entière 

00 

1 

(i6i-i65). 

On  peut  évidemment  se  limiter  aux  zéros  l  +  ir^  tels  que  \  et  t.  soient  positifs 
tous  deux.  Les  valeurs  de  \  et  r^  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

Tj  =  log  (  a  /i  -t-i  ;  it  ^-  p, 
où  n  est  un  entier  et  où  a,  ^  deviennent  très  petits  pour  les  zéros  très  éloignés. 

unningliam  (Lieulcnanl-Colonel  A.)  et   Woodall  (//.-«/.).   — 
Détermination  de  g^rands  nombres   premiers   successifs.  (i65- 

.76). 

Les  nombres  premiers  que  les  auteurs  appellent  grands  sont  ceux  qui 
dépassent  9  millions  et  cette  appellation  est  légitimée  par  Texistence  de  Tables 
qui  contiennent  tous  les  nombres  premiers  plus  petits  que  9000000.  Us  indi- 
quent des  procédés  pour  trouver  les  nombres  premiers  qui  sont  compris  entre 
deux  limites,  et  donnent  en  particulier  les  117,  i2«,  4^  et  1J7  nombres  premiers 


r> 
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qui  se  trouveni  respect ivcment  dans  les  intervalles  (2'*z^io2o),  (a^^iiow), 
(  2-'•'^z  1080),  (3»*i+:io2o).  L'article  se  termine  par  des  Tables  de  diviseurs. 

Hardy  [G.-IL),  —  Noies  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 
(-77-83). 

Intégrales  convergentes  de  types  irréguliers. 

BromKvich  {1\-J.),  —  Noie  sur  un  problème  de  condensateur. 

(184-192). 

M.  J.-ll.  Michel  a  montré  comment  la  représentation  conforme  définie  parla 
fonction  Z({i)  de  Jacobi  conduisait  à  une  solution  exacte  du  problème  coocer- 
nani  un  condensateur  formé  de  deux  barres  conductrices  parallèles,  très 
longues,  I  égales  et  placées  vis-à-vis  Tune  de  Tautre.  M.  Broniwich  traite  le 
même  problème  en  partant  de  la  représentation  conforme  définie  par  la  fonc- 
tion pu  et  compare  sa  solution  et  celle  de  M.  Michel. 

Biirnside  (  ^.).    —   Sur   les    lignes    de    courbure    des   surfaces 
inverses.  (192). 

La  solution  donnée  par  M.  Burnside  {voir  plus  haut)  a  été  publiée  aolé- 
rieuremenl  par  M.  H.-M.  Taylor  {Proceedings  0/  the  London  Mathematical 
Society^  t.  V,  p.  106-112). 


Tome  XXXII,  iQO.-iyoS. 

Hardy  i^G.-Ii.).  —  iNoles  sur  quelques  points  de  Calcul  intégral. 

(1-3). 

Sur  riiitégralc    /      [ A  —  9( sin-j?)]  v|;(  j:)  t/j7. 

Muir  (  77/.).  —  Noie  sur  les  relations  linéaires  de  Rronerker  entre 
(lélenninants.  (  4-t)). 

\  propos  de  la  Note  de  M.  iNanson  sur  ce  sujet,  insérée  dans  le  Tome  XXM- 
M.  Muir  sij;iiiilc  une  intéressante  relation  entre  des  produits  de  déteiniinaols, 
susre(»til)lo  (ruiic  repré'icnt.ition  symbolique  très  simple. 

hixon   [yi.-C),   —   Sur   une  propriété  des  fonctions  de  Bessel. 

Entre  deux  racines  réelles  consécutives  de  J„(:r),  il  y  a  une  racine  de  Jn^ii*^^ 
et  une  seule. 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  2i5 

Bessel  (A.-C).  —  Développement  de  x"  en  fonctions  de  Bessel. 
(8). 

Nanson  (E.-J.).  —  Sur  les  facteurs  de 

quand  m  est  impair.  (9-1 1). 

Expression  du  quotient  par 

(6  — c)(c  — a)(a  — 6) 
de 

a(6  —  c)'"H-6(c  —  a)'"-+-c(a  —  6)*" 

pour  m  impair:  le  quotient  est  divisible  par  in;  -h  ca  -^  ab  —  a' —  6'—  c'  quand 
n  est  de  la  forme  6Ar  +  i,  conformément  à  une  remarque  de  M.  Mathews  (Edu- 
cational  Times  Beprint,  I.  LXXI,  p.  57). 

Glaisher  (J.-  IV.).  —  Sur  des  séries  pour  —  et  -;=  dont  les  termes 
sont  les  inverses  des  nombres  naturels.  (i2-3o). 

Diverses  généralisations  de  la  sêjrie  de  Gregory 

I        I        1 
3        0        ? 


dont  un  bon  nombre  sont  tirées  des  formules 


';:         mit         1 

-  cot =  — 

n          n         m 

•K             I                      I 

1                  I 

1 

n  —  m        n  -h  m 

I                  I 

1 

n         m-K        m 
sin 

n  —  m       n  -\-  m 

n 


en  donnant  des  valeurs  particulières  aux  nombres  /i,  m. 
Signalons  en  passant  la  formule 


Tz  .     St:  .     bTZ  .    (m  —  2)it  2 

sin —        sin sin sin 

2/1  '2  m  ini  2  m 

où,  dans  le  second   membre,  on  doit  prendre  le  signe  supérieur  ou  le  signe 
inférieur  suivant  que  m  est  de  la  forme  4^*  -»-  »  ou  ^k  -^  2. 

D'autres  séries  résultent  d'une  formule  de  Lejeune-Dirichlet  dont  l'auteur 
avait  déjà  tiré  parti  dans  un  Mémoire  du  Volume  précédent,  d'autres  encore 
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SliCdMlK    l*,MI 

TIK. 

■ 

n 

■ 

de  l>  relaliùi 

m 

,.3.b..l,n 

-0      i 

jn^,)(ï"-*--*)--.(4''-') 

i"  '-m'i"  <-:*).  .('-I 

■t-i)      "■ 

=^l 

V"""» 

-■"-■'.-Vi-'" 

"  ' *'    .    jr 

,.... 

^ 

+  (-■ 

:_J 

■I~*" 

,«- 

,...), 

)        (n      '>«^^^^,„_ 

^Tîi;*^'~ 

'" 

..i,   „  es.    «n 

non.hr. 

:   impair  tl   où    (h-    ). 

dé,ip.f  !<■ 

cocrn< 

:i.., 

ili-  j-  'lan< 

(i  +  :cr-i. 

/ludion  (li 

-H".). 

—  Coordonnées  de 

droile  dm 

.s  IV 

spac 

..«bsol.i. 

(3i-:î(i). 

d'un  esp.ioe  cilipllqu 

m   mode  particulier  de 

c  el  les  points  iin«iiiniii 

cnrresponilaDCf  enlre  Ifs  droile* 
m  d'un  plan  de  cet  (nptee. 

//«/y/)'  e^-' 

.//.).  - 

-  Sur  ies  /.'-ros  de  . 

r-crlaincs  f 

nnttl 

nus 

entières. 

(:i(i-45). 

Ui  niros  . 

<\t  la  (on 

iction  Pnti^iï 

où   a,,  a,.   ....  a,  sont  réels  et  a,  positifs,  qui   sont  dans  l'angle  des  coor- 
données posilivi^s,  approchent  as]rniptolii{uement  des  points 

[^P+  ^J':-+-t[l0gîO.-+-nlo^-./i  +  |jirJ. 

Les  7.éros  de  ^—  ax  approchent  cHjm[)loliquement  des  points 

(.,*i).=,io,(;.,*i)... 

Hard,   {0.-/1.}.  -  Sur  l'intégrale    /"*''"'"!"'"' f'' ^"'  rfj:. 

(4.Î-30). 

L'iniigrale  est  calculée  pour  tomes  les  valeurs  réelles  de  a,  b,  c,  a,  ?,  -j  lellra 
que  sa  valeur  principale  soit  convergente;  les  résultats  sont  différents  suivant 
la  nature  des  racines  des  deui  trinômes  du  second  degré. 
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Iludson  (R.-JV.).  —  La  notation  des  malrioes  dans  la  théorie  des 
vis  (Screivs).  (5i-57). 

ReprésentalioQ  élégante,  au  moyen  de  deux  matrices,  de  deux  vis  polaires. 

Young  {A.).  —  Sur  certains  types  d'invariants  de  formes  quadra- 
tiques. (S'-jg). 

Il  s'agit  d'invariants  se  rapportant  à  des  formes  quadratiques  al^  bl^  c].,  ..., 
linéaires  par  rapport  aux  coefricicnls  de  ces  diverses  formes,  et  de  leur  exprès 
sion  explicite,  en  les  supposant  de  degré  pair,  au  moyen  des  invariants  irré- 
ductibles. 

Taylor  (/I,-M,),  —  Un  problème  d'arrangements.  (6o-63). 

Étant  donnés  n  maris  et  leurs  n  femmes,  de  combien  de  manières  peut-on  les 
ranger  autour  d'une  table  de  façon  que  chaque  convive  soit  entre  deux  convives 
d'un  autre  sexe  que  lui,  et  qu'un  mari  ne  soit  jamais  à  côté  de  sa  femme? 

Nanson  (E.-J.),  —  Sur  la  pedal  équation  d'une  courbe  plane 
et  deux,  interprétations  géométriques  pour  la  puissance  d'un 
point  par  rapport  à  une  courbe.  (64-66). 

Forme  et  interprétation  de  la  relation  entre  les  distances  /*  et  p  d'un  point 
fixe  à  un  point  d'une  conique  et  à  la  tangente  en  ce  point. 

U  orAmmv  (fV.-P.).  —  Note  sur  les  fractions  périodiques  déci- 
males. (6--68). 

Forsyth  (^1.-/?.).  —  Les  grandeurs  fondamentales  dans  la  théorie 
générale  des  surfaces.  (68-80). 

Dans  la  théorie  générale  des  surfaces  (rapportées  à  deux  paramétres),  telle 
qu'elle  a  été  fondée  par  Gauss,  les  grandeurs  fondamentales  du  premier  ordre 
(  E,  F,  G)  et  celles  du  second  ordre  tiennent,  comme  on  le  sait,  un  rôle  essen- 
tiel. Dans  certaines  recherches,  interviennent  certaines  combinaisons  des  dé- 
rivées premières  de  ces  grandeurs  fondamentales  du  premier  et  du  second  ordre, 
qu'il  convient  de  désigner  comme  grandeurs  fondanientules  du  troisième 
ordre,  etc.  L'article  de  M.  Forsyth  est  consacré  à  la  formation  de  ces  gran- 
deurs fondamentales  des  divers  ordres  :  celles  du  troisième  ordre  s'obtiennent 
m  différentiant  l'expression  de  la  courbure  d'une  soclioi»  normale,  de.  \\  con- 
vient de  signaler,  en  particulier,  la  discussion  relative  aux  lignes  de  courbure 
dans  le  voisinage  d'un  ombilic. 

Dixon  (A.-C).  —  Sur  le  problème  des  cartes  eu  couleur.  (81- 
83). 

^ull,  det  Sciences  mathém,,'x*  série,  t.  XXVIII.  (Novembre  1901.)     R.if) 
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Kolosoff  {G.).  —  Sur  le  cas  de  Gorlatschoff  de  la  rotalion  d'un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  (84-88). 

En  désignant  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie,  par  A,  A',  /  les  roordonam 
du  centre  de  gravité  (Taxe  des  z  étant  vertical  et  dirigé  vers  le  nadir),  il  s*agit 
du  CHS  où  l'on  a 

A  =  B  =  /|C,        A-  =  /  =  o 

(GoRiATScnoFP,  Collections  de  Moscou,  1900). 

M.  Tshapliguinc  (  Travaux  de  la  Société  impériale  des  amis  de  la  PhiUh- 
Sophie  naturelle  de  Moscou,  1901)  a  montré  que,  si  la  constante  des  aires  était 
nulle,  le  problème  se  raiiienuil  aux  intégrales  hyperelliptiques.  M.  Kolosoff 
traite  la  même  question  en  se  servant  des  équations  de  Hamilton. 

Brill  (/.).  —  Note  sur  les  propriétés  algébriques  des  pfaffîeDs. 

(88-92). 

Addition  à  un  Mémoire  paru  dans  le  XXXIV*  Volume  des  Proceedings  oj 
the  London  niathematical  Society. 

Hardy  (C-H.),  —  Notes  sur  quelques  points  de  Calcul  intégrai. 

Sur  des  intégrales  multiples,  s'étendant  à  un  champ  infini,  conditionnelle- 
ment  convergentes.  L'auteur  estime  qu'on  a  tort  de  ne  regarder  comme  conver- 
gentes, parmi  les  intégrales  étendues  à  un  champ  infini,  que  celles  qui  sont  abso- 
lument convergentes  :  il  y  a  là  une  question  de  terininolo;:ie.  et  tout  dépend 

de  la  façon  dont  on  fait  croître  le  champ  de  rinlémale. 

Forsyth  [A, -II.),  —   Sur  les  familles  de  j^ôodésiquos   et   sur  les 
^rodésiques  parallèles.  (98-107). 

I/anlciir  montre  comment  diverses  propriétés  de>  ll^ric^  ^é<>déN;,ju,->  re>- 
sortcnt  facilement  quand  on  rap|>orte  la  surface  aux  liucios  d<'  longueur  nulle. 

Biirtu's  [E,-  ]].).  —  Sur  la  valeur  de  la  série  de  FouritM- 

s    -  —  X 
(I08-  I    I    >    ). 

Kii  supposant  que  n  soit  un  nombre  naturel  et  en  supposant  — "--^'J-^  r. 
la  valeur  de  cotte  série  est 


(  .>ri)"''  _,      /  0 
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en  désignant  par  S„(a)  la  n'**"*  fonction  de  BcrnouUi,  définie  par  les  conditions 

S„(a  +  i)-S„(a)  =  a-        S,(o)  =  o. 

Bromivich  (7\'J.).   —  La  droite  des  inflexions  d'une  cubique 
plane  unicursale.  (ii3-ii5). 

Hume-Rothery  (J.-H,).   —  Étude  du  vol  planant  des  oiseaux. 
(ii5-i28). 

Cette  étude  est  à  la  fois  ttiéorique  et  expérimentale;  elle  comporte  dos 
données  et  des  calculs  numériques. 

Thompson.  —  Sur  la  quartique  gauche  rationnelle.  (i3o-i32). 

Intersection  d'une  surface  du  troisième  degré  et  d^une  surface  du  sermi'l 
degré  dont  deux  génératrices  du  même  système  sont  situées  sur  la  surface  du 
troisième  degré.  Intersection  de  la  quartique  avec  les  vingt-sept  droites  do  hi 
surface  du  troisième  degré. 

Wright,  —  Note  sur  les  surfaces  de  Weingarten  dont  les  lignes 
de  courbure  forment  un  système  isotherme,  (i 33- 146). 

En  désignant  par  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  principaux,  les  surfaces  dont 
les  lignes  de  courbure  forment  un  système  isotherme  sont  : 

!•  Les  surfaces  pour  lesquelles  — l — ;  est  constant; 

a^  Les  surfaces  de  révolution; 

3**  Les  surfaces  données  par  une  solution  quelconque  de  Téquatioi 

en  supposant 

y=  ¥{x), 

;-+-!=-  2X2  F(X), 
P  P 

X  =  'k{u-h  v); 
X  est  une  constante,  Uj  v  sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure. 

^urnside  (  W.).  —  Sur  les  inversions  composées  et  les  transfor- 
mations alliées.  (147-159). 

Généralisation  de  l'inversion  composée  de  M.  Darboux  {Leçons  sur  la  théorie 
générale  des  surfaces,  t.  IV,  p.  79).  M.  Burnsidc  monirc  en  particulier  <*om- 
mcnt   toute   Irunsformution  du   groupe   continu   le   plus    général    pour    lequel 
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réquation 

dx  dx,  -+■  dy  dy,  ■*•  rfs  il:,  —  i> 

c»t  invariante  pciil  b\.ra  olilenue  cri   i'uiii|>o9aiii  un  miiiilirc  itnji.iir  d'iovenio» 
comiiDS^cs  généralisa !.■£. 

Hardy  {G. -fl.).  —Noies  sur  qiichiiic*  points  de  Calcul  ioUSgral. 

(i59-iti5). 

Evonipk's  (l'inté^ralfs  tloublc^.  ù   'liiMiiii  inriiii.  condiliuniirlIuincDt  l-odki- 
génies. 

Thompson    (A.-P.).   —   La  coiir'~    quintiqiic    rntionncllp    dans 
l'espace  i  quatre  dimeasioQS.  (u    -i^li)- 

Élade   géométrique  du  cetie  courbe;  reprise nUi lion   sur   calle   courbe  an 
coviiriaals  irréduclibles  d'nnc  forme  binaire  du  cinquième  degré. 

Dixon  (A.-L.).  —  Une  g^înéralisation  du  llidoi-ème  d'Ivory.  (177- 
,8-). 

Ce  tliëorèmi;  subsislu,  en  doDiixDt  au  mot  diilance  lu  signifiât  ion  g^nériilc 
signolée  par  Cajiey,  toutes  les  (ois  que  l'absolit  (ail  partie  des  farface*  h<inu>- 

fociilei. 

Hardy  (G.-t/.).  —  Noies  sur  quelques  points  de  (^jIciiI  iiitrgral. 
(,8;.,S„). 

Sur  l'opération  qui  est  ['inverse  d'une  double  iatégration. 

I.'autcur  montre  qu'il  y  a  tieu  de  distinguer  entre  les  trois  opérations 

-^  =liin   1ime(j-.  V,  /.,  k). 
<>-^iiy       A=o*-» 

en  posant  pour  abroger 

ei,.  y. /,,>)„""*''■  •-"-"'-■'■;;'-■"'■*'   '■'"-^"■■■-'; 

r  lors  même  que  les  dérirécs  n'ont  pus 

r  exemple,  si  l'on  suppose 

/iy)  =<f{x)-^-7^.y)' 
qui-   Ici   fiinolioiis  •^(x).   z(j')   soieni  déOniCii  pour 
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toutes  les  valeurs  de  x^  y,  sans  qu'on  suppose  rien  sur  la  conlinuilé  de  ces 
fonctions  ou  l'existence  de  leurs  dérivées. 
Signalons  le  théorème  suivant  : 

Si  Df{Xyy)  est  une  fonction  continue  dans  le  rectangle  (a,  A,  6,  B), 
on  a 

/(A,  B)-/(A,  b)-f{a,  B)+/(a,  6)  =  (  A  -  a)(B  -  6)  D/($, -n) 

On  en  conclut  que,  si  D/  est  nulle  dans  le  rectangle  (a,  A.  6,  B),  elle  est 
la  somme  d'une  fonction  de  x  et  d'une  fonction  de  y. 

J.  T. 


ZEITSCHRIFT  fur  Matiiematik  und  Physik  (»)• 


La  Revue  fondée  par  O.  Sclilomilch  en  i856,  sous  le  tître  de 
Zeitsçhrift  fur  Mathematik  und  Physik,  est  consacrée  désor- 
mais aux  Mathématiques  appliquées.  Les  Professeurs  R.  Mehmke, 
à  Stuttgart,  et  C.  Rungc,  à  Hanovre,  qui  ont  pris  en  1901  la  suc- 
cession de  M.  Cantor  à  la  direction  de  cette  Revue  en  expliquent 
(pages  8-10)  le  nouveau  but,  qui  est  la  publication  d'articles  re- 
latifs à  la  Mécanique  rationnelle  ou  technique,  à  la  Physique 
mathématique,  aux  méthodes  de  calcul  numérique,  à  la  Géo- 
métrie descriptive,  à  la  Géodésie,  etc. 

La  Revue  publie  aussi  un  répertoire  des  articles  concernant  les 
Sciences  appliquées  et  parus  dans  270  des  plus  importants  pério- 
diques; les  titres  de  ces  articles  sont  classés,  par  ordre  de  matières, 
par  E.  Wcilffmg,  Tome  XLVI,  pages  Sgo-^iS;  Tome  XLVII, 
pages  28^-317;  Tome  XLVII l,  pages  1 52- 182;  un  répertoire  spé- 
cial est  consacré  aux  publications  techniques,  Tome  XLVI, 
pages  5oi-5oG;  Tome  XLVII,  pages  3ij-32o;  Tome  XLVIII, 
pages  i83-i()2. 


('  )  Voir  Bulletin,  t.  XXVL,  p.  ij;. 
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Tome  XLVI;  1901. 


Ilelm  {Georg.),  —  Notice  sur  O.  Schlomiich  (1823-1901). (i-^). 

Sommcrfeld  {A,).   —  Elude    théorique   sur   la   diflTraclion  des 
rayons  de  Hontgen.  (1 1-97). 

Le  poinl  de  départ  est  Tliypothèse  de  Wiecliert  et  de  sir  Georges  Stokesiles 
particules  qui  constituent  les  rayons  cathodiques  produisent  un  choc  en  fra|>- 
pant  un  obstacle;  ce  choc  est  la  cause  d'un  fort  et  rapide  ébranlement  qui 
trouble  l'équilibre  de  Tétber  et  se  propage  dans  le  temps  et  Tcspace  suivant 
les  équations  de  Maxwell. 

L^uuteur  examine  le  cas  d'une  seule  impulsion  plane  se  propageant  depai^ 
riuliiii  et  arrivant  sur  un  écran  ou  sur  une  fente  dont  les  arêtes  sont  parallèles 
au  plan  de  l'impulsion;  il  suffit  de  traiter  le  problème  analytique  dans  un  pian 
normal  à  ces  arêtes,  avec  deux  variables  x  et  y.  L'impulsion  peut  être  rrpré- 
scniéc  par  une  fonction  de  la  forme  c— ^•(^•-♦-V/»»^  où  A'  est  très  grand,  ou  par 

X  * 

une  fonction  éj;ale  à  zéro  pour  \x  -h  \  t\  >  y»  et  à  l'unité  pour  \x  ^\t\<  -» 

>k  étant  un  nombre  très  petit  qui  représente  la  largeur  de  l'impulsion. 
Le  problème  revient  à  la  recherche  d'une  solution  de  Téquation 


.,.f(ru        0-ii\ 


(pli  satisfasse  à  des  conditions  données;  l'auteur  l'a  résolu  dans  le  cas  dun 
eciMti  en  imaginant  une  surface  de  Uiemann  à  deux  feuillets  dont  la  ligne  de 
joiKiion  (  st  la  trace  de  l'écran  sur  le  plan  xOr,  et  en  cherchant  une  solution 
nnilornie  <iir  cette  surface;  le  feuillet  supérieur  correspond  à  la  réalité  pl'V- 
>iqne.  Taulie  est  une  surface  idéale  sur  laquelle  passe  l'énergie  de  l'impul^i^" 
au  routai  t  «le  l'écran.  L'auteur  exprime  la  solution  par  une  intégrale  défin'^' 
Mioiitr»'  (juclle  est  unique  et  calcule  l'énergie  de  l'impulsion  ;  il  reprend  ensuilf 
le  pioM.iMc  en  partant  du  principe  de  Huyghcns  tel  qu'il  a  été  exposé  par  Kirc»- 
jjoir  et  lorrnnlé  dans  le  cas  de  deux  dimensions  par  Voltcrra  {/fendiconti  "^' 
Linrci,  iS.)_>  );  les  deux  méthodes  conduisent  à  des  résultats  sensiblement  iden- 
tiqurs  lorsque  "a  est  très  petit. 

Lorsijne  la  (liiïraetion  est  produite  par  une  fente  de  largeur  x,  la  mélliode 
<le  la  siirfa»  «•  de  Uiemann  est  impuissante  à  fournir  la  solution,  que  l'auieur 
(léiluii  (lu  principe  de  Huyghens;  il  calcule  l'circt  de  l'impulsion  dilTraclée  f'"'" 
mil'  plaque  photographique,  et  trouve  que  l'efTet  le   plus  net  se  manifoie  à  la 

di<taii«  0  —  de  la  fente;  il  discute  les  observations  de  Haga  et  Wind  (Annales 

(le  W'iedeniann,  i8<j(j)  et,  par  comparaison  avec  ses  calculs,  il  estime  que  la 
lar-rni'  a  de  l'impulsion  est  égale  à  o^*;*,  i3  et  sa  durée  égale  à  o/^  xh»''*^^' 
«ondes. 
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Killermann  (Anton).  —  Foyers  des  lentilles;  dé  termina  lion  des 
constantes  des  lentilles.  (98-1 33). 

Un  rayon  tombant  sur  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  se  divise  en 
deux  parties  dont  l'une  est  réfléchie  et  Taulre  réfractée;  les  rayons  issus  d'un 
point  à  distance  finie  ou  inflnie  subissent  sur  les  deux  faces  d'une  lentille  des 
reflexions  et  des  réfractions  donnant  lieu  chacune  à  un  point  conjugué  ou  à  un 
foyer;  l'auteur  donne  les  formules  qui  déterminent  tous  les  points  ainsi  obtenus. 

Disteli  (M,),  —  Sur  les  courbes  et  surfaces  d'engrenages.  (i34- 
181). 

Suile  de  l'article  du  même  auteur,  Tome  XLÏII  de  cette  Revue. 

On  considère  deux  surfaces  réglées  S^  S,  animées  de  mouvements  de  rotaiioni 
autour  de  deux  arbres  Op  O,  et  en  môme  temps  de  mouvements  de  translation, 
le  long  de  ces  arbres;  comment  doit-on  déterminer  Sj  et  S,  pour  qu'elles  se 
raccordent  à  chaque  instant  suivant  une  génératrice  commune  gy  et  pour  que 
leur  mouvement  relatif  soit  analogue  à  celui  des  engrenages  cylindriques  ou 
coniquesi  c'est-à-dire  ne  renferme  pas  de  glissement  parallèle  à  gf 

L'auteur  examine  d'abord  le  cas  où  les  mouvements  de  S,  et  S,  sont  héli- 
coïdaux et  sont  représentés  par  deux  vis;  g  est  alors  l'axe  de  la  vis  résultant 
de  la  deuxième  vis  et  d'une  autre  opposée  à  la  première;  S|  et  S,  sont  des  hcli- 
roïdes  engendrés  par  g  dans  les  deux  mouvements  donnés.  Pour  que  la  vitesse 
relative  parallèle  à  g  soit  nulle,  il  faut  que  les  héliçoïdes  soient  dévcloppables 
ou  que  leurs  lignes  de  striction  soient  tangentes  entre  elles.  Lorsqu'on  donne 
une  des  vis  et  l'axe  de  l'autre,  les  droites  g  répondant  à  la  question  se  répar- 
tissent suivant  des  surfaces  réglées  G  dont  les  plus  simples  sont  des  conoYdcs 
de  Pluecker. 

L'auteur  examine  ensuite  le  cas  où  les  rotations  et  les  translations  relatives 
à  O,  et  O,  sont  quelconques;  à  chaque  instant  il  existe  des  héliçoïdes  S,,  S^ 
tangents  le  long  d'une  droite  g  et  réalisant  la  transformation  de  mouvement 
pendant  un  temps  inflniment  petit;  les  droites  g  relatives  aux  instants  succes- 
sifs ont  comme  lieu  une  des  surfaces  G  dont  on  a  parlé;  elles  déterminent  des^ 
surfaces  réglées  H,,  R,  rattachées  aux  axes  O,  etO,,  et  répondant  à  la  que:ilion> 
Pour  que  le  glissement  le  long  de  g  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  H,  et  K, 
soient  applicables  l'une  sur  l'autre;  à  chaque  surface  G  correspond  une  relation 
entre  le  rapport  des  vitesses  angulaires  autour  de  O^  et  O,  et  le  rapport  des 
vitesses  de  translation  le  long  de  ces  axes.  Suivent  des  exemples  particuliers. 

IViftenbauer  (F,),  —  Sur  le  choc  de  filets  li(|uides  libres.  (182- 

198). 

La  pression  causée  par  le  choc  d'un  filet  liquide  sur  une  plaque  plane,  oblique 
à  la  direction  du  filet,  est  étudiée  en  partant  du  théorème  de  la  quantité  ilc 
mouvement  projetée  et  du  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gauss.  Cas  ou 
le  mouvement  des  filets  sur  la  plaque  est  gêné  par  des  obstacles.  Exemples. 

Somoff  (P.).   —   Applications  de  la  cinématique  des  svslcmes 
dcformables  aux.  systèmes  articulés.  (199-217). 
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Élude  des  systèmes  articulés,  dérivés  du  plagiographe  ou  pantographe  de 
Sylveslcr,  permettant  la  description  d'une  Hgure  semblable  ou  d'une  figure 
h  >mothétique  à  une  figure  donnée.  Cas  où  les  points  du  mécanisme  primiliTe- 
ment  fixes  décrivent  des  courbes  données. 

Proell  {Reinhold).  —  Règle  à  calculs  hélicoïdale.  (218-223). 

Hunp^e  (C).  —  Sur  les  fondions  empiriques  et  rinterpolalion 
entre  ordonnées  équldislanles.  (224-243). 

Premier  problème.  —  f{x)  étant  une  fonction  réelle  et  h  une  quanlilé  fixe, 
on  forme  la  suite  des  polynômes  G(,(a;),  Gi(a;),  ...  tels  que  G„(x)  solide 
dcj;ré  n  et  ait  les  mêmes  valeurs  que /(a?)  pour  x  =  o^  h^  2/1,  ...,  nh\  celle 
suite  de  polynômes  est-elle  convergente? 

Elle  ne  l'est  pas  toujours,  comme  le  montre  Texemplc  de  f{x)  =  e*;  la  suile 
ncst  ronvergcnlc  dans  ce  cas  que  pour  /t<loga.  Même  problème  lorsqu'on 
inierpole  pour  les  valeurs  o,  ±: /i,  ±12/1, 

Deuxième  problème.  —  a  ei  b  étant  deux  quantités  fixes  réelles,  on  insère 
cnlre  elles  n  —  i  moyens  arithmétiques  et  l'on  forme  le  polynôme  G„(jr),  de 
degré  /i,  qui  a  les  mêmes  valeurs  qu'une  fonction  donnée  /{x)  pour  les 
n  -h  I  termes  ainsi  déterminés;  la  suite  des  polynômes  G„{x)  est-elle  conver- 
gente lorsque  n  augmente  indéfiniment? 

Si  i,\ix)  est  le  polynôme  qui  s'annule  pour  les  /i -h  i  valeurs  de  x  consi- 
dérées, la  formule  de  Caucliy  donne 


„(jn_  /'.  z)  ciz 

\  .j  j  «rf  X 


rinté^rale  relative  à  la  variable  complexe  z  élanl  étendue  à  un  contour  uc 
renfermant  pas  de  point  singulier  dcy(:;);  il  suffit  donc  d'étudier  le  tcrnu- 
eoiiipiénientaire. 

ï^i   [J{x,  y)  est  la  partie  réelle  de  la  fonction 

-. l<'i;(  z  —  a)  -\ Iog(  z  —  b). 

b  —  a  a  —  b 

et  si  l'on  traee  la  courbe  de  la  f.itnille  L'(vr.  y)  —  consl,  qui  passe  par  un  poml 
sini^nlier  de  f{z)  sans  en  contenir  d'antre  à  son  iritérieur,  la  limite  de  (»„(^) 
n'existe  et  ne  représente  f{x)  que  dans  la  portion  du  segment  {a,  b)  ml^'- 
rieure  à  celle  courbe. 

Mehmke  (li.).  —  Une  construction  d'ombres.  (244-24 j). 

Jfehni/iC  (//.).    —    Conslruclion   de   rintcrscclion   d'une  surface 
enveloppe  avec  une  surface  plane  ou  courbe.  ('>.:\i]-2:\S). 

d'est  l'enveloppe  des  sections  des  surfaces  enveloppées. 


REVUE  DIÎS  PUBLICATIONS.  225 

Rohvbach  {Cari),  —  Un  nouveau  trait  de  perspective.  (249-230). 
Cas  où  le  point  de  fuite  est  hors  des  limites  de  Pépure. 

Finsterwalder    (S.).     —     Solution     d'un     problème     proposé 
Tome  XLII.  (25i-253). 

Le  filet  d'un  ballon  sphériquc  est  un  réseau  constitué  par  deux  familles  de 
loxudromics;  élude  de  ses  déformations  lorsqu'on  l'applique  sur  un  plan  ou  sur 
une  surface  de  révolution. 

Ileymann  (  W,).  —  Sur  les  groupes  de  racines  découpés  par  des 
contours  polygonaux.  (265-296).  * 

Application  du  procédé  indiqué  dans  le  Tome  113  du  Journal  de  Crelle  pour 
calculer  par  approximations  successives  les  abscisses  des  points  communs  à 
deux  courbes  y  =/(a?),  y  =  ©(a?);  cas  où  o{x)  =  x.  On  construit  une  ligne 
polygonale  dont  les  sommets  sont  alternativement  sur  les  deux  courbes  et  les 
cùlés  alternativement  parallèles  aux  axes  et  Ton  cherche  les  points  limites;  cas 
où  la  ligne  polygonale  se  ferme. 

Ileymann  (  \V.).  —  Détermination  des  axes  d'une  ellipse  dont  on 
donne  le  périmètre  et  la  surface.  (296-299). 

Saf/ner  (Ednard),  —  Sur  les  rotations  en  Géométrie  descriptive. 

(3oo-3io). 

Applications  à  la  recherche  de  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  et  de 
Tanglc  de  deux  plans,  ainsi  qu'à  la  construction  d'un  trièdrc  dont  on  donne  les 
trois  dièdres. 

Timerding  (H,-E,),  —  Sur  un  problème  de  Géométrie  descrip- 
tive. (3i  1-323). 

Construction  des  droites  s'appuyant  sur  quatre  droites  données.  La  surface 
réglée  du  second  ordre  déterminée  par  trois  des  droites  est  coupée  par  deux 
plans  issus  de  la  quatrième  suivant  des  coniques  rapportées  projcclivement 
l'une  à  l'autre;  les  trois  premières  droites  déterminent  sur  ces  plans  deux 
triangles  dont  les  côtés  homologues  rencontrent  la  quatrième  droite  en  des 
couples  de  points  homologues;  les  points  doubles  des  divisions  ainsi  définies 
sont  les  points  d'où  sont  issues  les  deux  droites  cherchées.  La  correspondance 
définie  sur  les  deux  coniques  fournit  les  contours  apparents  de  la  surface  réglée. 

Grumvald  (José/).  —  Sur  la  construction  des  figures  renfermant 
des  points^  des  droites  et  des  plans  imaginaires.  (323-329). 

Addition  à  l'article  Tome  \LV.  page  10;  construction  de  l'homologue  d'un 
point  réel   m  dans  l'involution  gauche  définie 'par  deux   droites   imaginaires 
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conjuguées.  Les  deux  directrices  étant  définies  par  les  quaternes  (a,  b,  a\b'), 
{ay  b\  a* y  b)  de  génératrices  d'un  système  réglé,  on  mène  par  le  point  m  lr« 
transversales  ma^',  ma'^  s'appuyant  sur  a,  b'  et  sur  a',  b',  Tinterseetion  deajl 

et  a'P'  est  le  point  m'  cherché. 

Miillcr  (/^).  —  Les  courbes  liées  au  mouvement  de  la  bielle  el 
touchées  en  six  points  par  une  tangente.  (33o-342). 

Addition  aux  articles  des  Tomes  XLII  et  \LIII  de  cette  Revue.  Pour  nn 
choix  particulier  des  côtés  d'un  quadrilatère  articulé  dont  un  membre  est  fiie, 
un  point  qui  est  sur  la  bielle  ou  qui  lui  est  invariablement  lié  décrit  onc 
courbe  dont  la  tangente  en  un  point  particulier  a  six  points  confondus  com- 
muns avec  la  courbe;  cell(f-ci  se  confond  sensiblement  avec  une  droite  aui 
environs  du  point  et  le  mécanisme  peut  remplacer  le  parallélogramme  «le  Walt. 

Les  quadrilatères  répondant  à  la  question  dépendent  d'un  paramètre  variahK-: 
le  plus  simple  d'entre  eux  est  un  trapèze  de  seconde  espèce  dont  lu  grande  b<ivr 
est  fixe  et  vaut  trois  fois  la  petite  base,  les  côtés  obliques  valant  quatre  fois 
celle-ci;  le  milieu  de  la  petite  base  décrit  une  courbe  renconti*ée  six  fois  par  lu 
tangente  parallèle  à  la  grande  base. 

Cramer  (flans).  —  Sur  le  mouvement  caché.  (343-347)- 

A  l'aide  du  principe  du  mouvement  caché,  la  loi  de  Weber  relative  à  l'action 
de  deux  masses  électriques  se  ramène  à  Tattraction  newtonicnne. 

Grae/e  (F.),  —  Relations  entre  l'ellipse  centrale  d'inertie  et  les 
cercles  d'inertie.  (348-353). 

Vix  cercle  passant  par  le  centre  do  rdlipsc  centrale  d'inertie  el  par  les  points 
où  une  des  tangentes  à  cette  ellipse  rencontre  W.  cercle  de  Mongc  est  un  cen  l«- 
d'inertie  dont  le  point  principal  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  rni^i- 
dcrco;  connaissant  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  droites  dtmt  ihii\ 
sont  rertarïgulairos,  on  peut  construire  un  cercle  d'inertie  el  son  point  prin- 
cipal et  en  tlétluire  le  moment  par  rapport  à  une  droite  quelconque. 

Staeckel  [Paul),  —  Remarque  sur  une  Note  de  R.  Ziegel.  (  .1")  {  >. 

La  Note  du  Tome  \LV,  pa^'ir  3.JS,  est  une  conséquence  d'un  lliéorèmc  connu 
sur  les  fonctions  des  racines  diitie  cMjuation  irréductible. 

Krieniler  (C/i.-J.),   Pilgrirn  (L.),  Kiibler  (J,).  —  Remanjues 
sur  la  rosislance  au  flaïuhemenl.  (355-.)- i  ). 

Kiihier  a  publié  dans  le  Tome  \LV  de  cette  Revue  un  article  sur  la  résistance 
au  llarnbement  :  Kricmlcr  relève  des  fautes  de  calcul  el  montre  que  le  r«:sultat 
exact  est  celui  que  donne  la  formule  d'Kuler  corrigée. 

Pil^rim  arrive  aux  mêmes  conclusions  el  pousse  plus  loin  Tapproximation  ; 
dans  le  cas  d'une  compression  axiale,  le  nambement  ne  se  produit  pas  tant  que 
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sa  valeur  P  est  inférieure  à  la  valeur  P^  donnée  par 

^'EI  P« 

lorsque  P  >  P^,  la  flèche  /  produite  est  donnée  par  des  formules  renfermant 
des  fonctions  elliptiques,  mais  si  P  <5Pg,  on  peut  se  contenter  de  la  formule 
approchée 


f='.-4Vv/F> 


Ktiblcr  justifie  ses  calculs,  en  disant  qu'ils  s'appliquent  à  une  poutre  déjà  pliée, 
dont  les  extrémités  sont  ensuite  maintenues  fixes. 

Klein  {F,),  —  Sur  la  fonction  de  Bruns  appelée  EikonaL  Trans- 
formation collinéaire  de  Tespace  dans  la  théorie  des  instruments 
d'optique.  (372-382). 

Bruns  a  étudié  la  marche  des  rayons  lumineux  dans  un  instrument  d'optique 
ù  l'aide  des  dérivées  partielles  d'une  fonction  de  quatre  variables  qu'il  appelle 
Eikonal;  Klein  montre  qu'elle  se  déduit  de  la  fonction  caractéristique  de 
Haiiiilton,  égale  au  temps  employé  par  la  lumière  à  traverser  les  milieux  suc- 
cessifs. 

Klein  démontre  géométri(|uemrnt  les  résultats  de  Bruns  rclutifs  à  un  instru- 
ment d'optique  absolu;  si  les  rayons  issus  d'un  point  concourent  tous  au  point 
conjugué,  l'instrument  opère  une  transformation  collinéaire  de  l'espace  qui  est 
une  similitude. 

Franche  {Adolf),  —  Résistance  au  flambement  de  colonnes  de 
section  variable.  (4 19-434)- 

Généralise  pour  les  poutres  de  section  variable  et  chargées  debout  les  calculs 
qui  conduisent  à  la  formule  connue  d'Euler  relative  au  flambement  des  pièces 
de  section  constante. 

Kiitta  (  IVilhelm).  —  Contribution  à  l'intégration  des  équations 
difTérentielles  par  approximations  successives.  (435-433). 

Complément  de  l'article  de  Rungc  {Math.  Ann.,  t.  XLVI)  et  de  celui  de 
Ilcun  (cette  Revue,  t.  XLV).  Soit  x,  y  un  système  de  valeurs  relatives  à  une 

solution  de  l'équation  •—-  z=:  f{x^  y)\  on  se  propose  de  déterminer  l'accroisse- 
ment ly  relatif  à  un  accroissement  donné  Ix  de  la  variable;  on  cherche  une 
suite  de  valeurs  A,^',  l^y^  ...  et  des  coefficients  a,,  Xj,  ...  tels  que  la  difl'é- 
rence 

ly  —  (  a,  A,^'  -h  a,  AjjK  +. . .  ) 

Sfiit  d'ordre  le  plus  élevé  possible  en  Ix,  La  méthode  s'applique  d'une  infinité 
<^ie  manières  jusqu'au  quatrième  ordre,  mais  non  au  delà;  le  calcul  approché 
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Jollex  (Staitùiaits).  —  Thoorie  gijomêuiquo  île  la  jioiilre  jiara- 
bo]îi|ite.  (453-456). 

Considtrona  un  sysl^me  niciculalrc  dunl  la  meilibrore  inférieure  nt  honriB- 
lale  cl  tu  tiii-mbrtire  supérieure  est  paraliulique,  posifiduaC  dci  travervu  tciti- 
cil»  et  d'uutrcs  obli(|ucs  cL  «uppoMns  iiu'unc  charf^e  réfsuliére  w  JépUcr  toi 
la  membrure  inférieure!  par  la  .itatir^iii;  graphique,  on  voit  que  le  maiimnin 
d*  i'elTurl  dans  une  traversa  oblique  eil  proportionnel  à  sa  lonGUFur. 

Grusinzetv  (À. -P.).  —  Tlitorie  de  la  capillarité  et  Wu  l'hjdro- 
stalique.  (^^y-^-^o). 

L'Iiydrostmiquc  cl  In  capillariU  pcuTcnt  ilrf  irailëes  simalunémcni  en 
considérant  un  liqDidi^  comme  un  '^y^^mo  ile  points  matériels  r«mpli*t*nl 
d'une  manière  contînoe  un  toIuih'  i     .  :   ~  r  : . .  ?  iiiléricurci.  en  veriu  dr' 

liiisons  existanicft,  dérltant  d'uri  -     i.inction  de  la   densité  du 

liquide  et  du  rayon  d«  h  tpUén    i  . 

L'auteur  applique  le  principe  du  trdviiil  virtuel  aux  forces  extérieure»  et  inli- 

1°  Les  points  intérieurs  au  lolume  occupé  par  le  liquide; 
1-  Les  points  de  la  surface  de  contact  avec  les  corps  fixes; 
3'  Les  points  de  Ja  surface  libre  du  liquide. 

Pour  les  premiers,  le  potentiel  des  forces  Intérieures  ne  dépend  que  de  la 

densité;  pour  les  antres,  il  dépend  de  l'épaisseur  de  la  couche  juperlicielle  du 
liquide  et  aussi  de  sa  densité;  celle-ci,  comme  dans  la  tliéorie  de  Poisson,  peut 
iivoir  une  valeur  dilférentc  de  celle  qu'elle  a  dans  le  volume:  l<'>  ai-tions  du 

I.c  principe  du  travail  virtuel  et  la  condition  relative  i  la  comprcssiliilitê  oa 
l'ineotiiprcssibilité  du  liquide  conduisent  pour  les  points  intérieurs  aux  équa- 
tions usuelles  et  au  principe  de  Pascal,  pour  les  pnînts  de  la  surface  libre  à  la 
pression  capillaire  et  i  la  tension  superficielle;  enfin,  poar  les  points  du  contour 
de  cette  surface,  i  l'angle  d'accommodation,  qui  dépend  seulement  de  la  densitc 
et  de  l'épaisseur  des  eouclies  superficielles, 

Denizol  {Alfred).  —  Sur  nnprobltmed'Eulcr  relatif  au  pendule. 

(.(--4;9)- 
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Un  corps  pesant  repose  sur  un  plan  horizontal  par  une  surface  cylindrique  de 
révolution  qui  peut  rouler  sans  glisser  sur  le  plan;  le  mouvement  de  ce  pendule, 
déjà  proposé  en  exercice  par  JuUien,  dépend  d'inlégrales  elliptiques  qui  sont 
calculées  complètement  ici;  une  faute  de  calcul  est  rectifiée  page  vi. 

Mehmke  (/?.)•  —  Calcul  des  racines  d'équations  du  deuxième  ou 
troisième  degré  par  la  machine  à  calculer.  (479-4^3). 

Soient  a  et  a -h  i  deux  entiers  consécutifs  comprenant  une  seule  racine  x 
d'une  é<|uation  algébrique;  dans  la  transformée  en  x —  a,  on  ne  garde  que  le 
terme  constant  et  le  terme  du  premier  degré;  on  a  ainsi  le  premier  chiffre 
décimal  de  la  racine  et  ainsi  de  suite.  Les  calculs  s'effectuent  rapidement  avec 
la  machine  à  calculer. 


Tome  XLVII;  1902. 


Fischer  (  lictor),  —  Analogies  avec  la  Thermodynamique.  (i-i4)- 

Helmholiz  et  Boitzmann  ont  montré  l'analogie  qui  existe  entre  le  mouvement 
dos  systèmes  monocycliques  et  celui  de  la  chaleur;  l'auteur  compare  avec 
Thomson  et  Rankine  la  Thermodynamique  à  l'étude  du  mouvement  des  tour- 
billons élémentaires.  Dans  ce  mouvement,  la  force  centrifuge  équivaut  à  une 
pression  p;  si  v  est  le  volume  spécifique,  T  le  carré  de  la  vitesse  langentielle 
et  R  une  constante,  il  existe  une  relation  de  la  forme  pv  =.  RT.  Le  passage  do 
Ténergic  d'un  tourbillon  à  un  autre  voisin  de  vitesse  différente  est  analogue  à 
la  transmission  de  la  chaleur  et  satisfait  à  des  formules  dans  lesquelles  les  cha- 

I  n 

leurs  spécifiques  c,  et  c..  auraient  les  valeurs  -7  et  —  • 

I^rancke  (Adol/),   —  Arcs   dont  les   appuis   sont   reliés   d'une 
manière  élastique.  (i5-28). 

Les  formules  habituelles  relatives  aux  déformations  élastiques  des  arcs  métal- 
li(|ucs  sont  établies  en  sujiposant  que  leurs  extrémités  sont  des  rotules  fixes; 
lorsque  ces  rotules  sont  reliées  par  une  tige  extensible,  les  formules  doivent 
être  modifiées,  mais  tout  se  passe,  à  des  termes  négligeables  près,  comme  dans 
le  cas  où  les  extrémités  sont  fixes,  à  la  condition  d'introduire  à  la  clef  une  ten- 
sion supplémentaire  fictive.  L'auteur  examine  le  cas  d'un  arc  circulaire  simple, 
et  celui  de  Tenscmble  de  deux  arcs  articulés  en  ogive. 

DoleiaL  {Eduard).  —  Les  problèmes  des  cinq  et  des  trois  rayons 
en  Photogrammétrie.  (ag-SS). 

lùn  Géodésie,  on  utilise  les  clichés  photographiques  pour  déterminer  la  posi- 
tion réelle  dans  l'espace  des  points  dont  on  a  l'image  sur  la  plaque;  on  les  rap- 
porte pour  cela  à  certains  points  de  repère  dont  on  connaît  à  l'avance  les  coor 
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données  géographiques  et  Paltitude.  Il  faut  rapporter  d'abord  à  ces  points  de 
repère  le  point  de  vue  d'où  est  prise  la  projection  photographique,,  puis  leplaa 
du  tableau  et  la  ligne  d'horizon. 

La  détermination  de  ces  inconnues  fondamentales  peut  se  faire  de  deoi 
roanicro  : 

I**  On  connaît  cinq  points  de  repère  et  leurs  coordonnées  géographiques  et 
Ton  mesure  sur  le  cliché  la  distance  horizontale  de  leurs  images; 

2*  On  connaît  trois  points  de  i*epèrc  et  leurs  coordonnées  géographiques:  on 
mesure  dans  l'espace  leurs  azimuts  relatifs  et  sur  le  cliché  la  distance  koriso»- 
tale  de  leurs  images. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  on  détermine  alors  d'une  manière  unique  le  point  de 
vue,  l'orientât  ion  du  plan  du  tableau  et  la  projection  du  point  de  toc  sar  ce 
plan;  la  connaissance  des  altitudes  des  points  de  repère  fournit  ensuite  la  posi- 
tion la  plus  probable  de  la  ligne  d'horizon. 

Lorsque  le  nombre  des  points  de  repère  connus  est  plus  élevé,  oo  atilise  h 
méthode  des  moindres  carrés  pour  trouver  la  solution  la  plus  |»t>bable  et  les 
erreurs  correspondantes;  l'auteur  indique  une  marche  simple  de  cahrab  et 
donne  des  exemples  numériques. 

Skutsch  {Rudolf).  —  Sur  les  balances  à  équations,  i  85-io4f. 

Rappel  de  la  balance  hydrostatique  de  Meslin  (Journal  de  Phrsiqme.  t^^yo^ 
pour  résoudre  les  équations  algébrique^,  puis  des  balances  de  Massas  et  de 
Grunt^  formées  de  /i  -r- 1  leviers  du  premier  genre  successifs  agissant  chacnssr 

le  suivant:  le  rapport  x  des  bras  de>  leviers  e>t  le  même  pour  tous  et  •>«  If  û:'. 
varier  jusqu'à  ohienir  l'cquilibre.  Kluile  d'une  balance  formée  encore  rjr  i-:-^ 
leviers  suoocssifs,  dont  les  brus  sont  constants  en  grandeur,  mais  dont  I-'s  :^*-:rf- 
d'oscillations  et  les  inclinaisons  relatives  sont  variables  et  fournissen:  .«  ^i-^ir 
de  l'inconnue. 

//(  ft/i  {  hiirl  ).  —  Elude  du  viriel  et  du  moment  d'un  svstt^me  ?îi- 
li>nfiaire  de  forces  dans  le  mouvement  d'un  corps  solide.  14- 
I  i  *>  ' . 

-Mobius,  Minviitic.  l»arbou\,  etc.  ont  étudié  les   systèmes  de  f  r^.-f^   i  3:  ^^ 
veclcurs  représentatifs  restent  constants  en   grandeur  et  dire- tion  tjr.  :-  ;. 
leui'i  {HMnts  d'application   varient.  >i  /  est  le  vecteur  reprèsenlalif  i  jif  :  r- 
et  >i  .r  c-it  le  vecteur  allant  de  l'oriiiine  à  son  point  d*appIicati'>o.  li  s-^-iia-i  i-f? 
pr«'-luii<  intérieurs  des  vecteurs  jr  et  _/"  est  le  viriel  du   sxsienie:  !-i   '«.oiii*'  d-' 
leur-  pr-nluiis  extérieurs  est  le  nionienl  de  ce  système. 

L\»ut'ur  applique  les  pr»Ked«s  liu  calcul  vectc»riel  à  l'étude  Je  U  vjru*  " 
ilu  Vinci  et  du  moment  lorsque  les  points  d'application  des  V  r>:e>  jçpar'..  :î- 
ncul  V»  un  solide  anime  d'uue  translation,  d'une  rotation  ou  d'aa  moaTeoie-:. 
h' 11- «M  lai  :  il  retrouve  d'une  nianirre  simple  et  éléuante  le-^  nt^^-u'itj*-  -•  a  ■  1^ 
dcpu.-»  M  Imu>  vur  l'c'juilibre  a>talique.  sur  les  droites  qui  son*.  j\i-  i-^ii^  :>*• 
pour  L<  ix'tati  'US,  sur  les  rotations  qui  amènent  le  System*:  »3  c;i:i;lc.'  : 
le>  ..eue: alise. 
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Radio  {Ferdinand),  —  Sur  la  cubalure  du  paraboloïde  de  révo- 
lution. (126-127). 

m 

Kvalualion  du  volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe,  on 
fonction  des  aires  de  deux  sections  circulaires  quelconques. 

Burmester  {L.),  —  Théorie  cinématique  géométrique  du  mouve- 
ment dans  le  plan  ou  dans  Tespace  des  systèmes  déformables 
d'après  la  loi  de  l'afiinité  ou  la  loi  de  similitude^  ainsi  que  des 
systèmes  indél'ormables.  (i  28-1 56). 

Suite  d'un  article  de  cette  Revue,  Tome  XXIII,  1878,  page  108. 

Toute  déformation  par  affinité,  c'est-à-dire  toute  transformation  homogra- 
pbique  laissant  invariable  le  plan  de  Tinfini,  comprend  comme  cas  particulier 
la  déformation  par  similitude  et  le  mouvement  des  corps  solides.  Si  par  chaque 
point  du  système  déformé  on  mène  le  vecteur  vitesse,  les  extrémités  des  vec- 
teurs ainsi  tracés  forment  un  système  transformé  du  premier  par  affinité;  les 
points  du  syslcnic  donné  et  les  plans  perpendiculaires  aux  vitesses  de  ces  points 
forment  un  système  nul  ou  focal  de  Mobius. 

A  lin  instant  donné,  les  droites  qui  se  déplacent  sans  déformation  sont  les 
génératrices  d'un  cône  du  deuxième  ordre  et  les  droites  parallèles  à  ces  géné- 
ratrices; en  particulier,  celles  de  ces  droites  qui  sont  animées  d'une  rotation 
autour  d'un  axe  qui  leur  est  normal  forment  une  congruence  de  quatrième  ordre 
et  de  deuxième  classe.  Dans  cbaque  déformation  infiniment  petite,  existent  deux 
systèmes  de  plans  parallèles  tels  que  les  points  contenus  dans  un  de  ces  plans 
subissent  une  transformation  par  similitude. 

Application  aux  dilatations  des  cristaux  et  aux  déformations  des  byperbo- 
loïdes  ou  paraboloïdes  articulés. 

Kriiger  (L.),  —  Sur  la  compensation  des  poly^rones  et  des  chaînes 
de  triangles  géodésiques  et  sur  la  formule  internationale  d'ap- 
proximation pour  TeiTeur  angulaire  moyenne.  (157-196). 

L'Association  géodésique  internationale,  dans  sa  réunion  de  Nice  en  1887,  ^ 
adopté  une  formule  de  Ferrero  pour  la  valeur  approchée  de  l'erreur  moyenne 
des  mesures  angulaires;  cette  formule  ne  s'applique  qu'à  une  chaîne  simple  de 
triangles;  Tauleur  en  donne  une  autre  plus  exacte  pour  les  autres  cas,  en  par- 
tiriilicr  pour  les  systèmes  centraux,  et  indique  dans  quels  cas  la  formule  de 
Fcrrcro  est  encore  applicable. 

Rodenberg  (C).  —  Sur  la  courbe  d'intersection  de  doux  tores 
égaux  et  sa  décomposition  en  cercles.  Sur  les  points  d'inler- 
section  d'une  ellipse  et  d'une  conique  ayant  mêmes  directions 
d'axes.  (196-200). 

Si  deux  tores  égaux  ont  même  plan  d'équaleur,  leur  intersection  se  compose 
d'une  courbe  du  quatrième  ordre  et  d'une  courbe  sphérique  projetées  sur  le 


Zermelo    {E.).    —    Reclierchcs    hydrodynamiques    reblives  nnx 
niomcnicnlâ  loiirLIIIoiwuiirËs  sur  une  Rurfacc  splicii«[iic.  (301- 


l-:[al)liS9Pin«iil  de;  équations  du  moufpmenl  d'un  flujil«  mnhlle  San*  froue- 
ment  sur  uue  iiirraue,  en  coordonnée!  eumhgnrs  u,  v  ortliogoiulc*.  Dbdi  If 
CHS  d'un  liquide  homogène  incompressÉble,  U  régitrtltlon  dns  vI(c*m»  e*t  déicf- 
min^e  par  \»  laleur  de  la  foiiiMion  (te  courant  ^(U,  V);  Celle  fonelion  ot\  d»- 
coniinue  pour  les  lourccs  positives  ou   a^gittlTUi  on  lapiioso  Ici   qo'll   tt'ta 

Si  rf»'  «l  égal  i  U-'  rfu'+  V-"  rfï",  l'iatensité  p  du  tniirliill-m  e»  cliH-jne  pnint 
est  douuùc  par  l'équaLion 

— [i(ïg).^(ï*)]. 
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il  la  recLerclie  des  vitcssos  lorsqu'on  donne  les  lourbillon*  déiwivd 
de  l'intégration  de  l'équallon  précédente  Dû  if  ett  l'inconouc;  le«  point*  <lr 
disconlïnuflé  peuvent  remplir  des  ligues  ou  coupures  lelles  que  la  vili^nr  v>ti« 
bruiquemeni  d'un  bord  à  l'autre,  on  bien  ils  peuvent  être  iMiés;  ce  soat  «Ion 
des  centres  tourbillonnaircs  {ilrudel)  autour  desquel»  le  liquide  tourne  axe 
une  vitesse  d'aulant  plul  grande  qu'il  en  est  plus  rapprucli^;  U  circulaliOD  le 
lODg  d'un  contour  iiilînimcnt  petit  entourant  un  tel  point  rpste  QDic 

L'auteur  applique  ees  cou  sidéra  lions  au  mouTemcnl  sur  la  splif're  i^n  preQ*ii( 
sait  les  coordunniies  polaires  sphériquea  S,  u  autour  d'un  p&Ie  O,  !>oit  le*  coor- 
données  cartésiennes  x,  y  de   la  projection   sténfo^aphiquc    /aïlc   du    paie 

;  lï  foucliun  U-  e>t 


r  consti 

,nte  —  ^  et  où  la  vitesse  ne  dépend 

égale  a 

L  ™logsin"  et  le  pûle  0  est  un  ccn 

m.  Plu 

s  généralement,  si  n  points  P„  P.,  ... 

que  l'on  peut  appeler  potentiel  iphcrique  des  masses  m^,  est  une  fonction  dr 
courant,  l'intensité  de  touibillon  étant  —  ^ — -■  La  notion  de  potentiel  spliè- 

riquc  s'étend  au  cas  d'une  répartition  continue  de  masses  sur  la  spbérc  et  elle 
fournil,  A  une  constante  prés,  une  solution  de  l'équation  (>). 

Pour  les  courants  stationnaircs,  p  est  une  fonction  de  <};  si  p  =z  A-iji,  la  solu- 
tion du  prolilcme  dépend  de  fonctions  spbériquesi  si  ^  ne  dépend  que  de  0,  on  u 
à  intégrer  l'équation 

^+colO-'^-3t^  =  o: 
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elle  n'a  de  solution  continue  que  si  aA*  =—  /i(/i  -M),  n  élunt  entier,  et  celte 
solution  s'exprime  par  les  polynômes  de  Legendre. 

Klein  (F.),  —  Sur  la  théorie  de  la  vis  de  Sir  Robert  Bail.  (287- 

205). 

L'auteur  complète  analytiquement  la  théorie  de  Bail  au  point  de  vue  de  la 
théorie  moderne  des  groupes  de  transformation  de  l'espace  et  il  la  rattache  à 
la  géométrie  réglée.  Les  six  coordonnées/?,  7,  r,  1/,  v,  w  de  la  vitesse  instan- 
tanée d'un  corps  solide  et  les  six  coordonnées  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  d'un  s^'stème  de 
forces  subissent  les  mêmes  transformations  par  le  groupe  des  mouvements  et 
les  homothéties  directes,  mais  subissent  des  transformations  de  signes  contraires 
par  les  symétries. 

La  théorie  de  la  vis  est  celle  des  substitutions  de  l'espace  réglé  laissant  inva- 
riables les  équations />'-!-  q^-h  r^=  o  et  pu  ■+■  qv  -f-  rtv  =  0. 

Timerding  (H.-E,).  —  La  théorie  de  la  valeur  d'après  BcrnouUi. 
(3ai-354). 

BuGfon  et  Bernoulli  ont,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  énoncé  ce  principe 
que  la  valeur  relative  d'un  gain  ou  d'une  perte  est  en  raison  inverse  de  la  for- 
tune du  joueur.  L'auteur  discute  ce  principe,  simplifie  les  démonstrations  des 
théorèmes  qu'en  a  déduits  Laplace,  cherche  les  propriétés  générales  d'une  fonc- 
tion du  revenu  que  l'on  pourrait  substituer  à  celle  de  Bernoulli  et  en  fait 
l'application  à  l'établissement  de  l'impôt  sur  le  revenu. 

Bobyle^v  (D.)  et  Friesendorf  {Th.),  —  Sur  le  roulement  péri- 
mélrique  de  la  toupie  dont  le  centre  de  gravité  est  au-dessous 
du  point  de  suspension.  (354-367). 

Un  corps  de  révolution  en  forme  de  cloche  repose  sur  une  pointe  fixe;  il  est 
surmonté  d'une  tige  cylindrique  dirigée  suivant  l'axe  de  révolution  et  cette  tige 
s'appuie  avec  frottement  sur  une  courbe  sphérique  dont  tous  les  points  sont  à 
une  distance  constante  du  centre  de  suspension.  Dans  quelles  conditions  doit-on 
hincer  la  toupie  ainsi  constituée  pour  que  la  tige  roule  sans  glisser  sur  le  péri- 
mètre de  la  courbe?  Les  auteurs  résolvent  le  problème  lorsque  la  courbe  est  un 
cercle,  puis  lorsqu'elle  est  quelconque. 

Kiibler  (/.).  —  Encore  une  fois  la  véritable  formule  du  flambe- 
jnent.  (367-374)« 

Complément  à  l'explication  donnée  Tome  XLVI,  page  36;. 

Schuh  (Fred,).  —  La  courbe  de  vision.  (375-399). 

Supposons  les  deux  yeux  accommodés  pour  la  vision  nette  d'un  point  de 
l'espace;  les  autres  points  perçus  nettement  sont  ceux  qui  envoient  des  rayons 
frappant  les  rétines  en  des  points  correspondants;  ils  forment  une  cubique  tracée 
sur  un  cylindre  circulaire,  cubique  appelée  horoptercurve  par  l'auteur. 

BuU,  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  t.  XXVIII.  (Décembre  1904.)    R.17 
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Itorn  (/.).  —  Sur  la  lliéorie  d. 

es  petites  oâcillaiioiis  fiulcs  d'on!^ 

sysième  è  un  degré  de  liberlé. 

(4oo-4aS). 

Suivant  une  \àie  de  llouib,  il  f^ut 
ment  comme  le  premier  lerme  d'uu  d 
»weencc  de  celle  série,  ainsi  que  la  ! 
PaJn»ré  indiquent  la  marche  â  auivrr 

On  ne  cunsidère  ici  que  le  cas  d'un 
pendunl»  du  IcmpR.  Si  les  forrci  ii'-  d 
mouvemeul  m  ruin*ne  i  lu  forme 

considérer  la  solotbn  donn«  hal.iwdl». 
évcloppement  en  série  M  Éludier  U  <on- 
iiabilJté  du  ffloufcnient;  les  inêthodet  de 

degré  de  Jibert*.  le*  liaisooi  rtiant  indi- 
k-()fndeQl  pas  de  la  vitesse,  l'ciiualiun  da 

?^  — 

.J^'-t-OliT--!-...-, 

eu  supposant  la  vitesse  initiale  nulle  e 
suflisammcnt  petite,  le  mouTemcnt  et 
oscillation  est   une  série  convergente 
aussi  uue  séi'ie  de  la  forme 

l  Xi     plitude  initiale  égale  *  niir  valeur  e 
it  périodique  et  la  duri^e  w  de   la  dniu- 
de  puissances  de  c\  lu  voleur  .le  Jr  r-t 

I'' 

*(')'•'. 

îi{(  jetant  une  fontlicnp^nodiqucis'c' 

.I.cimantaumo.vendcc-.s'";^'.  eosî^-' 

M  rjmine  i  la  forme 

,  le  mouTemcnl  Otant  am»rl..  IVqnaliun 

d'x         .  dx 

ij-'-(-î3jx'-I-ïi''4-..., 

où  X  c]  X  sont  positifs.  Les  trois  cas  X<x,  ï.>x,  X  =  x  doaoent  lieu  A  de« 
calculs  analogues  aux  précédents  et  la  solution  classique  de  l'équation  luins 
second  membre  constitue  une  approximation  de  la  solution  réelle;  mais  il  o'cn 
est  plus  de  même  si  1  est  nul  et  les  résultats  varient  suivant  la  forme  du  second 
membre.  Au  moyen  des  cuefficients  qu'il  renferme,  on  calcule  une  suite  indé- 
finie de  nombres;  s'ils  sont  tous  nuls,  le  mouvement  est  périodique;  si  le  pre- 
mier de  eeux  qui  ne  sont  pas  nuls  est  négatif,  te  mouvement  est  stable  et 
amorti;  s'il  est  au  contraire  positif,  le  mouveuieot  est  instable  pour  des  valeur» 
croissantes  du  temps. 

Fischer  (O.).  —  Sur  les  systèmes  réduits  et  les  points  principaux 
des  membres  d'un  mécanisme  articulé  et  leur  signification  pour 
la  Mécaniijue  technique.  (42y-46t>). 

Exposition  de  la  méthode 
du  corps  humain  et  applicat 
a  dans  un  plan  n  barres  C,,  C,.   ...   de  masses  m,,  m„   ...,   d 

a„,   ...,  on  appelle  lyilème  réduit  relatif  A  C,  le  système  de  I 
l'une  m.  appliquée  cû  g.,  l'autre  m,+ m,+. ..+ mt_,  appliquée  e 
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troisième  m;^,-4- m,.^j-4-...  appliquée  en  a,,,-^,  ;  le  centre  A,-  de  ces  trois  masses 
est  le  point  principal  correspondant  à  C^. 

La  connaissance  des  points  principaux  permet  de  construire  géométriquement 
le  centre  de  masse  du  système  total,  d'étudier  ses  déplacements  et  d'évaluer  la 
force  vive  totale;  on  peut  ainsi  simplifier  les  calculs  de  Lorenz  (Tomes  XLIV 
et  XLV)  sur  les  forces  d'inertie  des  bielles  et  manivelles. 

Ungcr  {O,).  —  Sur  un  principe  de  construction  et  son  applica- 
tion à  la  construction  de  l'ombre  d'une  surface  de  révolution. 

(467-4:9)- 

On  donne  en  descriptive  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical;  à  l'aide  de 
la  projection  verticale  seule,  on  peut  eiïectuer  la  construction  de  la  courbe  de 
contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  parallèle  à  une  direction  donnée; 
application  à  l'ombre  au  soleil. 

Mavr  (Robert).  —  Sur  les  corps  de  symétrie  cinétique.  (479-488). 

Recherche  des  corps  homogènes  dont  l'ellipsoïde  central  d'inertie  est  une 
sphère.  En  choisissant  des  coordonnées  polaires  dont  Torigine  est  le  centre  de 
masse^  la  cinquième  puissance  du  rayon  vecteur  de  la  surface  limitant  le  volume 
est  une  somme  de  fonctions  sphériques  particulières  des  angles  polaires  6  et.^; 
elles  s'expriment  par  des  polynômes  de  Lcgendre  dont  l'indice  est  pair  et  au 
moins  égal  à  4-  L'auteur  généralise  les  résultats  de  Lcgendre  et  construit  les 
surfaces  les  plus  simples  données  par  ses  formules. 


Tome  XLVIIÏ;  igoS. 

Gans  (Richard).  —  Sur  Tinduction  dans  les  conducteurs  tour- 
nants. (1-28). 

Un  conducteur  ayant  la  forme  d'un  corps  de  révolution  se  meut  autour  de 
son  axe,  avec  une  vitesse  de  rotation  uniforme,  dans  un  champ  magnétique 
donné;  en  parlant  de  l'extension  donnée  par  Hertz  aux  équations  de  Maxwell, 
Tautour  détermine  le  champ  électromagnétique  produit,  les  courants  étant 
supposés  stationnaires  et  la  vitesse  des  points  du  corps  étant  très  petite  en 
comparaison  de  la  vitesse  de  la  lumiète. 

Les  points  de  l'espace  sont  rapportés  à  un  système  de  coordonnées  orthogo- 
nales/>,  y,  f  pour  lc(|ucl  les  méridiens  de  la  surface  et  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales sont  des  lignes  coordonnées;  d'après  les  recherches  de  Riemann  et  de 
Weber,  le  potentiel  V  peut  être  développé  en  une  série  dont  les  termes  sont  des 
produits  de  fonctions  de  p  seul,  de  g  seul  et  de  sinv?  ou  cosvy.  L'auteur  consi- 
dère le  cas  traité  par  Hertz  d'une  sphère  homogène;  en  se  donnant  le  potentiel 
maj;nétique  développé  suivant  des  fonctions  sphériques,  il  trouve  des  dévelop- 
pements analogues  pour  le  potentiel  V'  et  pour  les  vecteurs  du  champ  éleciro- 
ma^nctique;  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  les  termes  des  dévelop- 
ix'innits  en  série  sont  les  produits  de  fonctions  sphériques  par  des  polynômes 
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hypergéoniétriques.  Lorsque  le  champ  statique  est  constant  et  perpendiculaire 
à  l'axe,  la  solution  s'exprime  sous  forme  finie. 

Radacoçic  (M,).  —  Sur  le  mouvement  d'un  moteur  en  ayant  égard 
à  rélaslicilé  du  bâti.  (28-39). 

Sommerfeld  et  Wirtinger  ont  étudié  les  trépidations  du  bâti  d'un  moteor 
lorsque  leur  période  est  égale  à  celle  de  la  rotation  de  ce  moteur.  L'auteor 
examine  le  cas  simple  d*une  manivelle  dont  l'axe  subit  des  tensions  élastiques 
et  il  cherche  dans  quelles  conditions  peut  se  produire  un  état  stationnaire. 

Matthiessen  (Ludivig).  —  Sur  les  infinies  variétés  des  positions 
des  points  cardinaux  dioptriques  de  lentilles  et  de  systèmes  de 
lentilles  dans  le  cas  de  l'incidence  oblique.  (39-49). 

Les  points  fondamentaux  de  Gauss  :  points  cardinaux,  foyers,  nœuds  peureni 
être  remplacés  d'une  infinité  de  manières  par  d'autres  jouant  le  même  rôle  et 
donnant  lieu  à  des  relations  de  même  forme  entre  les  abscisses  des  points 
conjugués. 

Grurnvald  (A,),  —  Les  systèmes  linéaires  de  vis  de  Sir  Robert 
S.  Bail.  (49-108). 

Exposé  didactique  des  théories  de  Bail,  en  prenant  comme  bases  les  coor- 
donnéc-^  hiuvccnlriques  de  Mobius  et  le  calcul  vectoriel  de  Grassmann  et  ratta- 
chant CCS  tln'orics  à  celles  de  la  j;«'M)métrie  ré|:lée. 

Lne  vis,  réunion  de  deux  vecteurs  ou  d'un  vecteur  et  d'un  couple,  a  un  para- 
mètre, celui  (lu  complexe  linéaire  qui  lui  est  lié;  elle  est  une  combinaison 
linéaire  de  six  vis  fondamentales,  affectées  de  coefficients  qui  sont  les  coor- 
données (le  la  vis  considérée.  Le  produit  de  deux  vis  est  la  somme  des  moments 
mutuels  (le  leurs  vecteurs;  s'il  est  nul,  les  vis  sont  réciproques  ou  en  involution: 
leurs  paramètres,  la  distance  de  leurs  axes  et  l'angle  de  ceux-ci  sont  liés  par 
la  relation  /;  -i-  />'  =  e  taug  a. 

A  tout  sNstènie  linéaire  de  vis  de  rang  ai,  dépendant  de  n  coordonnées  indé- 
pendantes, en  correspond  un  autre  de  rang  6  —  n,  réciproque  du  premier: 
l'étude  de^  sv>tèmes  réciproques  est  analogue  à  celle  des  coniques  harmouiquc- 
ment  inscrites  ou  circonscrites. 

L'os-iature  {gcrippc)  d'un  système  est  l'ensemble  des  vis  de  ce  système 
réduites  à  un  seul  vecteur;  les  ossatures  de  deux  systèmes  réciproques  sont 
réci[»ro(]ucs,  chaque  droite  de  l'un**  rencontrant  toutes  celles  de  l'autre. 

L  auteur  passe  en  revue  tous  les  systèmes  réciproques,  il  étudie  en  détail  les  axc< 
du  systèuK' de  rang  2  et  leur  lieu  «jui  est  le  eylindroïde,  ceux  du  système  réci- 
procjue  de  rang  4,  qui  forment  un  complexe  quadratique,  enfin  ceux  du  système 
de  r.m^'  3  dans  les  cas  particuliers  et  dans  le  cas  général;  ces  axes  se  répar- 
tissent sur  une  infinité  dhyperboloïdes  et  forment  une  congruence  de  troisième 
ordre  et  deuxième  classe  éludiie  pur  Waelsch  {Wiener  Berichtc,  iSqô),  celle 
des  i>erpendiculaires  communes  aux  génératrices  d'un  système  réglé  du  second 
ordre. 
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Jung  (/^.).  —  Méthode  géomélririue  pour  la  compensalion  des 
masses  dans  les  machines  marines  à  quatre  bielles,  (i 08-1 25). 

Retrouve,  par  des  procédés  géométriques,  les  résultats  de  Schubert  et  de 
Lorenz  {voir  cette  Revue,  t.  XLV^);  les  directions  des  manivelles  doivent  faire 
partie  d'un  paraboloïde  hyperbolique. 

Heiniann  {H,).  —  La  résistance  d'une  plaque  plane  dans  le  cas 
d'une  charge  normale  constante,  (i  26-1 34). 

Solution  des  équations  de  Clebsch  dans  le  cas  d'une  plaque  circulaire,  quelle 
que  soit  la  fixation  des  bords,  puis  dans  le  cas  d'une  plaque  elliptique  avec 
encastrement  des  bords,  enfin  dans  le  cas  d'une  plaque  rectangulaire  dans  le 
cas  où  les  appuis  sont  élastiquement  déformables. 

Franche  {A,).  —  Détermination  graphique  des  forces  dans  un  arc 
circulaire  avec  ou  sans  rotules  aux  naissances.  (193-200). 

— ^  L'arc  articulé  avec  rotule  à  la  clef  et  avec  moment  d'inertie 
variable  d'une  manière  discontinue.  (201-208). 

Applications  du  polygone  funiculaire  à  la  détermination  de  la  ilexion  d'un 
arc  chargé,  les  naissances  étant  à  rotule  ou  encastrées. 

Millier  (/?.).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  doubles  liées  au  mou- 
vement de  la  bielle.  Courbure  de  ces  courbes  aux  points  de 
contact  sextuple  avec  la  tangente.  (208-219). 

Suite  de  l'article  du  Tome  XLVI  de  cette  Revue.  Si  un  point  de  la  bielle 
décrit  une  courbe  ayant,  avec  une  de  ses  tangentes,  un  contact  d'ordre  n  — i, 

le  rapport     ,  ^_^>  appelé  par  Mehmke  courbure  d'ordre  n  —  i,  renseigne  sur 

la  manière  dont  la  courbe  se  confond  avec  sa  tangente.  La  recherche  de  cette 
courbure  se  rattache  à  la  considétation  des  pôles  d'inflexion  d'ordre  successif. 
Application  au  cas  de  n  =  6. 

Millier  (/?.).  —  Sur  la  théorie  du  déplacement  instantané  d'ua 
système  plan  invariable.  Une  propriété  des  points  de  Burmester. 

(220-223). 

Suite  des  articles  parus  dans  cette  Revue,  t.  XXXVII  et  XLII,  sur  les  points 
dont  la  trajectoire  a  un  contact  du  quatrième  ou  du  cinquième  ordre  avec  le 
cercle  de  courbure;  application  au  quadrilatère  articulé. 

Millier  (/?.).  —  Sur  quelques  courbes  se  rattachant  à  la  théorie 
du  quadrilatère  articulé  plan.  (224-248). 
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i~  De  [a  t^Qurbf^  des  pûlcs,  lieu  des  fwiali  iId  plan  d«  U  bielle  duol  l>  ti 
toirc  a  UD  point  de  rcbrouasemcnt  ;  ep  Ireu  est  du  liuîlijme  ordir-,  i 
icment  aux  poiulf  cjcliqucs; 

!•  De  la  courbe  d'ondulation,  lieu  de»  points  de  Bail,  dont  U  tnjecluin  i 
un  pi>int  d'oodulation,  oii  nœud  iiiflexionnei  :  dan»  le  caî  p*rlicDlicr  u«  In 
iiclti,>s  du  quadrilatère  lont  l'^aux  deuï  É  deu».  csltc  coucU  «e  il>:>Juil  Je  11 
pi'cmiÎTe  par  une  Ira nsdiria* Lion  conrarme  dVqualiuo 

^-  De  la  enurlw  de  pnsange,  lieu  des  noints  dont  la  trajecloiic  a  un 
pMprc  conlDCt  ou  tacnudal;  ce  lieu  n-  dixième  ordre. 

l'ietfi  {J.-V.).  —  Sur  le  mouvement  central,  (ajg-aOô). 

Ëlndr  du  iDouvcnient  d'un  mobile  décrivant  U  courbe  r*  =  £- hmi 

TiflJon  d'une  force  ecntroic. 

fCann  (Léopold).  —  Sur  la  iiiîolution  iiiécanic|iie  des  éqtialîoui. 

(7GG-2;2). 

l'n  courant  pAise  dam  des  Tils  de  ri^siïtancei  diiïérvnlcs  »ur  Jei  Ivngaeun 
vat'iatiirs  avec  la  grandeur  de  riocounui-. 

F'ippl  {A.).  —  Solution  du    jinililiriie  du  la  toupie  ù  l'aîilc  du 
eulcul  veclorîcl.  (a^a-sS^). 

de  mouvement,  on  'obtient  une  tfqualion  veeloi 


Rolh  (Paul).  —  Les  tli(5orics  de  la  résistance  et  les  formules  qui 
en  découlent  pour  la  construction  des  machines.  (385-3i6). 

r:iude  compaiative  des  diverses  ibiories,  en  particulier  de  celle  de  Dnguct  et 
de  celle  de  Molir  et  exposé  de  celle  dcrniiirc.  Connaissant  les  direcli»ns  prin- 
l'ipales  des  efliirts  autour  d'un  poiut,  on  peut  délermiuei'  i; ra pli iqiir ment  le 
pljif  );raml  efliirt  du  (:lisseiii;nl  tïn^cntiel.  et  c'est  en  luaiiitenaiit  ce  dernii;r 
•  dans  les  limites  voulues  que  l'on  culeule  tc<  pièces  de  macbincs.  CuniparaÎMio 
des  résultats  obtenus  de  celle  manière  avec  les  résultats  liabïtueilemcnt  employés 
s<-it  dans  le  cas  d'clTiirts  statique!.,  soit  dans  le  cas  d'cITurts  répétés  comme  les 
ont  étudiés  Wuhler  et  Bauscliinger. 

Grassnwiiii  {Ilermann).  —  La  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  |)oint  fixe,  lorsqu'il  n'est  soumis  à  aucune  force,  (Sag-S^â), 

Expusé  de  la  tléorie  c!assiquc  de  l'ninsul;  descripiioo  d'appareils  cinéma- 
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tiqiieit  consiruits  par  Martin  Schilling;  discussion  de  la  position  respective  et 
de  la  concavité  des  cônes  roulant  Tun  sur  l'autre. 

Franche  {Adolf).  —  Poutres  paraboliques  continues.  (S^^-SgS). 

Le  théorème  des  trois  moments  s^applique  encore  aux  travées  courbes,  en 
supposant  que  deux  arcs  successifs  soient  liés  invariablement  Tun  à  l'uulre.  En 
parlant  des  formules  établies  dans  le  cas  d'arcs  circulaires  surbaissés,  d'é<|ua- 
tion  x^-r- y-— 2\\y  =  Oy  l'auteur  néglige  j^' et  parvient  ainsi  au  cas  d'arcs  para- 
boliques dont  il  donne  plusieurs  exemples. 

Gans  {Richard).  —  Sur  Tintégralion  numérique  (inéquations  aux 
dérivées  partielles.  (394-399). 

Extension  de  la  méthode  de  Rungc  {Math.  Ann.,  t.  XLVI,  1895).  Soit  une 
é  luation  q  =/(x,  y,  5,  />)  dont  on  cherche  une  solution  qui,  pour  y  =y«.  se 
réduit  à  une  fonction  donnée  ^«(x);  on  calcule  une  valeur  approchée  de  A«, 
développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  Ay,  les  coefficients  étant  fonc- 
tions de  x;  les  méthodes  de  Simpson  appliquées  entre  o  et  Ay  fournissent  une 
solution  approchée  jusqu'au  terme  ly^  inclusivement. 

Ilorn  (/.).  —  Complément  à  la  théorie  des  petites  oscillations. 

(400-434). 

Suite  d'un  article,  Tome  XLV'II  de  cette  Revue,  où  étaient  étudiées  les  petites 
oscillations  d'un  système  à  un  degré  de  liberté.  L'auteur  examine  ici  le  cas  où 
il  y  a  plusieurs  degrés  de  liberté;  il  se  limite  à  la  recherche  des  petites  oscil- 
lations périodiques  d'un  système  à  liaisons  indépendantes  du  temps,  quand  il 
existe  une  fonction  des  forces  et  que  les  équations  de  Lagrange  sont  appli- 
cables. Ces  oscillations  ont  été  étudiées  par  Painlevé  {Comptes  rendus  des 
séances  de  t* Académie  des  Sciences,  t.  CXX.IV);  mais,  pour  éviter  une  objec- 
tion, l'auteur  reprend  ici  la  question  dès  le  début. 

Les  /i  é<iuations  de  Lagrange  se  ramènent  à  m  =  a/i  équations  du  premier 
ordre  de  la  forme 

dx 

-^  =  a.iJ7,-i-. . .-+-  a,^j7„,  -t-  des  termes  d'ordre  ^  a; 

pour  qu'une  solution  soit  périodique,  il  est  nécessaire  que  l'équation  en  S 
caractéristique  relative  au  système  a,«ait  une  racine  imaginaire  de  la  forme  X(. 
Supposons  alors,  en  faisant  au  besoin  une  transformation  de  variables,  que* 
l'équation  caractéristique  ait  un  couple  de  racines  simples,  égales  à  db  /,  et  qu'elle 
n'ait  aucine  racine  nulle  ni  multiple  entier  de  -^  i  ou  — i;  on  peut  ramener 
le  système  à  la  forme 

dx^  _ 

~dt    "    ^'    "^"•••' 

dxj  __ 

dx  ,    -^ 
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en  général,  il  n*existe  pas  de  solution  périodique,  mais  il  est  un  cas  ob  Toa 
peut  affirmer  rcxistencc  d'une  telle  solution,  c'est  celui  ob  i*oa  connaît  nae 
intégrale  première  de  la  forme  4>(Xi,  â:,,  ...)  =  const.,  <fr  renfermant  parmi 
les  termes  de  degré  le  moins  élevé  un  terme  en  x,  seul.  Pour  celte  solntioa 
périodique,  on  peut  se  donner  arbitrairement,  entre  «-ertaines  limites,  la  valcar 
initiale  c  de  x^,  les  autres  données  initiales  doivent  être  déterminées  en  fonc- 
tion de  c;  la  période  T  diiïèrc  peu  de  3^  et  a  pour  valeur 

enfin,  en  posant  u  =  -^y  la  solution  périodique  se  met  sons  la  forme 


avec 


^•=  c  ^«1  (")-♦- c' *«5(") -»-•  • 


._L     —  .L 


9,,=  cosa,        9,,  =  — smi/,        -^j,  =  9^,  =  ...=  o, 

V  V 

+»>  =  2]  ■'^'■^  co-*  jx M  -+-  2]  ^^  ^i n  il li. 
{1  =  0  ii.=  i 

Ces  résultats  s'appliquent  aux  équations  de  Lagrange  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  les  ramener  à  la  forme  canonique  précédente.  Soient 

L  =    -  ^  ^««^^^a?"*"  •  •  •  î 

SI  Tcquation  caractéristique  \a^^s  —  ^«sl  =  <^  "21  H"®  ^^s  racines  négatives 
J,  =  —  X;,  la  position  dont  les  coordonnées  sont  nulles  est  d*éi|uilihre  stable:  si 
les  nombres  X  ne  sont  pas  nuls  et  si  leurs  rapports  sont  irratiimncls,  un  peut 
trouver//  familles  de  mouvements  périodi(|urs.  V  »  liaque  nombre /.  coiTt>|Miuil 
une  famille  de  mouvement  défendant  d'une  confiante  arbitraire  c,   la   pcii*»'!»* 

étant  voisine  de -^«  Si  les  nombres   a,  ne  sont  [ms  incommcn^urubles,  on   ne 

peut  affirmer  qu'il  n'existe  pas  d'autre  solution  pi-rioiliquc  quf  les  prê«é.l«*ni<^'*. 
L'aiilcur  appli(|uc  ces  consi«bralions  au  cas  d'un  «Windre  li<>iiz«inial  pesant 
roulant  sans  glisser  sur  une  >urface  c\  lindrii|u«',  au  cas  d'un  p. ont  prs.iiit 
m«»biU'  sur  une  surfatc  prc>  d'un  point  où  le  ]»lan  langent  est  liwii/  .nia!,  enlin 
au  cas  d'une  cloche  el  de  son  ballant. 

Ihin*:e  (  c .).  —  Sur  la  composition  et  la  décoinposilioii  de  rtUa- 
lions  par  une  mélliode  «;raplii(|ue.  ({.).")-  i  î^  ). 

l  ne  rotation  d'un  <Nst«"'me  c<t  déterminée  \\c<  i|;i'on  donne  lare  .berit  ji.ir  un 
|M>inl  M  du  SN^tèuif.  Si  lUn  f.iil  une  projection  >:«  r«  «i;.raplnijue'  d'ui»e  «.j.||f|,. 
a\.int  son  centre  >ur  l'axe  de  i-otalii>n,  nu  jm'îiI  «'Loisir  p-iur  M  b-  j-  unî  qui 
dit  lit  un  arc  de  cercle  don»  !■•  pî.m  passe  p.ir  !♦■  p«.int  île  \ui-.  vj  ti  ,.j.'<-i..ire 
e>t  projetée  suivant  une  droite:  loule  r«»tation  e>t  ain>i  i.'.termin.e  p.ir  un 
^e^menl  rectiliun»-;  on  [.eut  r«ni|. lacer  un  -.e-ment  par  un  aii:rc  pn*  «.ur  Ki 
même  dr<.ile  que  le  premier  et   \u   si»u>  le  même  an^le  du  p.Me  «b'  pr-jerfi  »n. 

l>cu\  mouvcmenl>  de  rulalion  se  composent  en  i*ai>ant  la  somme  ;:ei*nicirKiue 
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des  scgmcnls  représentatifs,  pris  à  partir  du  point  commun  aux  droites  qui  les 
portent. 

Range  (C).  —  Sur  la  décomposition  en  sinusoïdes  de  fondions 
périodiques  données  empiriquement.  (443-456). 

Améliorations  apportées  à  la  méthode  connue  et  à  la  disposition  des  calculs. 

Dietrichkeit  (O.).  —  Tables  de  logarithmes  à  nombre  supérieur 
de  décimales.  (457-461). 

Schmid  [Theodor),  —  Sur  un  modèle  cinématique.  (462-463). 

Exposé  d'un  appareil  imaginé  par  Markus  Kriss  pour  la  description  continue 
des  ellipses  et  des  trochoTdcs  algébriques. 

Meisel  {Ferdinand),  —  Sur  la  théorie  de  l'expérience  du  pen- 
dule de  Foucault.  (463-47o)« 

Recherche  élémentaire  des  variations  finies  du  plan  d'oscillation  du  pendule, 

en  supposant  qu*il  reste  toujours  parallèle  à  la  tangente  au  point  le  plus  bas  .le  la 

première  oscillation,  tangente  dirigée  suivant  la  méridienne  du  lieu.  Si  ^  est 

la  latitude,  /  le  temps  en  arcs,  x  la  déviation  apparente  du  plan  d'oscillation, 

on  a 

sinf  sin  Q 

tangx  =  -T^â s — - — Ta  • 

^  sin'P  cos/-h  cos^p 

Ileimann  {H,).  —  Un  exemple  pour  le  théorème  du  minimum  du 
travail  résistant.  (471-472). 

KUngatsch  {A,),  —  La  détermination  du  point  le  plus  favorable 
pour  le  recoupement  en  arrière.  (473-487). 

Une  transformation  faite  de  Tun  des  points  connus  comme  pôle  permet  de 
ramener  l'un  à  Tautre  le  recoupement  en  avant  et  le  recoupement  en  arrière; 
il  suflit  de  onsidérer  le  deuxième.  A  une  erreur  moyenne  sur  les  angles 
mesurés  correspond  une  erreur  sur  le  point  inconnu;  les  points  du  plan  pour 
lesquels  ces  erreurs  ont  des  valeurs  données  sont  situés  sur  une  courbe  du  qua- 
trième ordre  qui  permet  de  résoudre  graphiquement  la  question. 

Schilling  (Fr.).  —  Sur  le  théorème  de  Pohike.  (407-494)- 

Nouvelle  démonstration  et  construction  relative  à  ce  théorème  : 

Trois  vecteurs  concourants  dans  un  même  plan  sont  les  projections  de 
trois  vecteurs  égaux  formant  dans  l'espace  un  trièdre  trirectangle. 

H.  V. 


SECONDE  PABTIE 


HKXDICONTf  DEL  11.  IsTiTLTO  bnnutiw  nt  S.:il'S7.k  b  Letteiif.  U«  i 

Milt^no,  lip.  Bernordoni  tli  C-  lU'boscliini  o  C;  C.  Hoepli,  édileor  O). 

Timo  XXVI:  iaç)t. 

Sayno  (À.).  —  [T2/i].  Sur  cprlatnes  fonmiles  rt^diiitc*  pour  le 
calcul  àei  nrcs  circulaires  mûlnlliqucs.  Prcmîôrc  Partie  :  »rc* 
eticliAssés.  (tj3'i55). 

J'annellH:\/.).  -         Ig  i].  Sur  U  iJ.liicliun  .1rs  singti- 

laritt^s  d'une  couruc  §•>..  G-aaa). 

On  pttut  Imijiiui'i,  pardi  uns  cubiques  biritioanolli*!  de  r»(«u. 

réduire  udf  courki*  giuciic  t|ii<: ,->;  A   une   autre   n'ajrint  que  des  poinu 

mnllilile*  ordinaires,  c't'al-*-dire  dont  les  luiigenlrs  soient   diMinfiei,  el  If 

plan  oti-uUicur  d'une  braac  las  tansvnt  il  une  autre  brancbc. 

Sayno  (/(.).  —  [TS  cei    lincs  formules  niduitcs  pour  If 

catctil  des  arcs  cire  es  mélo  iqiies.  Deuxième  Partie  :  arcsâ 
un  ou  à  deux  centres,  armés  d    tirants.  (  26^1-276). 

Foi'menU  (C).  —  [f^l]'  ^"''  ""^  classe  de  fonctions  dtrivéci. 
l{33o-34.1),  Il{38a-3H9),  III  (^Sa-igi). 

L'auteur  prend  pour  définir  la  dérivée^  S  9(x)  d'une  foncltoa  ?(.z)  lei  pru- 
priélés  car4Ctéri}tique$  suivantes  : 

S{ ?, -f-  ?,  +  - .  .-1-  ?„  )  =  î?,  -+-  S?, -H. . .+  3?., 

A  l'iaiii  une  consianle.  Cela  ne  caractérise  pas  les  seules  dérivées  ordiniircs', 
iiiiiis  constitue  une  définition  plus  générale,  qui  donne,  par  exemple,  comme 
dérivée  d'un  polynôme  ?(^)  l'eiprcision 

ÎîClc)  =  P,  ?'(a:)  +  |i,î'(.i:)  4-...+ p.  o"l(*), 

roniliinaisun  linéaire  des  dérlTées  ordinaires,  aussi  bien  que  l'eipression 

S:f(j:)  =  M,  iî-4-!ilj4,?-t-...+  M,  1.?, 

ooinbinaiïOn  linéaire  de»  différences. 

Étant  as  une  dérivée  (dans  le  sens  général)  de  ?  et  »i  l'un  a 

î?  =  9-ià-?  -i-  v.,d,f  -^ ^V-.à.'?' 

(■)  Voir  Bulletin,  t.  \XVII1,  p.  5, 
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la  fonction 


(O  =    y]l^r8'"=  IA««(«  — «1  )...(«  — 8«-l) 


est  appelée  la  dérivatrice  relative  à  la  dérivée  fondamentale  d»  et  l'on  a  sym- 
boliquement 

La  dérivatrice  peut  aussi  être  une  série.  Le  théorème  de  Taylor  prend  une 
forme  plus  générale,  où  interviennent  dans  les  coefficients  des  polynômes  dont 
Tauteur  trouve  diverses  expressions  et  par  lesquels  on  peut  aussi  exprimer  les 
puissances  de  la  variable.  Enfin  Tauteur  trouve  des  relations  entre  les  dérivées 
que  Ton  obtient  suivant  diverses  définitions.  Par  exemple,  si 

c/(2r)  =  ix(/'), 


{1  étant  la  fonction  dérivatrice  et  la  dérivée  fondamentale  étant  la  dérivée  ordi- 

f'{x)  =  \{^f). 


iiaire,  on  aura 


X  étant  une  autre  dérivatrice  pour  laquelle  il  est 

X[lx(£)]  =  f-e-H-«/(e). 

Dans  la  deuxième  Note,  on  trouve 

y  =  c*r'(/>,-4-/?,x4-...H-/?,a:'")  -H  A^,c»r+i'-|-. .  .-4-  A^_ie*«-i* 

comme  expression  générale  des  fonctions  qui  ont  nulle  la  dérivée  S;  ayant  sup* 
posé  que  r  des  racines  ip  ...,  f„_i  soient  égales  entre  elles.  Puis  l'auteur 
résout  le  problème  plus  général  de  trouver  les  fonctions  qui  ont  une  dérivée 
donnée,  la  dérivée  fondamentale  étant  Tordinaire. 

Dans  1 1  troisième  Note,  il  traite  la  même  question  en  supposant  que  la 
dérivée  fondamentale  soit  la  diiïorencei  et  puis  d^autrcs  questions  qui  le  con- 
duisent à  une  expression  remarquable  de  la  dérivée  ordinaire  d'ordre  r  de  — ; — -  » 
it  à  une  expression  des  nombres  de  Bernoulli.  Citons  ici  la  formule 


dx' 


(-'Y 


ir-rl 


o'  2^' 


cjCO     /'cpf»"-») 


{-.y 


o 
o 


BardelU  (G.).  —  [R7c].  Sur  un  problème  de  Dynamique  de 
G.  Saladini  généralisé  par  A.  Serret.  (344-348). 

BardelU  {G,),  —  [R7c].  Appe:idice  à  la  Noie  précédente,  (379- 

38i). 


Déterminer  une  c  >urbe  (dans  un  plan  vertical)  qui  ait  la  propriété  que  les 
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temps  employés  par  uo  point  pesant  à  en  parcourir  un  arc  quelconque  aient  uo 
rapport  constant  au  temps  employé  à  parcourir  la  corde  correspondante.  Serret 
{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  p.  a8)  a  démonlré 
que  ce  problème  peut  toujours  se  réduire  aux  quadratures.  L'auteur  résout 
complètement  le  problème  en  donnant  i*équatîon  de  la  courbe  en  coordonnées 
polaires 

(1)  r  =  U:jL*-""H-ô:x'"'-Vcos'«'-*e, 

étant  m  le  rapport  donné, 


X  =  \'m^ —  cos-6, 

I  (m  sin6 -i-X)"" 


V-  = 


ni'^  cy>s"*h         sin8 


et  a,  b  des  constantes  arbitraires.  Pour  m  =  i,  Téquatioa  se  réduit  k  celle 
d'une  lemniscate  dont  Taxe  fait  4^''  avec  la  verticale  et  qui  correspond  au  pro- 
blème déjà  posé  et  résolu  par  Saladini. 

Mais  la  forme  (i)  de  Tintégralc  générale  est  erronée  et,  dans  Tappendice,  elle 
est  remplacée  par  la  suivante 

\r  cos"" - ' e-ii'"^ -  '-aj \r  cos"" -'^.y>- '"'  -  aj  =  o. 

qui  n*a  qu'une  constante  arbitraire. 

Une  généralisation  analogue  à  celle  que  Serret  a  faite  du  problème  de  Sala- 
dini peut  se  faire  pour  le  cas  d*un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison 
directe  de  la  dislance,  et  elle  conduit  à  la  même  équation. 

Forme nll  (C).  —  [RTc/].  Sur  un  mouvement  bracliislocliroiie 
particulier.  (.355-359). 

Si  la  vitesse  est  représenlée  en  grandeur  et  direction  par  une  fonction  d'une 
variable  complexe  z  =  x  -i-  iy,  c'est-à-dire  si,  élaut  v  la  grandeur  de  la  vitesse 
cl  o>  Tangle  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  a;,  on  a 

^•c"-=  \{z), 
le  inouvemenl  est  brachisloclirone. 

Maggi  {G. -A.),  —  [Dâ6  ref.Tort].  Sur  une  série  non  uniformc- 
menl  convergente.  (368-3j2). 

(>ti  la  rencontre  dans  l'élude  de  l'induction  d'un  point  électrique  sur  deux 
plans  infinis  parallèles  entre  eux.  On  prend  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire 
aux  i>lanr>  menée  par  le  pi»int  donné  et  pour  origine  le  milieu  du  segment 
rnmjuis  rnlre  les  deux  plans.  Alors  la  charge  K(//)  d'un  cercle  de  rayon  m 
<ituc  d.ins  le  i)Ian  x  —  u  (  n  =  liz  A,  clanl  A  la  dislance  des  deux  plans  )  et 
ayanl  son  centre  sur  Taxe,  est 

'=-      /       -A,   \ 
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où 

A,.  =  (  2 1  —  I  )  o  -h  (~  1  )'  ô 

et  6  est  l'abscisse  du  point  donné. 
Pour  résoudre  le  problème,  il  faut  prendre 

limE(tt), 

mais  la  série  n*est  pas  uniformément  convergente  par  rapport  à  u  dans  l'inler- 
valle  (g,  x).  L'auteur  trouve  la  somme  de  la  série  par  une  application  de  la 
formule 


et  en  déduit 


A  -f-  -  6 

lim  E(ii)= f— 

11  =  00  2  A 


Jorini  (A.-F.).  —  [T26].  Charges  fixes  équivalant  à  des  trains 
mobiles  donnes.  (416-424). 

Ciani  {E,),  —  [M^Sc].  Sur  les  hessiennes  des  surfaces  cubiques. 
I  (498-507),  II  (5^3-533),  III  (557-565). 

L*aulcur  corrige  et  complète  ici  les  résultats  obtenus  par  lui  dans  sa  Note  : 
Sulle  superjicie  cubiche  la  eut  hessiana  si  spezza  {Bend.  des  Lincei,  Vol.  VI, 
iSqo),  résultats  qui  ne  subissent  aucune  modification  lorsque  la  surface  fonda- 
mentale n'a  pas  de  points  singuliers.  Il  démontre  qu'il  n'y  a  qu'une  surface  du 
4'  ordre,  irréductible  et  douée  de  courbe  multiple,  qui  puisse  être  la  hessienne 
d'une  surface  cubique  :  c'est  la  surface  qui  a  une  (seule)  droite  double  avec 
un  point  triple  sur  cette  droite;  elle  est  la  hessienne  d'une  surface  cubique  à 
point  double  biplanaire.  Cette  hessienne  est  étudiée  dans  la  Note  II,  où  com- 
mence aussi  Tétudc  des  hessiennes  dégénérées,  qui  est  achevée  dans  la  Note  III. 
Un  tableau  à  la  fin  du  travail  résume  tous  les  cas  de  dégénération  de  la  hes- 
sienne. 

Picri  (31,).  —  [N*2ref.Q2].  Sur  le  problème  des  espaces  sécants. 
(534-546). 

La  question  de  trouver  le  nombre  des  espaces  linéaires  de  *  dimensions  ren- 
feimcs  dans  un  espace  de  n  dimensions  et  satisfaisant  à  des  conditions  données 
se  réduit  à  la  transformation  de  la  condition  composée 

produit  de  deux  conditions  fondamentales,  en  une  somme  de  conditions  fonda- 
mentales simples  de  mt^me  dimension. 
Ici  une  telle  décomposition  est  faite  pour  Je  produit 

(f/ç,  «,,  ...,  a,..p  aj(/i,  /i  —  S4-I,  /i  —  JH-  2,  ...,  /i  — I,  n)j 
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c'est-à-dire  pour  le  cas  qu'à  Irapace  [«t  foicnl  imposées 

pai'tcnir  A  une  (orme  fondameatalc  itunnfc  et  de  rcncoolrer  en  mn  point  ■■ 

cspjce  [h]  dminJ. 

Montesano  {D.).  —  [N*3rt].  Sur  les   congruences  lin^ïres  de 
coniques  dans  l'espace.  (âSg-tio.j), 

Mac  coagi-iience  est  ud  sjitcme  2'  tic  coniques  tel  qu'une  «cale  d'vnlrv  rltn 
paase  par  ua  point  danaé.  L'auteur  trouve  que  cc$  coniqoet  tout  In  bw* 
lariables  des  biaceaux  dans  un  rc^eaa  de  surFaccs  liomiloldiqucs.  et  poii  il 
détermine  les  caractérii tiques  élfmeotaircs  des  coniques  du  sjstènic.  Il  i  j  •■ 
nombre  s  de  translormationt  birationneltei  et  inTolultvci  de  l'c^p^u  qui  ont 
pour  courbes  unies  les  coniques  de  la  cungroeocc,  L'ne  toOETucnne  de  codi^ob 
peul,  sous  certaines  conditiuos,  itre  i-cduite  par  une  tnoiformalioD  bintion- 
nelle  k  une  eongrueoce  de  droite:. 

De  Mnrchi  {/..).   —  [S].  Sur  la  Lhéorie  des  c%clons.  Noie  II 

La  Note  I  est  dans  le  Tonie  X\V,  page  ïto. 

Ferrini  (B.).  —  [T7].  Sur  un  diagramme  de  von  Uefoer  \lic- 
neck. (724-726). 

Btimcki  {F.}.  —   [Fib].   Un   théorème  d«DS  la  dmsioa   de» 
périodes  des  fonctions  elliptiques.  (7V7-731). 
Soient  »,  u,,  a,  trois  arEuramt»,  et 


,  pour  UD  quatri<!me  argument  <■, 


=  <-r,  -  J,  )=(  J-;— ;t )'{ I  -  J- /■ 


P.  L,  M.  \  ctant  des  foDctioB<  d< 
'  LT  dcmontré 


L  auteur,  apréï 
ïion  des  pcriode^  par  u 
Il  V  a  une  .\ote  11  da 


-    ..  _  __  tbevrénie,  i-n 
nombre  premier  >  7. 
is  le  Tome  XWII.  pjge  1 
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Tome  XXVII;  1894. 

Brioschi  {F.)»  —  [F46].  Un  théorème  dans  la  division  des 
périodes  des  fonctions  elliptiques.  Note  II  (i 86-193). 

La  Note  I  est  dans  le  Tome  précédent,  page  727. 

Ciani  (JS,).  —  [M^3c].  Sur  les  surfaces  cubiques  qui  peuvent 
être  regardées  comme  des  parties  de  la  hessienne  d'une  autre 
surface  cubique.  (222-233). 

La  condition  nécessaire  et  suffîsante  pour  cela  est  que  la  surface  donnée  ait 
deux  points  biplanaires,  distincts  ou  coïncidents.  La  correspondance  qui  a  lieu 
entre  ses  points  en  vertu  des  propriétés  de  la  hessienne,  est  comprise  en  une 
correspondance  quadratique  singulière  de  l'espace  (dans  laquelle  aux  plans 
correspondent  des  cônes).  Réciproquement  toute  transformation  quadratique 
singulière  peut,  à  moins  d'homographies,  être  interprétée  comme  une  corres- 
pondance de  cùnes  polaires  sur  une  des  ac^  surfaces  cubiques  à  deux  points 
biplanaires,  transformées  en  elles-mêmes  par  la  correspondance. 

Pieri  {M.).  —  [N^2  réf.  Q2].  Sur  le  problème  des  espaces  sécants. 
(238-273). 

Autre  problème  analogue  à  celui  de  la  Note  précédente  du  même  auteur, 
Tome  XXVI,  page  534.  H  y  &  une  Note  III  dans  le  Tome  XXVIII,  page  44i. 

Jung  (G.).  —  [R26].  A  propos  d'une  question  de  M.  Ed.  Colli- 
gnon  dans  le  nouveau  périodique  :  L* Intermédiaire  des  Mathé- 
niaticiens  (Sur  le  barjcenlre  superficiel).  (292-300). 

Bardelli{G.)*  —  [R26].  Un  théorème  sur  les  barjcentres  géné- 
ralisé. (326-33o). 

Bcltrami  {E,),  —  [R5a].  Sur  les  fonctions  complexes.  Note  III 

(337-344). 

Coniplénicnt  à  la  Note  II  (t.  XXIV,  1891,  p.  118S).  Substitution  d'une  distri- 
Lution  linéaire  sur  une  ellipse  à  une  distribution  sur  une  couronne  elliptique, 
couiprise  entre  deux  ellipses  honiotliétiques. 

Jorini  {A. -F,),  —  [T26].  Renfort  des  ponts  métalliques  au  moyen 
d\ine  poutre  centrale.  (356-3^  1). 

Jung  (6\).  —  [R9a].  Sur  le  plan  de  rupture  et  sur  la  poussée 
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(l'un  terre-plein  contre  une  paroi  plane  résistante.  (4o3-4i3, 
1  planche). 

Aantor  (S,).  —  [P4ref.Q2].  Sur  les  caractéristiques  des  irans- 
formalions  quadratiques  dans  Tespace  de  r  dimensions.  (477* 

485). 

Géncralisalion  des  transformations  quadratiques  planes,  faite  en  substituant 
au  couple  formé  par  deux  des  trois  points  fondamentaux  une  varictc  quadra- 
tique de  /'  —  2  dimensions. 

Jung  (C).  —  [R9a].  Sur  les  forces  distribuées  (le  long  d'une 
droite),  avec  des  applications  aux  transports  de  terre  cl  à  la 
ligne  élastique  des  poutres  droites.  (507-622,  i  planche). 

Enriqucz  (F.).  —  [Via  réf.  P].  Sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie projective.  (550-56^). 

D'abord  Paulcur  rappelle  les  propositions  préliminaires  de  la  Géométrie  pro- 
ji'clivc  sur  la  détermination  des  formes  de  première  et  de  deuxiciue  espèce» 
puis  il  donne  les  notions  d'ordre  naturel  et  de  disposition  circulaire  natu- 
relle sur  une  forme  de  première  espèce  et  il  en  déduit  que  le  quatrième  har- 
nioni'iue  de  A,  B,  C  est  distinct  de  ces  éléments.  Après,  il  introduit  le  posto- 
liitum  de  la  continuité  et  démontre  le  théorème  fondamental  (de  Staudtj. 
Kufin,  il  fait  quelques  observations  destinées  à  établir  le  principe  de  dualité. 

hfintor  (S,).  —  [Piref. Q2].  Sur  les  transformations  quadrd- 
h(jui's  prriodicjucs  dans  l'espace  de  r  dimensions.  {~  i  .*-'  >ak 

('.  »ii>iruiiion  des  curaclérislitiues  de  ces  lransforin;<iions.  Le  trd\iiil  >uii  au 
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